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Predgovor 


Ova'je knjiga udžbenik kombinatorike u koju je kao sastavni dio uključena i 
teorija grafova. Knjiga je ponajprije namijenjena studentima matematičkih i raču. 
narskih znanosti, a nastala je na osnovi predavanja koja je autor posljednjih godine 
držao studentima 1. godine Matematičkog odjela Prirodoslovno-matematičkog 
fakulteta Sveučilišta u Zagrebu kao kolegij Konačna matematika i studentima II. iIV. 
godine istog odjela u vidu izbornih kolegija: Teorija grafova i primjene i Algoritmi 
na grafovima. Knjiga, međutim, može također poslužiti i studentima tehničkih 
znanosti (osobito elektrotehnike) kao udžbenik za neke kolegije dodiplomskog i 
nostdiplomskog studija. Neki dijelovi knjige dostupni su i učenicima srednjih škola, 
kao i svima koje zanima kombinatorika ili neki njezini dijelovi. 

Knjiga obrađuje osnovne tehnike prebrojavanja, lj. enumeralivne (ili tzv. 
klasično) kombinata kao što su rekurzivne relacije, princip uključivanjadisključi. 
vanja i MGbiusova inverzija, funkcije izvodnice, te osnovne pojmove i metode iz 
ieorije grafova kao što su stabla, bojenje grafova, Eulerove ture, planarni grafovi, 
sparivanje u grafovima, digralovi, transportne mreže itd., kao i razne logičke 
metode kao što su Dirichletov princip, Ramseyeva teorija i drugo. Ti pojmovi, 
metode i tehnike danas imaju fundamentalnu važnosi kako u sanoj matematici i 
računarskira znanostima, tako i u mnogim primjenama u fizici, kemiji, tehnici i 
drugdje. Stoga je knjiga i pisana tako da se mnoga primjerima ilustriraju primjene 
u raznim područjima. Naročita je pažnju posvećena kombinatoraim algoritmima 
(specijalno u teoriji grafova) i analizama njihove efikasnosti. 

Od predznanja potrebnih za praćenje knjige zahtijeva se uglavnom elementarna 
matematika, ali je donekle poželjao i poznavanje nekih pojmova i činjenica iz 
linearne algebre (pojam matrice, determinante, sustava linsarnih jednadžbi, pojam 
grupe, vektorskog prostora i njegove dimenzije itd.), kao i nekih pojmova matema- 
tičke analize (niz, red i njihova konvergencija, nski rezultati o polinomima, nepre- 
kidnosti funkcije, derivacije, integrala itd.). 

Kajiga se sastoji od deset poglavlja, a ovi se opet dijele na paragrafe. 

Prvo je poglavlje uvodno. Nizom primjera nastoji se čitatelja uvesti u kombi- 
natoriku i ukazati na probleme. Neki su primjeri riješeni odmah nekom ad hoc 
metodom, a neki samo komentirani i ostavljeni za kasnije razrađene tehnike. 

Drugo poglavlje predstavlja uglavnom pripremni materijal gdje su sabrani 
osnovni pojmovi iz logike i logički simboli, operacije sa skupovima i multiskupovi- 
ma, kardinalni brojevi, funkcije, polinomi, redovi potencija, pojam aigorikme i 
drugo -- činjenice koje sa višemanje pretpostavljaju, ali su ipsk uključene radi 
potpunosti. Time knjiga i za neiskusnog čitatelja postaje samodovoljna, ij. u 


ik 


logičkom pogledu se ne mora pretpostavljati nikakvo predznanje za praćenje 
osnovnog teksta. 

“Treća je poglavlje posvećeno jednoj snažnoj logičkoj metodi u kombinatorici, a 
to je Dirichletov princip i njegovo poopćenje + Ramseyeva teorija. 

Poglavlja IV— VII. uglavnom su posvećena enumerativnoj kombinatorici. 
Prebrojavanje se uglavnom obavlja na konačnim skupovima i muliskupovima. 
Osnovni pojmovi su tu pesmutacije i kombinacije skupova i multiskupova. Čitava 
koncepcija enumerativne kombinatorike obrađena u tim poglavljima bazirana je na 
ri osnovna principa, a to su princip bijekcije, princip sume i princip produkta, 
Pojam multiskupa, uveden već ranije, omogućava da se precizno mogu razlikovati 
prebrojavanja sa ponavljanjem i bez njega. Kad je god to moguće, izvedene su 
eksplicitne »zatvoreno« formule za broj slemenala (multi-) skupa, No u mnogim je 
sitaacijarma takve formule teže zapisati skspličitno, pa se za njih nalaze rekurzije ili 
funkcije izvadnice ili nešto slično. Često se u knjii daju asimptotska ponašarija 
pojedinih kombinatornih brojeva, što daje osjećaj za njihovu veličimu, a važna su za 
razne statističke analize, kao i za analize efikasnosti algoritama za velike količina 
podataka. 

Deveto se poglavlje bavi teorijom grafova. Međutim, na pojedinim mjestima u 
knjizi graf se spominje i ranije kao intuitivno blizak pojam. No namjera je da se u 
ovom, inače najopsežnijem poglavlju, teorija grafova izloži sistematski i da se 
pritom obuhvate neki osnovni problemi i tehnike grafova. Većina paragrafa 
iog poglavlja završava konkretnim primjenama i često algoritmima kojima se 
problem i rješenje mogu implementirati u kompjuter. Mjestimično su tada anali 
rane i efikasnosti tih algoritama. Ovo je poglavlje pisano i malo »oštrije« od većine 
prethodnog sadržaja. 

Doseto poglavlje je Pogovor. Tu je ukratko rečeno kuda dalje ide kombinator. 
na teorija. Naime, enumerativna kombinatorika i teorija grafova su u nekora smistu 
dvije najreprezentativnije kombinatorne problematike, ali nipošto i jedine. LJ poslje. 
dnjih nekoliko desetiječa kombinatorna teorija se vrlo intenzivno razvija, pa su te 
osim nekih enumerativnih tehnika ukratko objašnjsni pojmovi kao što su matroidi, 
blok-dizajni, konačne geometrije, hipergrafovi i drugi. 

Knjiga je pisana tako da mnoštvo konkretnih detaljno razrađenih primjera 
ilustriraju teoriju i daju bolji avid u pređeno gradivo ili pak pripremaju čitatelja na 
ono što neposredno slijedi. 

Što se pak stila izlaganja tiče, nastojali smo s jedne strane svuda inzistirati na 
matematičkoj rigoroznosti (posebno u definiranju raznih kombinatornih objekata), 
a s druge strane upravo mnogim primjerima i zadacima ideje sagledati intuitivno i 
neformalno. Čini nam se da tim stalnim izmjenama strogo-intuitivno, »kostur« 
izlaganja: definicija-teorem-dokaz, dobiva potrebnu »krv i meso«, Pritom zadaci 
također imaju bitnu ulogu. Svako poglavlje, a u 1X. svaki paragraf, završava s 
dosta zadataka za vježbu, wivršivanje oređene teorije i za njezino produbljivanje, 
Gd toga je pravila odstupljeno jedino u prva tri paragrafa iz teorije grafova, gdje su 
zadaci porazmješteni češće kroz tekst. Razlog je za io dvojak: prvo da se zadaci ne 
gomilaju previše na jednom mjestu, a drugo, dijelovi tih triju paragrafa iz poglavlja 
IX. zajedno s odabranim dijelovima poglavlja 1-- YHHI. mogu predstavljati bazu za 
uvodni semestralni kolegij iz kombinatorike, Poneki teži zadatak sadrži i upute. 
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Iako knjiga nema nikakvih pretenzija na monografiju, na mnogim mjestima u 
tekstu zainteresiranog čitatelja upućujemo na odgovarajuću literaturu. Zbog toga, 
kao i rađi potpunosti namjerno je naveden prilično opsežan popis literature za 
ovakav tip knjige. Na samom kraju knjige dan je indeks pojmova. 

Kroz čitav tekst definicije nisu posebno naznačene, nego su uključene u tekst, a 
pojam koji se definira otisnut je debelim pismom. U svakom poglavlju redom su i 
zasebno numerirani teoremi, leme, propozicije, korolari i primjeri. Kad citiramo npr. 
VI, 2, teorem 4, to znači poglavlje VI, paragraf 2, teorem 4. Upute na literaturu 
bilježimo rednim brojem u uglatoj zagradi, npr. [123]. 

Rukopis odnosno njegove pojedine dijelove čitali su i dali korisne primjedbe te 
upozorili na propuste: D, Cvetković, M. Cvitković, S. Simić, D. Svrtan, J. Šiftari D. 
Ugrin-Šparac. Pojedine su zadatke pridonijeli: M. Cvitković, D, Guštak, P. Pandžić, 
D. Svrtan i M. Uglešić. Oko algoritama autor je dobio pomoć od M, Cvitković, a oko 
literature D. Cvetković i D. Simić dali su autoru uvid u ekspertni sistem GRAPH. 

Školska knjiga, a posebno njezin urednik Z. Šporer zaslužni su za lijepu 
opremu knjige i zato da se što prije pojavi pred čitateljima. 

Dijelove teksta korektno su pretipkali R. Cvitković, M. Galeković, B. Grdović 
(ai sam autor). 

Samoupravna interesna zajednica za znanstveni rad (SIZ VI) i Odbor za 
nastavnu i izdavačku djelatnost Skupštine Sveučilišta u Zagrebu svojim su subvenci- 
jama omogučili da se snizi prodajna cijena knjige. 

Svim navedenima izražavam svoju najveću zahvalnost. 

I pored nastojanja da se u konačnoj verziji knjige uklone sve materijalne i 
druge greške, sigurno je da je izvjestan broj njih »preživio«. Svakom tko mi saopći 
neku grešku unaprijed se zahvaljujem. 


U Zagrebu, svibnja 1988. Darko Veljan 
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i. Uvod: Što je kombinatorika? 

Kombinatorika je matematička disciplina koja uglavnom proučava konačne 
skupove i struktura. Od davnina su se matematičari bavili problematikom prebroja- 
vanja elemenata konačnih skupova, koja je danas samo jedan od vidova kombina- 
torike: naime, enumerativna kombinatorika. Često se u praksi susrećemo s proble 
mirna prebrojavanja elemenata konačnog skupa koji je čitav pred nama; naprimjer 
slova i simboli na ovoj stranici ili sve stranice ove knjige ili sva drveća u nekom 
drvoredu id. U tim je slučajevima lako prebrojati sve slemente tog skupa i doći do 
prirodnog broja z (ili nule) koji označava broj elemenata tog skupa. 

Međutim, često elementi skupa čine neku pravilnu konfiguraciju ili su pak 
zadani opisno pomoću nekih svojstava, Ako nas npr. zanima samo broj elemenata 
takvih skupova, onda ne moremo selektivno brojati slemente već se možemo 
poslužiti nekim enumeralivnimi metodama. Ti skupovi i svojstva kojima su im 
elementi opisani mogu biti najraznovrsniji, od posve jednostavnih do vrlo suptilnih. 
Stoga se u kornbinatorici istražuju različite specijalne retode koje daju odgovore na 
pitanja kao što su: koliko ima objekata s danim svojstvima ili na koliko se načina 
viože dogoditi izvjestan događaj itd. 

Vjerujemo da će se čitalac ove knjige složiti s time da se svatko od nas kad-tad 
kombinatornim problemima, i s onim svakodnevnim (npr. aa koliko 
na može ispuniti sporiska prognoza ili kako autom d i 
jednog do drugog imjesta u nekom građu ako je dan sistem jednosmjernih utica itd SE 
i s »pravim« zadacima i problemima, Navodimo nekoliko tipičnih kombinatoraih 
zadataka: 

il, Na koliko se različitih načina 6 ploha kocke može obe 
(Pritom smatramo da su dva načina bojenja ista ako ih rotac 
do poklapanja). 

2. Može li se svaki od 9 telefona spojiti s točno 3 od preostalih? 

3. Koliko najviše ima registarskih tablica automobila ako na svakoj od njih pišu 
dva slova, a iza njih je broj s najviše 6 znamenaka? 

4. Na Koliko različitih načina može četvoro ljudi sjesti za. okrugli stol? 

5. Koliko ukupno utakmica odigraju momčađi nogometne lige u kojoj ima 18 
ihova, a svaki ktub odigra po dvije utakmice sa svakim od preostalih klubova? 

. Na koliko načina može petoro ijudi među sobom podijeliti 24 di 
7. Na koliko najviše dijelova 8 pravaca u ravnini dijeli tu ravninu? 
8. Koliko ima (cijelih) ) brojeva između 1 i 100 koji nisu djeljivi ni sa Ž ni sa 32 

9. Na koliko se r: ih načina može na šahovsku ploču 8x8 poslaviti osam 
topova odnosno kraljica koje sa međusobno ne napadaju? 


ako imamo 4 boje? 


ijama možemo dovesti 


Čitatelju se može učiniti da su to samo zgodne zagonetke i da služe samo za 
razonodu, Jest da je s nekim kombinatornim problemima odista i tako. I povijesno 
gledano, korabinatorika je kao znanstvena disciplina nastajala malo “pomalo, a svoje 
korijene vuče iz zabavne matematike, zagonetaka, igara, a naročito iz početaka 
teorije vjerojatnosti u 17. st. (v. M, L, Biggs, The roots of corabinatorica, Historia 
Math. 6 (1979), 109-—136 i Ku Tung-Hsin, W. D. Wallis, The development of 
tombinatorics, Maih, Soieniist 11 (1986), 33.43), Tako je kombinatorika dugo 
vremena »vagetirala« na granici između znanosti i razbibrige, Maogi problemi koji 
su se »do jučer« razmatvali prije svega samo radi zabave i svoje estetske privlačnos« 
ti, danas se ubrajaju u važne probleme teorijske i primijenjene znanosti. Danas je 
kombinatorika (kombinatorna teorija ili kombinatorna analiza, kako se ponegdje 
zove) vrlo važna grana matematike i njezina važnost i uijecaj i na matematiku i na 
ostale znanosti neprestance raste. Nesumnjivo je tome pridonio i pronalazak te 
intenzivan razvoj brzih elektronskih računala (kompjutera) i njihov cjelokupni 
utjecaj na rezvoj znanstvene misli i ljudsko društvo u cjelini. Elektronska računala 
nie rade sama od sebe; njih treba programirati. No osnovu za te programe često čine 
kombinatorni algoritmi za rješavanje problema. Postoje još i drugi razlozi za takav 
razvoj kombinatorike u posljednjih 30-40 godina. Tako se npr. spoznalo da se 
kombinatorika može primijeniti i na discipline za koje se smatralo da nemaju baš 
nekakve ozbiljne veze s matematikom, Tu ne mislimo na fiziku, astronomiju, 
tehniku i statistiku (discipline u kojima se matematika primjenjuje tradicionalno); 
mislimo ovdje i na biologiju, kemiju, elektroniku, medicinu, lingvistiku, sociologiju, 
antropologiju, skonomske znanosti te na neke društvene znanosti. Zanimanje za 
kombinatoriku i njezins primjene i dalje neprestano raste, To se može potkrljepiti i 
činjenicora da je osira tradicionajnih časopisa »Journal of Combinatorial Theory A, 
B« (B se bavi uglavnom teorijom grafova i matroida), »Discrete Mathematicst, 
»Math, Prograrming«, »išiserete Applied Math.«, »SlAM šonrnal of Optimizati- 
on&« i drugi — u kojima se uglavnom tretira kombinatorika, osnovano posljednjih 
godina i još nekoliko movih časopisa koji se bave isključivo tm matematičkim 
područjem: »Combinatorica«, »Ars Combinatoria«, »Europsan Jourmal of Combi- 
natoricse, »šonrnal of Graph Theory, »Algoritimica«, »Graphs and Combinato- 
tics«, »lournal of Algoxithms«, »Complexity Thsory«, zatim serija monografija 
»Algorithms and Combinatorics« (Springer Verlag) itd. Isto ss to može potkrijepiti i 
velikom publicistikom kujiga iz kombinatorike i njenih primjena u zadnje doba (vidi 
popis literature). 


Riječ kombinaterika dolazi od riješi kombinacija, a ova od lat. riječi 
sombinazsr«slagati. Ljudi sredajia matematičkim obrazovanjem obično pod 
rječju »kombinatorika« razumijevaja »permutacije, korabinacije i varijacije«. Pod 
permutacijom (od lat, permutare =promijeniti), obično razumijevaju neke vrate 
premještanja, odnoseo promjena slijeda određenog broja stvari, pod kombinacijom 
svaku moguću skupinu određenog broja neke množine slemenata, a pod vatijacijom 
(od lat. variatio==različitost) promjesu, mijenjanje, preinaku. Mo to je samo 
djelomično točno. 


Kombinatorika se pretežno bavi razmještanjima objekata zadanog konačnog 
skupa u izvjesne konfiguracije (sheme). Najčešće tu imamo dva tipa problema; 
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1) Egzistencija razmještaja. Želimo li razmjestiti objekte nekog skupa na način 
propisan nekim uvjetima, prvo što se pitamo jest da li uopće postoji ikoji takav 
razmještaj. Ako razmještaj nije uvijek moguć, pitamo se dalje, koji su nužni i 
dovoljni uvjeti za postojanje razmještaja danog tipa. 
2) Prebrojavanje i klasifikacija razmještaja. Ako je određeni razmještaj moguć, 
pitanje je na koliko se načina on može postići ili kako te razmještaje klasificirati u 
određene tipove. . š 

Stoga upravo i najčešća pitanja u kombinatorici počinju ovako: »Da li je 
moguće razmjestiti...2« ili »Na koliko (najviše, najmanje ili točno) načina.  ,?« itd.. 

Treći tip kombinatornih problema koji se pojavljuju, a u vezi su s problemima 
tipa 1), jest: 
3) Proučavanje poznatih razmještaja, Nakon što je dokazana egzistencija i izvedena 
konstrukcija razmještaja koji zadovoljava određene uvjete, može se pristupiti 
proučavanju njegovih zakonitosti i strukture, Proučavanje tih struktura može imati 
primjene u problemima klasifikacije 2) kao i u mogućim primjenama. 

Sažeto, možemo reći da kombinatorika proučava diskretne strukture i relacije, 

U rješavanju kombinatornih problema često se mora iznaći neka ad hoc 
metoda ili dosjetka za rješavanje, pa onda rezultat koji smo dobili (a koji ovisi o 
prirodnom broju n) valja provjeriti matematičkom indukcijom ili na neki drugi 
način. To ni u kom slučaju ne znači da u kombinatorici nema nekih općih principa i 
metoda kojima se možemo služiti u rješavanju kombinatornih problema. Bijektivna 
korespondencija, princip uključivanja — isključivanja, Dirichletov princip, funkcije 
izvodnice, sekurzivne relacije, principi prebrojavanja na grafovima itd., samo su 
neke metode koje ćemo kasnije sustavno upoznati. 

Ono što ipak želimo istači jest to da je prilikom rješavanja »elementarnih« 
kombinatornih problema potrebna izvjesna dovitljivost, oštroumnost i dosjetljivost. 

Da bismo ilustrirali dosada rečeno, navest čemo malo složenije kombinatorne 
probleme i primjere, načine njihovih rješavanja ili ćemo samo komentirati rješenja. 


CTI 


8x8 šahovska ploča domjno 
SLI 
Primjer 1 (popločavanje šahovske pioče). Šahovsku ploču 8 x 8 kvadratića treba 


»popiočati« pločicama tipa »domino« tj. pravokutnicima od kojih se svaki sastoji 
od 2 kvadratića sastavljenih duž zajedničke stranice (v. sl. 1). 


Pitanje je da li je moguće takvo popločenje s 32 domina, tako da se domina ne 
preklapaju? 

Ovo je jedan lagani problem razmještanja i svatko može odmah konstruirati 
nekoliko različitih popločavanja. Mnogo je teži problem izračunati broj različitih 
popločavanja. Taj je broj nađen tek 1961. god. i iznosi 12988816 (=2*901?). Ako 
umjesto šahovske ploče 8 x 8 razmatramo ploču mx n, onda takvo popločenje sa 
dominima ne mora biti moguće izvesti. Tako se npr, 3 x 3 ploča ne može popločiti 
dominima. Lako se vidi da se ploča mxn može popločiti sa dominima na gornji 
način ako i samo ako je bar jedan od brojeva m ili # paran. Problem nalaženja broja 
različitih popločenja u tom slučaju je ekvivalentan problemu dimera, a nastao je u 
vezi s proučavanjima apsorpcije dvoatomniht molekula (dimera) u molekularnoj 
fizici. 

Zamislimo sada da smo od šahovske ploče 8x8 »otpilili« (odstranili) dva 
dijametralno suprotna kvadratića. Da li je sada moguće poplošiti ovu krnju 
šahovsku ploču? Pokazat ćemo da je to nemoguće. Dokaz je jednostavan i tipičan je 
primjer jedne ad hoc, ali lukave dosjetke u kombinatorici. Obična šahovska ploča 
8x8 ima 64 kvadratića tako da boje tih kvadratića (»polja<) alterniraju kad se ide 
od kvadratića do kvadratića preko zajedničkih stranica: bijeli — crni— bijeli — crni 
itd.: 32 bijela i 32 crna polja. 

Međutim, kad odstranimo dva dijagonalno suprotna polja, odstranili smo dva 
polja iste boje, npr. bijela, pa preostaje 30 bijelih i 32 crna polja. No svaki domino 
pokriva jedno bijelo i jedno crno polje, pa 31 domino pokriva 31 crno i 31 bijelo 
polje, te nikako ne može pokriti 30 bijelih i 32 crna polja. Ovdje se odmah nameće 
pitanje o generalizaciji. Neka je dana m x n šahovska ploča čija su polja naizmjence 
bijela i crna. Odstranimo proizvoljno nekoliko polja. Preostaje »krnja« ploča. Uz 
koje uvjete se »krnja« ploča može popločiti dominima? Odmah vidimo, kao gore, 
da je nužan uvjet za to da krnja ploča ima jednak broj bijelih i crnih polja. 
Međutim, to nije i dovoljan uvjet jer postoje jednostavni protuprimjeri (nađite ih 
sami). Nužan i dovoljan uvjet za mogućnost popločenja krnje šahovske ploče 
dominima naći ćemo u IX. poglavlju, koristeći se teorijom sistema“ različitih 
predstavnika. Tamo ćemo vidjeti još neke ekvivalentne formulacije tog problema, 


Primjer 2 (broj vlasi na glavi). Poznato je da čovjek ima najviše 300000 vlasi na 
glavi. U Hrvatskoj ima 4600000 stanovnika . Da li u Hrvatskoj postoje ljudi s »na 
dlaku« istim brojem vlasi na glavi? Možemo li sigurno tvrditi da postoji stanovit 
(maksimalan) broj ljudi u Hrvatskoj s »na dlaku« istim brojem vlasi na glavi? 
Koliki je taj broj? 

Ovo je tipičan primjer gdje se koristimo Dirichletovim principom ili »princi- 
pom kutija« (IH. poglavlje). Taj vrlo jednostavan i djelotvoran kombinatorni 
princip daje odmah i odgovore na gornja pitanja. Na posljednje pitanje odgovor je 
16, jer kad bi bilo samo 15 ljudi s jednakim brojem vlasi, bilo bi u Hrvatskoj najviše 
300001 -15=4 500 015 stanovnika. 


Primjer 3 (broj izomera). Taj je problem proučavao engleski matematičar 
Arthur Cayley (1821-1895), a riječ je o određivanju broja različitih izomera 
zasićenih ugljikovodika C,H2n+z za sve prirodne brojeve #. Naprimjer CaHyg može 
biti butan ili izobutan, čije strukturne formule izgledaju ovako: 
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f grafički svodi na to da se pojedini atomi predstave točkama 
thovima), a ve; neđu njih dužinama (bridovima); time ss dobiva graf, U tom 
u svaka dužina povezuje dvije točke, a svaka točka je sjecište ili jedne iri 
ne, a budući da nema zatvorenih ciklusa sastavljenih od tih točaka i du: 
grai se još zove i drvo ili stašlo: 


1 OTE 
Sa A 


Taj primjer ifustrire » izv, metodu 
bijektivne kores Mat > se jedan problem 
prebrojavanja drugim, lakšim, s time da traženih objekata u prvom problemu ima 
točno toliko koliko i u drugora, ti, postoji bijekcija među objektima prvog tipa s 
objektima drugog tipa, U spomenutom primjeru, postoji toliko izomera od C,H2,«2 
koliko i stabala u čijih se n vrhova sastaju četiri dužine, a preostalih 2142 vrhova 
su krajevi od jedne dužine. Broj takvih stabala nije sasvim lako naći, ali je to samo 

vvi korak ka nalaženju traženog broja izomera. Za potpuno rješenje tog problema 

se upoznati s nekim metodama gt koje je sazvio G. Polya (v. 
Hi. pogl. £ 4). U IX. poglavlju govori se o tsoslji gralova. Odgovor na problem 
izomera za n=8 je 18, za n==12 odgovor je 355, a za n==40 odgovor je približno 
6,25:101%. 


Yrimjer 4 (izbori). Na izbornoj listi nekog društva predloženo je 12 ljudi od 
kojih ireba izabrati predsjednika, potpredsjednika, tajnika i blagojnika. Ista osoba 
može vršiti i više od jedne dužnosti. Na koliko (različitih) načina se može izvršiti taj 
izbori 

Pridružimo svakoj od osoba na izbornoj listi, brojeve od | do 12 redom. 
Svakom izboru predsjednika, potpredsjednika, tajnika i blagajnika odgovara uređe- 
ni slog od četiri broja od | da 12, s tim da se ti brojevi raogu ponavljati, upr. 
6,10,11,10. Dakle, na prvora mjestu može se pojaviti svaki od brojeva od | do 12, 
isto tako na drugom raje: u (neovisno o ostalim mjestima), pa isto tako na trećem i 
če Stoga je traženi broj jednak broju svih uređenih četvorki brojeva 
od kojih je svaki između bi 12; te su četvorke LALA; LEA NL. 
12,12,12,.M; 12,12,12,12, Očito tih četvorki ima 12-12-12-12==20 736. To je tipična 
srednjoškolski zadatak iz kombinatorika, a rješenje se implicitao osniva na principi. 
ma bijaktivne korespondencije i principu produkta (IV. poglavlje). 


ta 


Primjer 5 (marks na paketu). Za izvjesan pa 
zalijepiti maraka u vrijednosti od n==25 din. No, 
raspolaganju su marke sa vrijednostima od 4, 617 dia. Na koliko različitih načina u 
nizu se mogu marke m iti na paket, ako različite poretke (sarije) maraka 
smatramo različitim načinima lijepljenja maraka? 


stnu pošiliku, potrebno je 
line marke koje su nam na 


Ža neN, označimo sa f(n) broj (različitih) načina ljepljenja maraka od 4, 61 7 
din., tako da im ukupna vrijednosi, tj. zbroj iznosi » din. Tvrdimo da vrijedi 


Flaj=fta Sajt 


Fin). 6) 
Zaista, zamislimo da smo već na neki način zalijepili marke čija je sura ni neka je 
posljednja marka vrijednosti 7 din. Tađa sve ostale marke stoje ukupno #7 din. £ 
obratno, ako na bilo koju kombinaciju maraka čija je ukupna vrijednosi #7 din, 
dolijepimo još na kraju marku od 7 din. dobivamo seriju čija je vrijednost n din. 
Pritom različitim serijama čija je vrijednost a7 din. odgovaraju dolijepljivanjem 
marke od 7 din, različite serije čija je suma u din, (bijektivna korespondencija), 
Prema tome, broj različitih serija maraka kod kojih je posljednja u nizu maraka od 
7 dima ukupna vrijednost 5 din. jest f(n— 7). Na isti se način dokaže da je broj 
različitih serija čija je ukupna vrijednost # din., i koje završavaju markom od 6 din., 
jednaka f(n--6), a broj onih koje završavaju markom od 4 din. f(n--4), Odavde je 
jasno (princip sume, 1V,1) da vrijedi (+). Relacija (+) omogućuje da iz poznavanja 
broja serija maraka čija je ukupna vrijednost manja od # nađemo broj gerija čija je 
ukupna vrijednost u. Relacija tipa (=) zove se rekurzivna relacija. Problemima tog 
tipa posvećeno je VII. poglavlje. no spomenuti problem za u==25 ovdje možemo 
potpuno riješiti, jer za male vrijednosti od a, f(n) možemo odrediti direktnim 
prebrojavanjem. imamo: /(O0)=1, Nl)=/(2)=/(3)=0, /(4)=1, /(5)=0, f(6)=1, 
HT=1 (81, 109)=0. F(0)=1 znači da sumu $ din. možemo uplatiti na jedan 
jedini način, nairge da ne lijepimo ni jednu marku. Suma 1,2,3,5,9 ne možemo očito 
uopće isplatiti sa markama ad 4, 6 i 7 din. Sada, koristeći ze vrijednostima od f(n) 
za #==8,1,2,3,4,3,6,1,8,9, izračunajmo /(10). iz (s) izlazi 
KO ENIO IO ENIO EJENENESA 

Dalje dobivarao f(11)=/(7) +03) +/(4)=2. FOX) FS) + GHB) 14 aBe2, 
pa dalje slično, /(13)==2, f[(14)=4, itd. [(25)==28, 

Dakle traženi broj zazličitik načina ljepljenja maraka od 4, 6 i 7 din., čija je 
ukupna vrijednost 25 din., iznosi 28. Npr. neki od tih načina su 7,7,7,4; 7,4,7,7; 
6,4,7,4,8 itd, (Ispišite sve te načine.) 


Primjer $ (kčnigsbesški mostovi). Stari pruski grad Kšnigsberg (sadašnji KKa- 
linjingrad u $8SR-u) smješten je na obalama rijske Pregel. Dio grada smješten je na 
dva otoka, koji su bili povezani s kopnom i međusobno sa sedam raostova, kako je 
prikazano na slici 4, 

Građani K6nigsberga voljeli su nedjeljnje šetnje ili, kako su običavali reći, »Spazien 
gangen« po građu preko mostova, Neke je građane navodno ljutilo to što nisu 
inogli iznaći način kako da prošetaju gradom iako da prijeđu svaki most samo 
jednom, pa su na problem Spazičrgangena upozorili čuvenog švicarskog matemnati« 
čara Leonharda Eulera (1707-1783), koji je dugo djelovao u Petrogradu. Euler je 
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taj problem dosta brzo i riješio 1736. god., pokazavši da je takva šetnja gradom 
nemoguća. Tim rješenjem on je i udario temelje teoriji grafova, jednoj od najvažnijih 


grana kombinatorike (1X, poglavlje), 


Evo kako se možemo uvjeriti u nemogućnost »Spazierganga« kakvog su htjeli 
stanovnici Kčnigsberga. Pretpostavimo da je takva šetnja moguća. Tada ona 
završava na kopnu, eventualno i na istoj komponenti kopna (A, 3B, € ili D) na kojoj 
je i započela. Prvo primijetimo da svaka komponenta kopna koja nije početak niti 
kraj šetnje mora biti povezana s drugim komponentama kopna s ukupno parnim 
brojem mostova. To je zato jer svakom mostu kojim prilikom šetnje uđemo na tu 
komponentu mora odgovarati točno jedan most po kojem ćemo napustiti tu 
komponentu prilikom šetnje. Dakle, svakom »ulazećem« mostu mora odgovarati 
točno jedan »izlazeći« most. Dakle, svaka komponenta ima jednak broj ulazećih i 
izlazećih mostova, pa je ukupan broj mostova (ulazećih i izlazećih) paran broj. 
Stoga svaka komponenta koja je povezana s drugim komponentama neparnim 
brojem mostova mora biti ili početak ili kraj šetnje. No u slučaju Kčnigsberga 
svaka komponenta A, B, C, D ima neparan broj mostova koji vode iz nje (ili u nju), 
a kako najviše dvije komponente mogu biti početak odnosno kraj šetnje, zaključuje- 
mo da je takva šetnja nemoguća, 

Aka te komponente A, B, C, D »stisnemo« u točke ili vrhove, pa te točke 
spojimo bridovima, linijama ili spojnicama (koje predstavljaju, mostove), dobivamo 
pojednostavljenu shemu vrhova i njihovih spojnica u ravnini, tj. graf, 


A 


SL3, 


Problem Kenigsberških mostova ekvivalentan je problemu da se ovaj graf obiđe 
čitav tako da startamo iz jednog vrha i svaku liniju prijeđemo točno jednom. 
Potpuno drukčija situacija je u Parizu, koji leži na dva otoka na Seini i među njima 
je 15 mostova koji ih spajaju, kao što je prikazano na slici 6. Dvije komponente 
povezane su s parnim brojem mostova (dva otoka B, €) a dvije komponente (obale 
A, D) s neparnim brojem mostova. To znači da bi mogla postojati šetnja koju 
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počinjemo na jednoj obali, prijeđemo svaki most jednom i završimo na drugoj 
obali, Probajte sami konstruirati takvu šetnju. 


Primjer 7 (magični kvadrati). To je jedan od najpopularnijih i najstarijih 
problema rekreativne matematike i zabave. Magični kvadrat reda n je kvadraina 
tablica (ili matrica) tipa nxn u koju su upisani brojevi 1,2,3,...,1?, tako da su 
sume brojeva u svim recima, stupcima i dvjema dijagonalama međusobno jednake. 
Ta se zajedničku vrijednost s, zove magična suma magičnog kvadrata reda n. Za 

4=3,4i 5 primjeri magičnih kvadrata su: 


Magične sume su tu redom: 15,34,65. U srednjem se vijeku vjerovalo u mističnu 

moć magičnih kvadrata i oni su nošeni u nekim ritualima kao zaštita od đavla. 
Očito je da je suma svih brojeva u magičnom kvadratu reda m jednaka 

nžač+1) 


1+2+3+...+1= (što izlazi odmah matematičkom indukcijom, v. II. 3). 


Kako magični kvadrat reda "u ima n redaka, a suma u svakom retku je s,, proizlazi 
1 (12+1 : sik : KE S 
da je nae. Stoga; svi magični kvadrati reda u imaju istu magičnu sumu i 
ona je jednaka s,=n(n?+1)/2. 
S time je u vezi sljedeći kombinatorni problem: odrediti za koje n postoji 
magični kvadrat reda n te naći opću metodu (algoritam) njihove konstrukcije. 
Odmah se vidi da ne postoji magični kvadrat reda 2 (magična bi suma trebala biti 
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3). No magični kvadrati reda a mogu se konstruirati za sve ostale vrijednosti od a. 
Objasnit čemo ovdje kako se konstruiraju magični kvadrati neparnog reda. Provest 
čemo konstrukciju za 15, a sasvim analogno se radi za ostale neparne brojeve 
(najbolje je zu io uzeti papir s kvadratićima). Nad svakom stranicom kvadrata 5x 5 
konstruiramo »piramidu« kao na slici 8). Suda, startajući od ) lijeve paralele 
dijagonalno prema gore upisujemo redom brojeve 1,2.3,4,5 nastavljarno u sljedeću 
paralelu (6,7,8,9,10), pa u sljedeću (11,12,13,14,15) ltd., dok ne iscrpemo sve brojeve 
524.425. (SI. 84)). Sadu se prazna mjesta u kvadratu popune jednostavno tako da se 
»piramiđe« translatiraju za 5 jedinica gore, dole, lijevo, odnosno desno. tako da 
upadnu u kvadrat Bb) (usp. Il. pogl., zad. 39), Kako se konstruiraju magični 
kvadrati parnih redova većih od 2, čitalac može naći u knjizi [183] ili [53]. 


Pomjer 8 (problem 36 oficira | latinski kvadrati), [z svake od 6 vojnih jedinica 
poslano je na smotru 6 oficira, | to po jedan svakog od 6 činova: potporučnik, 
poručnik, kapetan, major, potpukovaik i pukovnik, Može li se tih 36 oficira svrstati 
u formaciju 6x6 tako da u svakom retku i svakom stupcu bude po jedan oficir 
ikog čina i po jedan oficjt iz svake jedinice? Taj problem potječe iz 1772. g. od 1. 
nera. Premda na prvi pogled spada u zabavnu matematiku, ovaj problera ima 
važne reperkusije u konačnim geometrijama, statistici, kombinatornim dizajnima i 
drugdje. Svakom oficiru možemo pridružiti uređen par brojeva (ij), gdje su 
ije(1,2,3,4,5,6), pri čemu prva komponenta i kaže kojeg je čina taj oficir, a druga 
komponenta j iz koje je jedinice, Stoga je taj problem ekvivalentan problemu da se 
36 uređenih parova (ij) (i=1,2,...,6; jes1,2,...,6) svrsta m kvadratnu tablicu ili 
imatrivu 6 x 6, tako da se u svakom retku i svakom stupcu pojave svi brojevi od 1 do 
6 u prvim komponentarna i isto tako svi brojevi od | do 6 u drugim komponenta- 
ima. Takva se matrica može razbiti u dvije 6 x 6 matrice: jednu koja je sastavljena iz 
prvih komponenti matrice po činovima i drugu koja jo sastavljena iz drugih 
koviponenti (matrica po jedinicama). Sparivanjem tih dviju matrica (član po član), 
trebalo bi dobiti goraju matricu parova. Točnije, ako je na mjestu (k, 1) (k-ti redak, 
iti stupac) prve m 2 broj i u oma mjestu (k.h) druge matrice broj j, tada 
je na (kitom mjesta rezultantne matrice sparivanja uređen par (ij), za 
ibj,k,le(1,2,3,4,5,6). Da budemo sasvim konkretni, pretpostavimo da je u pitanju 
9 oficira triju činova i iz 3 različite jedinice, Tada je rješenje ovog »problema 3 
oficira«: 


Lie [a0 09 9 
342 (3,2) (18) GR) (a) 
231 (23) GD (2) 
mašrica pao : ragicica sparivanja 

činovima jedinicama 


Metrica po činovim po jedinicama primjeri su takozvanih latinskih 
kvadrata reda 3. Primjeri latinskih kvadrata reda 2 i 4 su redom 


[1234 
: 2; odana 
414; 3412 
2341). 


Latinski kvadrati reda 3 u (x) zovu se ortogonslni, jer u matrici sparivanja 
dobivamo svih 9 mogućih uređenih parova (1,j), i, ,2,3. Stoga se Eulerov 
problem 36 oficira može preformulirati ovako: Postoje li dva ortogonalna latinska 
kvadrata reda 6? Već je sam Ruler razmatrao opći problem egzistencije dvaju 
ortegonalnih latinskih kve za reda: n s8 vidi da ne postoji par ortogonalnih 
latinskih kvadrata redu 2, j eg još preostali latinski kvadrat ređa 2 je 


& ta dva nisu ortogonalna. Buler je našao opću konstrukciju parova latinskih 
kvadrata reda n za sve neparna a kao i za x oblika 4k. Nakon mnogih pokušaja, 
Enjer je naslutio da ne postoji par ortogonalnih latinskih kvadrata reda 6, kao i da 
ne postoje parovi oriogonalsih latinskih kvadrata reda m=4k4-2, keN tj, za 
2=6,10,14,18,.,.. Za g==6 Bulerova slutnja se pokazala točnom. Prvi dokaz za to 
je dao G. Tarsy 1901. g. No tek 1960. g. Eulerova slutnja za n>=6 je oborena u radu 
triju matematičara-statističara: R. C. Bosea, E. T. Parkera, S. 5. Shrikhandea (v. 
Canadian Journal Matu., 12 (1960), 189 .. 203). 

Oni su pokazali da za svako n oblika n==4k4+2, k 3,4... postoje parovi 
ortogonainih latinskih kvadrata reda g te su dali algoritam za njihovu konstrukciju. 
Oni upozoravaju na njihova vezu s konačnim aritmutikama, kao i na njihovu 
primjenu u korabilantorašms dizajnima, Navedimo ovdje samo primjer dvaju ortogo- 
nalnih latinskih kvadrata reda 10. Pritom pišemo »G« umjesto »1D«: 


1234567890] 1234561890 
2245671089 3446712908 


3456712908 556712340824 
4581389035172 9982176345 | 
1572890374861 9817650234 


i0 


eee 


6189024357 8765409123 
7890135246 6543098712 
8907246135 4320985671 
9061358724 2109843567 
0572489613, 7098321456 


Dalje rezultate, činjenice i primjere latinskih kvadrata čitalac može naći u [64], a neke 
parcijalne rezultate u VI., VIII, IX., i X. poglavlju. 


Primjer 9 (problem četiri boje). Zamislimo u ravnini ili na sferi zemljopisnu 
kartu na kojoj su uertane države (svaka država se sastoji od samo jedne regije na 
karti, a ne od više nepovezanih područja). Da bismo brzo razlikovali države, želimo 
ih obojiti i to tako da države sa zajedničkom granicom obojimo raznim bojama. Na- 
primjer, na slici 9 smo označili različitim slovima različite boje. 


Gi 


SI. 9. 


Problem četiri boje sastoji se u tome da se nađe najmanji broj boja koji će 
garantirati da se svaka takva »zemljopisna karta« može obojiti na tako propisan 
način. Sve donedavno to je bio jedan od najslavnijih neriješenih problema u 
matematici. Uz poznate klasične probleme kvadrature kruga i trisekcije kuta, taj je 
problem vrlo često bio »rješavan« od strane laika-nematematičara. Razloge tome 
treba tražiti vjerojatno u činjenici da se problem može vrlo jednostavno formulirati, 
pa je samim time pobudio pažnju među mnogim laicima i matematičarima- 
amaterima. Taj je problem postavio još kao postdiplomski student Francis Guthrie 
oko 1850. god., a pokušali ga riješiti već u ono doba poznati matematičari kao A. 
Cayley, W. R. Hamilton, pa kasnije A. B. Kempe, P. J. Heawood i drugi, razvivši 
tim pokušajima nove i značajne metode u teoriji grafova. O tome će biti više govora 
ulX. poglavlju. Odmah se uočilo da neke »zemljopisne karte« zahtijevaju 4 boje, 
naprimjer karta na slici 10. Oko 1890. Heawood je dokazao da je svaku kartu 
moguće obojiti s 5 boja. I tako, više od 120 godina problem 4 boje je ostao 
neriješen, sve dok nije u ljeto 1976. g. došla vijest s University of Illinois da su K. 
Appel i W, Haken uspjeli dokazati da je svaku kartu u ravnini moguće obojiti s 4 


Hu 


boje. U svom dokazu oni su se intenzivno koristili kompjuterom, i to tako da su 
probiem sveli na to da se ispita 1955 tipova grafova (tj. karata) i mogućnost njihova 
bojenja s 4 boje. Nakon ogromnog posla svođenja problema na te tipove i 
konstrukcije jednog vrlo ekonomičnog programa, kompjuteru je za lo trebalo 
gotovo dva mjeseca neprekidnog i efektivnog rada (ili blizu 10 miljardi zasebnih 
logičkih operacija). Zainteresiranog čitaoca upućujemo na originalan članak u 
Uinois Journal Math. 21 (1977), 429 — 567. iti na [14]. [21]. [201]. 


BD, 


S1. 10. 


Primjer 10 (malo o vjerojatnosti). Već smo spomenuli da se kombinatorika 
počela intenzivnije razvijati u 17, i 18. stoljeću pojavom i potrebama za računanjima 
vjerojatnosti. Tu treba u prvom redu spomenuti francuske malematičare Blaise 
Pascal (1623— 1662) i Pičrre de Fermat (1601 — 1665) (inače pravnik po struci). No 
prvi jasan pojam vjerojatnosti dao je Pičrre Simon de Laplace (1749 — 1827). Prema 
Laplaceu, ako imamo ukupno m objekata u nekom skupu i ako odaberemo neki 
njegov podskup od p »povoljnih« objekata, onda je vjerojatnost da nasumce 


izabran objekt iz čitavog skupa bude »povoljan« jednaka E, Kratko rečeno, 
m 


broj povoljnih objekata 


vjerojatnost =-———- —————————. 
kike broj svih mogućih objekata 


Naprimjer, ako među prirodnim brojevima od I do 100 odaberemo nasumce neki 
broj, onda je vjerojatnost da je taj broj paran jednaka 
broj parnih brojeva od 1 do 100. S0_1 
broj svih prirodnih brojeva od i do 100. 100 2 


Klasičan problem iz igranja na sreću bacanjem igraćih kocaka potječe od 
Chevaliera de Mčrča (17. st.), a glasi ovako. Što je vjerojatnije: da se u četiri bacanja 
jedne kocke bar jednom pojavi šestica ili da se u 24 bacanja dviju kocaka bar 
jednom pojave dvije šestice? 
Označimo s 
A = događaj da se u četiri bacanja jedne kocke pojavila bar jedna šestica 
B = događaj da se u 24 bacanja dviju kocaka bar u jednom bacanju pojave 
istovremeno dvije šestice. 
Suprotan događaj od A, u oznaci “A, znači da se ni u jednom od 4 bacanja 
jedne kocke ne pojavi šestica, pa je 


vjer (Z)=vjer (A1): vjer(A») vjer (A3) -vjer (A4), 


i2 


gdje je Ar 


logađaj da se u i-lom bacanja ne pojavi šestica, i 


143,6, a događaji 
5 s 
Je=l-). Slično je 


A, su međusobno nezavisni, Očito je vjer(Aj=., Da je vier(A 


g) a : 
zz)o o Stoga je 
S Žž 
il) m=051, 
& 


36 
' = (g) » 
vjer(Bj)e1—vjer(B)=1—(-7>) 220,49. 
ć 36, 
Prema tome, događaj A je vjerojatniji od događaja 8. 

Rješenje sljedećeg problema spada u teoriju brojeva, a sam problem je samo 
reformulacija na jeziku teorije vjerojatnosti jednog od dosada neriješenih problema 
inatematike starog više od 300 godina koji potječe od P. Fermata. 

Taj problem glasi ovako: 

U svakoj od dviju danih žaraž s M kuglica neke su kuglice bijele a neke orae. iz 
njih se m puta izvlači jedna kuglica (neovisno) koja se ponovo vreća natrag. 
Pretpostavimo da je vjerojatnost da su iz prve žare izvučene samo bijele kuglice 
jednaka vjerojatnosti da su iz druge Žare izvučene ili samo bijele ili samo crne 
kuglice. Treba odrediti n i sadržaje obiju žara. 

Označimo sa z broj bijelih kuglica u prvoj žari, sa x broj bijelih, a sa y broj 
crnih kuglica u drugoj žari. Tada je x+ M. Vjerojatnost da smo u x (nezavisnih) 

z\a 


vjer(A)=1- vjer(/) 


izvlačenja izvukli iz prve Zare samo bijelo kuglice jednaka je . Vjerojatnost da 


Sid 
Smo u a (nezavisnih) izvlačenja iz druge žare izvukli samo bijele kuglice jednaka je 
Pe\a 
[< 2 , a vjere 
\M) 
nalaženje brojeva n, x, y, zeN, takvih da je 


Ako je 1==2, onda su x,y, 7 izv. Pitagorine irojke brojeva (npr. x==3, ye=4, z=5). 
Danas se zna da za 3<n< 100000 ne postoji netrivijalna trojka cijelih brojeva x, y, z 

jeo “ali je općenito do danas taj »Veliki Fermatov izorema ostao 
seriješen. O historiji teorije vjerojatnosti vidi [63]. Među najboljim svjetskim 
udžbenicirna iz teorije vjerojatnosti seaatraju se [73], [124], [214]. Tipični elementarni 
udžbenik je [207]. O vjerojatnosnira metodama u kombinatorici vidi [69]. Među 
našim udžbenicima iz teorije vjerojatnosti, zainteresiranog čitatelja upućujemo na 
(206). 


* Žara je kutija iz koje sa izvlaće lanjski brojevi Hi u koju ss kod glasanja ubacuju kuglice ili 
glasački listići. 


i3 


Zadad, 


i. Dokažite da se »šahovska ploča« m x 1 može popločiti dominima 2x 1 ako i sumo ako je bar jedan od 
brojeva m i n paran. 


2, Neka su oba sti s neparni brojevi. Naka je danji lijevi kvadratić všuhovske im x ploče« bijel, Ako 
izbacimo bilo koji bijeli kvađratič, dokažite da se ovako kraja ploča može popločiti dominima. 


3. Označimo sa P() broj različitih popločavanja »šahavske pločen 2x u s dosainima, Izračunajte (1), 
PR). P(3), P(2), (5). Pokušajte naći jednostavnu relzeiju koju zađevaljavaji Piti), P(n-—- 1. P(s-2) 
Pomoću toga izračunajte #(12). 


4. Nađite broj različtih poplošavanja s dominima »šakovske ploče« 3x4, 


5. Zamislimo da se neki žatvor sastoji od 64 ćelije čiji tlocrt izgleda kao šahovska ploča 8 x 8. Između 
svake dvije susjedne čalije postaja vrata, Zatvoreniku u donjoj lijevoj ćeliji js rečeno da za sebe može 
izboriti slobodu ako uspije doći do sesne gornje ćelije, tako da svaku od 64 ćelije obiđe samo jednom, 
Može li taj zatvorenik za sebs izboriti slobodu? 


$. Topovi ili kule) u šahu napadaju se ako su u istom retku ili istom stupeu na šahovskoj ploći. 
Dokažite da se 8 topova moža postaviti na šahovsku pločn da se ns napadaju. 


7. Lovci (ili lauferij u šahu napadaju se ako su na istoj dijegonati. Dokažite da se na običnu šahovsku 
ploču može posiaviti najviše 14 lovaca koji se međusobo ne napadaju, Dokažite du je imalogan broj za 
ploču a xn jednak 2u—2. 


B. Dokažite dn se na šahovsku ploča moše postaviti B dama, 2 topova, 14 lovca 
istovrsne figure međusobna ne napadaju. 


+ da sa 


2. Šahovska ploču $ x 6 popločena je s 18 domina, Dokažite da postoji vodoravni ili okomiti pravac koji 
ne siječo ni jednu dominu, n dijeli šukovsku ploču na dvije neprazno manje ploče, 

10. Koliko iraa različitih izomera oktana Cešlys? 

#1. U nekom društvu z se ljudi rakovalo s neparnim brojem ostalih. Dokažite da je u paran. 


12. Neka je a potpuni kvadrat. Tada n ima neparan broj djelitelja (uključujući 1 i 1). Ako an nija poipun 
kvadrat, onda ima paran broj djelitelja, 


13. Situaciju moslova u Parizu (v, primjer 6) možemo shematski prikaznti grafom prema slici 6, gdje 
vehovi predstavljaju komponente kopna, a bridovi koji ih spajuju odgovarajuće mostove. Nadite 
Enlerovu šetnju na tom grafu, 1j. šetnju koja počinje a nekom vrhu i po bridovima obiđe čitavu figuru 
tako da svaki brid obiđe točno jednom. Dokažite da na iom grafu Eulerova šetnja ne može početi i 
završiti u istoj točki, tj. me postoji zaivorena Hulerova staza na tor gratu, 


i4. Konstruirajte magične kvadrate seda a) 7, b) 9, o) 6. 


35. Dokažite da magični kvadrat reda 3 mora imati na srednjoj poziciji broj 5. Dokažite odavde đa 
postoji ločao & različitih magičnih kvadrata reda 3. 


16. Dokažite da ako u raagićnom kvadratu reda u svaki broj s 
opat saugični kvadra: reda a. 


ijenimo brojera #241 <a, dobivarao 


27. Kanstrujrajto latinske kvadrata reda aj 5, b) 5. 


38. Nuđite opću mačtodu konstrukcije latinskih kvadrata reda u, 


39. Konstralrajte par ortogonalnit latinskih kvadrata re: 


20, Neka je nei 4s(a,), Đe(2,) par orogonafaih lmiinskih kvadrata reda n, Stavimo va svaka 
bjeh 2.01) mupoalag 1) 4 bu. Dokažite da je M2» (mag) magični kvadent reda m, 
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21. Jedan od 6 studenata A, B, €, D, £, F ukrao je knjigu iz knjižnice. Svaki od njih je pitan koga je od 
preostalih studenata vidio u knjižnici i svi su rekli istinu osim lopova. (Moguće je da je neki od stuđenata 
vidio nekog drugog, ali da sam nije primijećen od tog drugog studenta, ali mi pretpostavljamo da ako su 
se dvojica nušla u knjižnici u isto vrijeme, onđa je jedan drugog vidio). A je rekao da jevidio Bi £, B da 
je vidio A HF, C da je vidio Di F, D da je vidio A i F, Eda je vidio Ai D, FP da je viđio C i B. Tko je 
lopov? 


22. U društvu od četvero ljudi svaka dvojica imaju točno jednog zajedničkog prijatelja. Dokažite dau 
tom društvu postoji osoba koja je prijatelj svim ostalim članovima tog društva, (Ovo je specijalni slučaj 
tzv. »Tearema o prijateljstvu«, koji kaže da ako u nekom konačnom društvu svaka dva člana imaju iočno 
jednog zajedničkog prijatelja, onda je netko iz tog društva prijatelj svih članova društva. Taj teorem je prvi 
puta dokazan 1956. g. (Vidi: P. J. Cameron, Strangly regular graphs, u (213). 

23. Od 100 članova nekog kalektiva može se formirati ukupno 2'%— | delegacija (to čemo dokazati u 
1V. poglavlju). Koliko se najviše delegacija može formirati istodobno od tog kolektiva pod uvjetom da 
svake dvije delegacije imaju bar jednog zajedničkog člana? 


24. Svaki je član nekog kolektiva u točno dvije delegacije, a svake dvije delegacije imaju točno jednog 
zajedničkog člana. Ukupno, taj kolektiv ima 5 delegacija. Koliko članova ima taj kolektiv? 

25. Savjet direktora jedne kompanije sastoji se od 15 ljudi, koji moraju ući u 20 komisija. Pri tome treba 
vrijediti: 

a) svaki direktor je član 4 komisije, 

b) svaka komisija se sastoji od po 3 direktora, 

<) svake dvije komisije imaju najviše jednog zajedničkog člana, 

Da li je to moguće? 

26. U ravnini je zadana kvadratna mreža od 3x3 točaka. Dokažite da postoji (povezana) izlomijena 
linija koja prolazi kroz svih 3+3 vrhova te mreže, a sastoji se od 2-3— 2 =4 dužine. 

Da li je moguće općenito povući (povezanu) izlomljenu liniju koja prolazi kroz svih niš vrhova mreže 
nxn,a koja se sastoji od 2n—2 dužina? (Na slici je za n=4 nacrtana linija koja se sastoji od 2n—t 
dužina). 


SL. 


27. Na slici 12. su tlocrti dviju kuća. Nađite (ako postoje) na svakom od tlocrta put koji prolazi kroz 
svaka vrata točno jednom. 


nn ff 
nera. 


28. Dokažite da se uzemljopisne karte« na slici 13, koje se sastoje od 10 »zemalja« 1,2,. 
3 boje, ali ne s manje boja. Koliko ima različitih bojenja crvenom, bijelom i plavom bojom? 
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10 mogu obojiti s 


Sl, 13. 


29. U ravnini je zadano m ločaka koje leže tako da među udaljenostima po dvije od njih nema jednakih, 
Svaku od danih točaka spojimo dužinom s onom ed preostalih točaka koju joj je najbliža. Koliko najviše 
dužina prolazi (ili završava) u jednoj te istoj točki iz danog skupa? 


30. a) Stari zadatak o čovjeku, vuku, kozi i zelju. Neki čovjek došao je do obale rijeke noseći glavicu 
zelja. i vodeći vuka i kozu. Dok je on prisulan, niti će vuk pojesti kozu, niti koza zelje, Preko rijeke 
Zovjek može prijeći bilo sam, bilo ponijeti ili samo vuka, ili samo kozu, ili samo zelje. 

Može li on prelazeći rijeku više puta prenijeti na drugu obalu vuka, kozu i zelje, a da koza ne pojede zelje 
niti vuk kozu? Ako može, koji je najekonomičniji postupak, tj. postupak s najmanje prijelaza rijeke? 

b) Sličan zadatak (pogodan za društvene igre) je ovaj: tri ljubomorne žene sa svojim supruzima dolaze 
na obalu rijeke, Društvo treba prijeći rijeku, a raspolažu čamčićem u koji može sati najviše dvoje ljudi. 
ĐDa li postoji (i ako postoji nađite) niz prelazaka čamčića preko rijeke kojim se svih 6 ljudi preveze preko 
rijeke tako da ni jedan suprug ne ostane sam (tj. bez svoje žene) u prisustvu neke druge žene? 


3%. Između 9 zlatnika nalazi se jedan neispravni, manje težine, Kako čemo pomoču dva vaganja na vagi 
s dvije zdjelice konstatirati koji je zlatnik neispravan? (Pokušajte dokazati, ako se među 3* zlatnika nalazi 
jedan neispravan manje težine, da ga onda možemo pronaći sa n vaganja na vagi s dvije zdjelice.) 


32. U nekom društvu od n mladića i n djevojaka svaki par mladić djevojka je ili »sklađan« ili 
pnesklađan«. Ako nema načina da mladići i djevojke sklope a »skladnihu brakove, dokažite da tada za 
neko k>0 postoji skup od k mladića koji su »u sklađu« sa samo k—1 djevojaka. 


33. Dvoje ljudi imaju kanistar od 81 vina i dva prazna kanistra od 31 i 51. Nađite najjednostavniji način 
da se podijeli vino na jednake dijelove. 


34. Zađan je skup S od m točaka u ravnini sa svojstvom da za svake dvije (različite) točke iz S postoji 
treća točka iz S koja je na pravcu određenim s prve dvije. Dokažite da su sve točke iz S na jednom 
pravcu. To je poznato kao Gallai-Erdosov teorem, 

(Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi. Promotrimo sve udaljenosti točaka iz S do pravaca određenih s 
dvije točke iz S. Neka su A, B, C točke iz S tako da je udaljenost od A do pravca BC najmanja 
(pozitivna). Na pravcu BC imamo još i točku D iz S. Promotrite udaljenosti od B ili € do AD). 
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Si. Izjave. Slmboli matematičke logike 


U matematici se, kao i u svakidašnjem životu, misli, ivrdnje, pitanja izriču 
rečenicama. Izjava ili sud je smislena rečenica koja može biti samo istiniča ili lažna 
(neistinita). Upitne rečenice nisu izjave. »Broj 5 je veći od broja ž« primjer je izjave, 
i to istinite izjave, »Postoje dva sazličita pravca u ravnini koji se sijeku u barem 
dvije različite točke te ravnine« primjer je izjave, i to lažne izjave suklidske 
gcometrije. Od izjava možemo tvoriti nove. složene izjave, povezujući polazne izjave 
veznicima, odnosno negirajući ih. Složene izjave proučava račun izjava, koji je dio 
atemafičke logike. Navod iandardne oznake matamstičke logike 
kojima čemo se stalna služiti u ovoj knjizi, a služit će nam samo kao simboličke 
pokrate, 


Konjunkcija A&B dviju izjava A i B je složena izjava nastala povezivanjem 
izjava A, B veznikom i za koji se upotrebljava simbol &. A&B se čita »d i Balili »A 
st B«). Izjava A&B je po definiciji istinita točno onda, ako su izjave A, B istinite. 
Često se koristi i oznaka A AB. 
imjer, ako je A izjava: »Broj 5 je veći od broja 3«, a izjava B: »postoje dva 

pravca u ravnini koji se sijeku u barem dvije različite točke ts ravnine«, 
onda je A istinita, a B lažna, pa je A&B lažna. 


Disjunkcija A VB dviju izjava 4,8 je složena izjava koja je lažna točno onda 
ako su obje izjave 4,8 lažno. A VB se čita »A ili B« (ili »A vel Be: vel latinski znači 
ili, pri čemu se mogućnosti o kojima je riječ ne isključuju, ij. može nastupiti ili A ili 
Bili oba 4,8, 1). bar jedan od A,B). Naprimjer, za A,B odabrane kao gore je AVB 
istinita izjava. 


\ koja je lažna tošno onda 
ako je A istinita i 8 lažna, d=>B se čita »A povlači Ba (ill »4 ituplicira Ba ili »ie A 
slijedi 8«). Naprimjer, za AB odabrane kao gore, izjava A=>B je lažna, dok je 
B=>A istinita. Za iejavu Bee kažemo da je obrat izjave Ar: 


Ekvivalencija A<=B dviju izjava 4,8 je složena izjava koja je istinita točno onda 
kada su obje izjave A,B istinite, ili kada su obje lažne. A<>B se čita »A je 
ekvivalentno sa Ba (ili »A je ako i sarno ako je Bili »A je onda i samo onda kad je 
B«. Naprimjer, »broj 1 je veći od broja O« «> »broj 2 je veći od broja ta. 


ž KOMIHNATORIKA 


Mega 
lažna. 4A se 


IA izjave A je izjava koja je istinita točno onda kada je izjava 4 
ita »nije Ax (ili »nan A«). 


Označimo li istinitost neke izjave s 1, a lažnost s 0. možemo vrijednost ] ili 0 
složene izjave s(A,8,...) u ovisnosti o vrijednostima izjava A, 8... iz kojih je ona 
sastavljena prikazati semantičkom tablicom ili tablieore istinitosti. "Tablice istinitosti 
za konjunkciju, disjunkciju, implikaciju, ekvivalenciju i negaciju izgledaju (tim 
redom) ovako: 


AVB | AB li A<>B | A |A 
————+———— - Kojani 
0 ho oli 
a E E E !, iPrio 
i G o i 
Klasa sd 


Kažemo da sn dvije složene izjave X, Y semantički Jednake (iit kratko jednake) ako 
hm se pripadne semantičke iablice podudaraju: io suje kao Ka: Y. 

Tako su naprimjer izjave (428) i (A& 18) semantički jednake, 
istinitosti izgledaju ovako 


B j A=>B_ | "4=B) 48 | A&-4B 


im tablice 


maa 
Hi 
06 | i 2 i 
0/1 i 9 
bijo D i ' 
lji i 9 


Ovo se onda zapisuje kao "ILA 

Često se u matematici aplikacije A=+8 dokazuju metodom suprotnog (Hi 
»konirađikcijom«), tj. pretpostavi se da je istinito 18, pa ge na neki način dol 
đa je A istinito, što je u kontradikciji s pretpostavkom da je A istinito. Tablicom 
istinitosti se lako provjeri da je (A=>B)= TA), pa ako smo uspjeli dokazati 


(RI) KIA)= 
(RI2) KA&BJ=(1A) V(-18) 
(RI3) HA VBJE[I1D4(18) 


Promotrimo rečenicu »prirodni broj x je djeljiv prirodnim brojem ya. U taj 
rečenici ne znamo x i y, pa se ne može utvrditi niti da je ona istinita niti da je lažna. 
Stoga t0 i nije izjava. Međutim, ako uvrstimo i y određene brojeve, dobit ćemo 
izjavu; npr. ako uvrstimo za x broj 6, a za y bu j 2, dobit ćerao istinitu izjavu. 

Za ovakve rečenice kažemo da su izjave funkelje, za x i y da su (predmetne) 
varijable, a za odnos međa njima kojeg izjavna funkcija izriče da je predikat, 
Označimo li u prethodnom primjeru predikat ».. je djeljiv #..,« slovom &, onđu se 
savedena izjavna funkcija može zapisati kao P(x,y). Ovdje je riječ o dvomjesnom 


i8 


E) 


ta 


is 


dn 


js 


bis 


predikatu, jer izražava odnos dviju varijabli x i y. Općenito se može razmatrati a- 
-mjesni predikat. 


Primjena neadređenih zamjenica svaki, u oznaci V, i neki u oznaci 3, na sve 
varijable izjavne funkcije prevodi izjavnu funkciju u izjavu; V je tzv. univerzalni 
kvantifikator, dok je 2 tzv. egzisteneljalni kvantifikator. \x se čita »za svako x«, dok 
se 3x čita »postoji x«. U gornjem primjeru, od izjavne funkcije P (x, y) možemo npr. 
formirati izjave (Vx)(2y)P(x,y), Što znači: »za svaki prirodan broj x postoji 
prirodan broj y, takav da je broj x djeljiv brojem y«; ta je izjava istinita (jer u 
primjeru možemo uzeti da je »=1 ili y==x). Često se koriste kvantifikatori ograniče- 
nog djelovanja: (VxeX), odnosno (3yeY). Po definiciji (YxeX)P(x) znači 
(vx) (xeX =P(x)), a (ye f) Q(y) znači (39) (ye Y&Q (y)) (znak € je objašnjen u $2). 
Kada ne prijeti opasnost od zabune, ponekad se kvantifikator V izostavlja, ali se 
podrazumijeva. Tako se npr. osim zapisa (vxeR)(VjeR) x:y=y-x upotrebljava i 
kraći zapis x'y=y"x, xsR, yeR. 

Jedan od najučestalijih simbola u matematici je svakako simbol = (čita se 
»jednako«). Ako se ništa posebno ne kaže, onda a=b znači da su objekti, čija su 
imena a i b, jedan te isti objekt. Kada se, međutim, u nekoj matematičkoj teoriji 
jednakost objekata definira svođenjem na druge pojmove, tada = ne znači da se 
radi o istom objektu, već ima značenje koje se tom objektu pripisuje u dotičnoj 
situaciji (npr. jednakost skupova, funkcija, jednadžba x? — 5x +6=0 itd.). Umjesto 
+1(a=b), obično se piše a#b. Zagradama i zarezima služimo se u matematici kako 
bismo isključili mogućnost da čitalac pročita i shvati neke izjave, formule itd. 
drukčije nego što ih je njihov autor zamislio. 

Kad god se u ovoj knjizi pojave rečenice kao: A=>B, znamo da A=B, vrijedi 
A=B itd. značit će to da je izjava A=>8 istinita, 

Ako su izjave A,A=B istinite, onda je istinita i izjava B. To se pravilo u 
matematičkoj logici zove pravilo otkidanja ili modus poneus. Ako je izjava A>B 
istinita, katkad još kažemo da je A dovoljan uvjet za B, odnosno da je B nužan uvjet 
za A. Ako je izjava A>B&B=A istinita, kaže se često još i da je uvjet A 
ekvivalentan uvjetu B, ili da je A nužan t dovoljan uvjet za B. Izjavu A:<>B čitamo 
ovako. Definiramo da je A istinito ako i samo ako je B istinito. 

Na kraju navedimo i ovo pravilo zaključivanja: ako je P(x) izjavna funkcija, 
pa ako je P(a) istinita za proizvoljno odabrani a koji dolazi u obzir, onda je istinita 
i izjava (vx) P(x). To se zove pravilo generalizacije. Često je zapisujemo kao P(x), Vx. 


82. Skupovi, relacije, funkcije, multiskupovi 


Pojam skupa je osnovni pojam matematike, te se ne definira, tj. ne svodi se na 
još jednostavnije pojmove. Svaki skup sačinjavaju njegovi elementi i skup je njima 
posve određen. Izjavu »x je element skupa S« bilježimo simbolički xeS, a negaciju 
te izjave bilježimo x€S. Među skupove ubrajamo i tzv. prazan skup (Z, koji je bez 
elemenata. Skup S najčešće se opisuje pomoću nekog svojstva P (predikata), tako 
da elementima od S smatramo sve objekte x koji u danim okolnostima dolaze u 
obzir, a imaju svojstvo P. Tada to pišemo S= (x|x ima svojstvo P) ili S= (x|P(x)) 


+ 
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i čitamo: »S je skup svih elemenata x sa svojstvom P«. Ako je skup S sastavljen 
npr. od elemenata a,b,c,d onda se piše S= (a,b,c,d). Oznaka S:= (x|P(x)] znači da 
definiramo skup S kao skup svih x sa svojstvom P. Elementi skupova mogu bili 
najrazličitiji, npr. stanovnici nekog grada, svi pravci neke ravnine, svi realni brojevi 
čiji je kvadrat veći od 2, pa konačno i neki skupovi mogu biti elementi nekog novog 
skupa. Kažema da je skup S podskup ili dio skupa 7 (a skup T nadskup skupa S) i 
pišemo SST (čita se: »S je sadržan u Te)ili T25 (čita se; »T sadrži S«) ako je svaki 
element xeS element od T, tj. xeT. Prazan skup I je podskup švakog skupa. Dva 
skupa 5 i T su jednaka i piše se S= T, ako je SE Ti TE S, tj. ako je svaki element od 
S element od T i svaki element od 7 ujedno element od S. Ako je SSTi S&T, 
kažemo da je S pravi podskup od 7; pišemo SET, Naprimjer, (1,2,31=(2,1,31, 
ali (1,2,3)# (1,2) i (1,2) € (1,2,3,4). Uočite da je poredak elemenata unutar 
vitičastih zagrada nebitan. 

Sa skupom S posve je određen partitivni skup od 5, čiji su elementi svi podsku- 
povi skupa S. Taj se skup obično označava ili sa P (S) ili sa 2". Očito je Zi, Se2 (5). 
Podskup od 2 (S) se katkad zove familija podskupova od S. 

Neku su A,B,C,... podskupovi nekog skupa U. Tada je posve određen 
podskup od U 


(xeU|xeA VxeB), 


koji se zove unija skupova A i B i označava s AUB, Isto tako posve je određen 
podskup od U 


(xeUlxeA&xeB), 


koji se zove presjek skupova A i B i označava s Af1B. Nadalje, posve je određen 
podskup od U 


ixeU|xeA&xfB), 


koji se zove diferencija (ili razlika) skupova A i B i označava se A\B. Razlika 
UNA zove se komplement podskupa A u skupu U. Kad je jasno (iz konteksta ili 
drukčije) o kojem skupu U je riječ, često se za komplement od A koristi i oznaka /. 
Kažemo da su skupovi A i B disjunktni ako je ANB = I, a da se sijeku ako je 
AB # (Z. Simetrična diferencija je AA B:=(AN\BJU(BNA). 
Iz definicije unije presjeka i komplementa može se lako dokazati da za 
proizvoljne skupova A, B, C... iz U vrijede formule: 


(AUBJUC=AU(BUC) (ANBINC = AN(BNC) (1) 
AUB=BUA AOB=BNA (2) 
AUANB)=A ANAUB)=A (3) 
AU(BNC)=(AUBIN(AUC) ADBUC)=(ADBJU(ANC) (4) 
AUA =U ANA= 6 (5) 
AUZ=A ANU=A (6) 

AUU =U AND=B (D 
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(8) 
9) 
(10) 
ZA da 


AJAmA 


P 


rimijetimo da su formule u lijevom i desnom stupcu međusobno dualne u smislu 
da zamjenom znakova U i 11, te U i Bone prolaze jedno u druge. Formule (8) su 
tzv, De Morganove* forraule, 

Shematski je zgodno skupove predstavljali kao dijelove ravnine omeđene 
zatvorenim krivuljama. To su izv. Venaovi*“ dijagrami (za skup U se obično tada 
rima čitava ravaina ili neki pravokutnik), Partitivni skup 2? (U/) zajedno s operaci- 
jama LU, Fi, za koje vrijede formule (1)-(11), zove se Booleova algebra skupova 
na U, 


KEča 


423,..)mn4+1,...), 


«skup cijelih brojeva == (.,,,>2,—1,0,1,23,...), 

kup racionalnih brojeva == (2 Ime, nej 

kup realnih brojeva, 

Skup kompleksnih brojeva = (x+ iylx, jek), i=f-i, 
=Mo=(0,1,2,3,...) 


2 
N=(1,2,3,,..,8). 


Direkini (ili Kartesljev) produkt dvaju skupova 51 Fjeskug 5 x € svit uređenih parova 
(x, ») slemenata xeS, ye?! ti, 


Šx Tu 


Gay) 


ver). 


* Augostus de Morgan (1806. 1871), engl, mudematičar i logičar. 
** Johs Venu (1834-1923), engl, logičar. 


Ki 


Za weđene parove je (x, y)==(x',)") ako i samo sko je x=x'i »=y. Mapomenirmo 
da se uređeni par (x, y) općenito razlikuje od uređenog para (y,x). Nadalje, uređen 
par odxp) se može definirati i kao skup (fxhiey3). Smatramo da je uvijek 


SxD=. 


Si i3. 


Direktni produki triju skupova K, 5, 7 definira se kao skup svih uređenih trojki 
(x.y, 2) elemenata xeR, yeS, zeT, 1). Rx Sx Te ((x,), BJEZLA yes, zeT3). Opet su 
uređene trojke (x, y,2) i (x',»',2') jednake, ako i samo ako je x==x', py ze 
Neko bi mogao pomisliti da uređen trojku možemo definirati kao skup 
(fx). boy) (xy,23) no to nije dobro (dokažite tol), nego je uređena trojka 
uređen paz (x,(y, 2), a to je skup ((x3, ((x), (19), (»,2)3)). Općenito, ako imamo 
# skupova (naN), 8:,82,...,5,, onda se njihov direktni produkt $,x 5x... x 
definira kao skup svih uređenih nstovki (XroX2.2 0 fu), Z1681,,..,218Sp. Ako je 
5 +. 2 8,, Onda sE noegtruki dirsktni produkt SxSx.,.x 8 zapisuje još i kao 
S 


Svaki podskup p&Sx S zove se binarua relacija na skupu S. Za slemente 
x. yeB kažemo da su u relaciji p, i piše se p(x, y) ili xpy ako je (x, y)ep. 

Relacija pje reileksivna, ako je xpx, za svako xe$; relacija p je almetrična ako za 
svako x, yeS, xpy povlači ypx; relacija p je tranzitivna ako za svaka x,y,zeš, 
(xprjšiypz) povlači xpz. Relacija ekvivalencije (ili Idasifikacije) je binarna relacija 
koja je istođobno refleksivna, simetrična i tranzitivna. Obično se relacija ekvivalencije 
bilježi sa «+, Naprimjer, jednakost elemenata »==« nekog skupa S je relacija 
ekvivalencije sa S, Nadalje, za neN, definirajmo za dva cijela broja a,beZ da su 
kougruenini modulo u, u zapisu a=b (mod n), ako je 6--b djeljivo sa a. Tada je očito 
a=a (mod a), Vasž, a=b (mod n)=b=a (mod n), te a=b (mod a) & b=c (mod 
nja =6 (mod 1) (dokažite to), pa je = (mod 1) relacija ekvivalsncije na Z. Kao 
daljaji priajer, označio sa #P skup svih pravaca u ravnini RŽ. Relacija »biti 
paralelan« || js relacija ekvivalencije na skupu #, 

AKo je = relacija ekvivalencije na nekom skupu S, ondg se S može prikazati 
fa jedinstven način kao umije disjunkinih podskupova, izv. Xlasu ekvivalencije s 
obzirom na relaciju <, 

U istu klasu, po definiciji, ulaze svi međnsobnu skvivalentni slementi od S. Za 
zeS označimo sa [x]=(yeSly-x] klasu ekvivalencije od x, Tada je očito 
Xeyelx]=[y], te za svako dvije klase [x], [y] vrijedi da se ili podudaraju ili su 
disjunkine. Uaija svih klasa ekvivajencije je očito čitav skup S, pa relacija skviva- 
Jencije — na S definira jednu »particiju« skupa S na klase ekvivalencije. Shematski 
se ta situacija može prikazati ovako: 
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ie 


Skup svih klasa ekvivalencije s obzirom na relaciju ekvivalencije na S zove se 
kvocijentni skup i označava sa S/=. 


klasa ekvivalencije [x] 
elementa x 


Si. 16. 


Kvocijentni skup u gornjem primjeru jednakosti elemenata na 5 jednak je 
skupu čiji su elementi jednočlani podskupovi (x), xeS, tj. S/- =((x)lxeS], pa ga 
možemo identificirati sa skupom S. U drugom se primjeru, kvocijentni skup 
Z/= (mod n) često zapisuje kao Z, i zove skup ostataka modulo u, Taj se skup može 
identificirati sa skupom (0, 1,2,...,n— 1). U trećem primjeru relacije paralelnosti il 
na skupu # svih pravaca u ravnini kvocijentni skup 21|| je skup svih smjerova u 
ravnini. 

Drugi osnovni tip binarne relacije je relacija parcijalnog uređaja < (manje ili 
jednako) na skupu S. To je binarna relacija na S koja je refleksivna, tranzitivna i 
antisimetrična, tj. ima svojstvo da za svako x, yeS (x<y)&(y<x) povlači x=y. Ako 
je osim toga za svaki x, peS, (x<y)V(y<x), onda se govori o relaciji uređaja (ili 
totalnog uređaja), Skup S zajedno s relacijom < parcijalnog uređaja zove se parcijalno 
uređen skup 5, Ako je < totalni uređaj na S, onda se 5 zajedno s < (tj. uređen par 
(S, £)) zove totalno uređen skup ili uređen skup. Tako je npr. obična nejednakost < 
na skupu R realnih brojeva totalni uređaj (katkad se još zove i linearni uređaj). 
Umjesto x < y ponekad se piše y>>x (y veće ili jednako x). Ako je x<yi x#y, piše 
se x <y (x manje od y), ili y>x (y veće od x). 

Neka je (S, <) parcijalno (ili totalno) uređen skup, a X S neprazan podskup 
od S. Kažemo da je meS donja međa od X ako je m<x, VxeX. Skup X je odozdo 
omeđen ako postoji bar jedna donja međa od X. , 

Najveća donja međa ili infimum odozdo omeđenog skupa X SS je element 
inf XeS, ako vrijedi: . 
(1) infX je donja među skupa X, 

(2) za svaku donju među m skupa X vrijedi m<inf.X, 

Ako inf X postoji, onda je jedinstven. Naime, pretpostavimo da imamo dva 
elementa m,,m€S sa svojstvima (1), (2). Tada bi vrijedilo (m, Sm,)&(m,<m,), a 
odatle izlazi my = ma. 

Najmanji element ili minimum skupa X € S je element minXeX, koji je ujedno 
donja međa za X, tj. minX «x, za svako xeX. Ako minimum skupa X postoji, onda 
je opet jedinstven, te je'očito infX =minX. 

Kažemo da je totalno uređen skup (5, <) dobro uređen, ako svaki njegov 
neprazni podskup ima minimalni element. Tako je apr. skup N s obzirom na obični 
uređaj brojeva dobro uređen (vidi, npr. [153], str. 91), dok skup Rs običnim uređajem 
to nije, jer npr. za skup X = (xeQ|xZ>2) infX =./2 nije najmanji element od X. 
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Posve analogno definiraju se pojmovi: gornja međa, odozgo omeđen skup, 
najmanja gornja međa ili supremum supX i najveći element ili maksimum max X 
nepraznog skupa X € S. Učinite to sami. Ako je X qS omeđen odozdo i odozgo, 
kažemo da je omeđen, Ako je (S, <) parcijalno uređen skup, a, beS, a <b, onda se skup 
[a,b): =(xeSla< x <b) zove segment u 5, a ako je a<b, skup (a,b):=(xeSla<x<b) 
interval u S. Često se promatraju i skupovi (a,'>, (4,:>, €,b], C,b>, gdje je npr. 
C.bl:= (xeS|x<b) sS. . 

Neka su sada S i T dva skupa. Preslikavanje ili funkcija sa skupa Suskup T 
je uređena trojka (5, T,/), koja se sastoji od skupa S, koji se zove područje definicije 
ili domena, skupa 7, koji se zove područje vrijednosti ili kođomena, te nekog pravila 
/. pomoču kojeg svakom elementu xeS pridužujemo neki element yeT (koji ovisi o 
x). Pridruženi element y zove se vrijednost preslikavanja na elementu x i označava se 
sa f(x) ili fx. Katkad je zgodna i oznaka x=>f(x), xeS, f(x)eT ili jednostavno 
xt>f(x), kojom se označava funkcija koja prevodi element x u f(x). Npr. kvadrira- 
nje je funkcija xt-x?, xeR, xžeR. Katkad se naprosto zapisuje da je funkcija 
kvadriranja zadana sa y==x? 

Graf preslikavanja (5, 7,/) je skup T(f= ((x,f(r)jxeS)qSx T: 


St. 17. 


Uobičajena oznaka za preslikavanje ili funkciju je f: ST. Često se još o elementima 
xeS govori kao o nezavisnoj varijabli ili argumentu, a o elementima yeT kao o zavisnoj 
varijabli funkcije. Pojam funkcije se može alternativno definirati ovako. f: ST je 
podskup FeSxT, koji ima svojstvo da za svako xe5 postoji jedan i samo 
jedan yeT, tako da je (x,y)eF. Tu smo, dakle, poistovjetili pojam funkcije s 
pojmom grafa i taj je pristup s logičke strane u prednosti jer se ne služi (s 
nedefiniranim) pojmom »pravilo«, ali je prvi pristup intuitivno bliži, a ne uzrokuje 
teškoće, jer se u njemu može gledati samo način govora, dok je matematički smisao 
iz ovog drugog pristupa. 

Poučno je nacrtati grafove funkcija [ |, [ ]: R>Z. gdje je [x] =najveći cijeli 
broj<x (»pod« od x), [x]=najmanji cijeli broj>x (»strop«:od x). Uočite da je 
[xl=-i-x! 

Preslikavanja (5, T,f) i (S',T,f') su jednaka ako je S=S', T=T" i za svakc 
xeS = 5" je f(x)=f"(x). Vrlo je važno uočiti da za jednakost preslikavanja zahtije- 
vamo da su im domene i kodomene jednaki skupovi. Npr. neka je S s T. Preslika- 
vanje i: S> T, definirano formulom i(x)=x, xeS, zove se inkluzija (ili ulaganje). Ako je 
S pravi podskup od T, onda je inkluzija i: S+ različita od preslikavanja 1: 5+5, 
koje definiramo formulom i; (x)=x, xeS, a zove se identiteta ilj identično presli- 
kavanje. Naime, tađa i, 1, imaju različite kodomene, Još neki važniji primjeri 
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upovi, Tads definiramo prajekeljep,: Sx FS 1 
X, Pe(x,y)=) (zapravo bi trebalo pisati Dell g) ali te 
dvostruke zagrade obično izostavljamo): projekciju 7, obično zovemo prvom, a be 
drugom projekcijom, Nadalje, ako je relacija ekvivalencije na skupu S, onda 
definiramo prirodnu projekciju ili kvocijenino preslikavanje g: S->S/-, fonmnulora 
alej= [x]. Daljnji važni primjeri preslikavanja su binarne operacije. Binarna opera+ 
cija na skupu S je svako preslikavanje skupa S x S u $. Npr, zbrajanje prirodnih 
brojeva je binacna operacija 4+: Nx N>M, +(k,lj=k+leN, [li, U, 11, \ su bi 
narne operacije na partitivnom skupu S (U) nekog skupa U, jer svakom paru 
(A, BJE? (U) x # (U) pridružuju novi element AUBE? (U), ANBeF (U), A\Be? (U). 
Kompozicij ikavanja ft R51 g: S Tje preslikavanje h: R-> 7 takvo da je za 
=gofili naprosto 


AKo sufi! PR. gi RS, h: ST preslikavanja, tada je he(gof) =(kog)oj, tj. za 
kompoziciju preslikavanja vrijedi zakon ssocijacije (dokažite to!). Nadalje, ako su 1: 
SSilp: TT identička preslikavanja, a f: S->T, onda je foly=1p0f== 
Meka je 


: 5 “+7 preslikavanja sa svojstvom da je za svako 
žemo da je /' cija (ili suženje) od f na podskup Si 
Kažemo još da je f proširenje (ili ekstenzija) od f" na S. 


Y, karakteristična fuukolja z, podskupa S 
1 definirana sa 


O skupa (0,1 može se uzeti bilo koji dvočlani skup, apr. (istinito, lažno? 
programiranje ua kompjuterima. 
jeTldxaK&y=f(aK 


ko 
Es 
Ez 
= 
si 


Iuverena slika (ili original) skupa Y&:7' pri preslikavanju ft S->T je skup 
fuv sSlyeY&y==f(x)) 8, ifi kraće U (P)== (xeSlf(x)eY). Ako je Y==(y) 
jednočlani skup, onda stavljamo U (p)r=f0 ((y))= [xeSif(x)=y) i zovemo ga 
originsloma točke » po f ili vlakna ad y. Shematski možemo sliku, inverznu sliku i 
original točke ovako prikazati: k 


lv) fly) 
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Neka je ST preslikavanje, A,BGS, te GDE T Tada vrijede [ormule 
idokažite ih sami) 


FUAUBI=/f(dJUf(B) ZU HCUD)=/7" (CJUF'(B) (1) 
SLADBJE/AO(B) PO MCODYAf (CNfA DI (2) 
JUNBJSKANAB) PEND (CIN GD) (3) 
dm/ ((4) ć) 

TU (CO=CNfisjec. (5) 


Ako je dano i preslikavanje g: '-+U i skup EGU, onda je 


(8) 
Oznaka za skup svih preslikavanja sa skupa S u skup T je 7%. 

Za preslikavanje f: S-> 7 kažemo da je injekelju (ill 1 1-— preslikavanje) ako 
Fl) =f (00) povlači x =x",a kažemo da je swjekcija (ili preslikavanje na) ako je, JlSJjaT 
(tj. (Vye7)(dxe$), f(x)=y). f je bijekcija, (ili obostrano jednoznačno preslika. 
vanje) ako je f injekcija i surjekcija. 


Kažemo da su skupovi S i 7 ekvipotenta ili bijeliival ako postoji bijekcija /: 
5. vipotencije je relacija ekvivalencije, pa se skupovi svrsiavaju u 
disjunkioe klase; klasa kojoj pripada skup 5 zove ss kardinalni broj skupa 8 1 
označava sa |S] ili card S. 

Neka je f: S->T. Kažemo da je g! T->5 inverzno preslikavanje ili Inverz od fako 
zaf=lijg=1, Odmah se vidi da za dano preslikavanje f može postojati najviše 
jedno inverzno preslikavanje. Dalje, ako za f:S5-+T' postoji iaverz, onda je / 
bijekcija, i obratno, svaka bijekcija / dopušta inverzao preslikavanje koje se obično 
označava sa f7!. 


Kažemo da je skup S konačan skup ako S nije ekviporentan niti # jednim 
svojim pravim podskupom. Kažemo da je skup S beskonačan ako nije konačan, tj. 
ako postoji pravi podskup S" Si bijekcija f: S 5“. Prazan skup Bije konačan skup i 
stavljamo | Zi :=0, Kardinalan broj konačnog skupa S se još zove i broj elemenata 
od S ili brojnost od 5. Mi ćemo se u ovoj knjizi uglavnom baviti konačnim 
skupovima i njihovim brojnostima, pa ćemo stavljati za beskonačne skupove S da je 
njihov kardinalni broj E == co (iako i za beskonačne skupove postoji odgovarajuća 
»aritmetika« i »kormbinatorika«). Cao što smo već naglasili a Uvodu, kombinatori- 
ka i jest matematika konačnih skupova. Naravno, mnoštvo je primjera konačnih 
skupova: skup svih studenata nekog fakulteta, skup svih stanovnika Zemlje, skup 
svih atoma u danas vidljivom Svemiru (njegova je brojnost =:101%), (1,2,3,4,5) 
itd, Za razliku od tih, skup N je beskonačan jer postoji bijekcija sa M na njegov 
pravi podskup, npr. skup svih parnih brojeva 2Na (2njnablJ e: M. Fuakelja 


N22, f(n)=2n je bijekcija, pa je N beskonačan skup. Svaki nadskup od N je 


tada također beskonačan, kao i Mx 5, gdje je Ss IJ, lako postoji (očita) injekcija 
MB, nije teško pokazati da me postoji injekcija RM Zato stavljamo 
card R>>ceard M. 

Osnovna svojstva konačnih skupova izričerno sljedećim teoremom; 
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iva 


is 


ima 


ro 


bed 


TEOREM 1. 


(a) Svaki podskup konačnog skupa je konačun skup. 

(b) Svaki skup ekvipotentan konačnom skupu je konačan. 

(e) Ako je svaki pravi dio skupa 5 konačan skup, onda je i S konačan. 

(d) Ako je S konačan skup, onda je i skup T= SU (1) konačan. 

(e) Za svako neN, N,=(1,2,...,m je konačan i stavljamo |N,|=n, 

(f) Neprazan skup S je konačan, ako i samo ako postoji neN, tako da je S 
ekvipotentan sa N,, tj. ako postoji bijekcija f: S>N,. 

(g) Skup S je konačan ako i samo ako je svaka injekcija S>+S ujedno i surjekcija (pa 
stoga i bijekcija). 

(h) Skup S je konačan ako i samo ako je svaka surjekcija S—+S ujedno i injekcija (pa 
stoga | bijekcija). 

(i) Skup S je konačan ako i samo ako postoji neN i surjekcija N,>+S. 

(G) Unija od konačno mnogo konačnih skupova je konačan skup. 

(k) Direktni produkt od konačno mnogo konačnih skupova je konačan skup. 

()) Svaki konačan skup S se može (totalno) urediti; svaki uređaj na Sf D je dobar i 
diskretan uređaj (kažemo da je (5, <) diskretno uređen ako svaki element koji nije 
minimalan ima direktnog prethodnika, a svaki element koji nije maksimalan ima 
direktnog sljedbenika; pritom kažemo da je b direktni sljedbenik odaakojea<bi 
nema elementa xeS, takvog da je a<x i x<b. Analogno se definira direktni 
prethodnik). 

Mi nečemo provesti dokaz ovog teorema, nego ga prepuštamo čitaocu 
(zadatak 16). 

U vezi s tvrdnjama (e) i (f), za svaki konačan skup S # Z postoji jedinstven 
prirodan broj u takav da je [S] =n; kažemo da S ima n elemenata ili da je S n-člani 
skup. Upravo je i jedno od najčešćih pitanja u kombinatorici »koliko elemenata ima 
skup S7« pa se i razne tehnike kombinatorike usmjeruju na to da se nađe taj broj 
elemenata. Mi ćemo odsada nadalje uglavnom govoriti o konačnim skupovima. 

Još jedan pojam će nam biti vrlo koristan, a to je particija skupa. Kažemo da 
neprazni različiti skupovi S,, S... , Sx čine particiju (konačnog) skupa S # Bako je 
SiUS,U...USx= S i svaka dva skupa 5,,5, su ili disjunktni ili se podudaraju, tj. 
Sf Sj=>S,08= (2, To onda znači da za svako xeS postoji jedinstveni ie(1,2,...,&), 
takav da je xeS;. Skupovi S, se zovu blokovi particije. Ako želimo istaći da ima točno 
k blokova, govorimo o k-particiji. Napomenimo da svaka relacija ekvivalencije — 
na konačnom skupu S (# ) definira jednu particiju S = S,US,U...US,, gdje su S; 
Klase ekvivalencije, tj. kvocijentni skup S/= je skup (S,,5;,..-,S,). Kvocijentno 
preslikavanje g:5-+5/—, koje svakom elementu xeS pridužuje jedinstvenu klasu 
ekvivalencije [x], je surjekcija (jer očito Vie(1,2,...,k), 3xeS, pajeqQJ=[x]=5,). 
No vrijedi i obratno: svaka particija (S,,..., S,) skupa S definira jednu relaciju 
ekvivalencije — na S. Naime, xy:e3ie(1,2,...,k) tako da je xeS,, yeS,. 

Napose korisne particije dobivamo s preslikavanjima. Vrijedi 

TEOREM 2. Neka su S i T konačni skupovi, a f:S>T neko preslikavanje. 
Tada skup svih nepraznik originala f7! (y), yeT definira jednu particiju skupa S. Ta se 
particija na S zove particija inducirana preslikavanjem / ili jezgra od f i označava sa 
Ker f. 
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Dokaz je jednostavan i prepuštamo ga čitatelju. 


Sada ćemo definirati multiskupove. U tu svrhu pogledajmo prvo dva primjera. 
Promotrimo npr. algebarsku jednadžbu (x— 1)-(x—2X =0 nad R. Ta je jednadžba 
sedmog stupnja pa ima sedam rješenja, Skup svih njenih rješenja je 41,2). No taj 
nam skup ne daje punu informaciju o samoj jednadžbi. Prirodnije je stoga ovdje 
promatrati £1,1,1,2,2,2,2). Nadalje, ako je broj n==22:5%-115:37%, prirodno je uz 
njega promatrati (2,2,2,5,...,37,37). To nas onda navodi na pojam multiskupa, 
Taj se pojam pokazao vrlo korisnim u kombinatorici, računarskim znanostima 
(npr. u sortingu), algebri i drugdje. Multiskup nalikuje skupu samo što kod 
multiskupa uzimamo u obzir ponavljanja njegovih elemenata. Tako je npr. 
M =(a,4,4,4,b,b,c,d,d,d,e,e) multiskup koji ima 12 elemenata i to: 4 elementa a, 
2 elementa b, | element c, 3 elementa d i 2 elementa e. Stoga se multiskup može 
zapisati tako da se specificiraju brojevi pojavljivanja pojedinih elemenata, pa se M 
može zapisati kao M = (4-a,2:8,3:d,2'e). Brojevi 4,2,1,3,2 su kratnosti, multipli- 
citeti ili ponavljanja elemenata a,b,c, d,e redom. Maltiskup M na skupu S se sastoji 
od skupa S i funkcije m: SN. pri čemu se za xeS, mix) zove multiplicitet, 
kratnost ili ponavljanje elementa x. Zamišljamo dakle, da M ima m(x) elemenata 
jednakih x, za svako xeS, Stoga M možemo zapisati i kao M = (m(x) x|xeS). Dva 
multiskupa M i M“ na skupovima S i S, M =(5,m)i M'=(5',m') su jednaka, po 
definiciji, ako je miuog=Prlpeaae Tako su npr. multiskupovi (2-4,0-8,1<e) i 
(2-a,1*c) jednaki. Mnogi pojmovi iz teorije skupova se mogu prenijeti i na 
muitiskupove. Npr. ako je M = (m (x) xlxaS) i M'= (m (x) x|xeS) (primijetimo 
da se zbog definicije jednakosti multiskupova može pretpostaviti da je S= 5"), onda 
je . 

MaeM':em(x)gm (x), za svako xeS, 
MUM':= (max (m (x), m“ (x)):x|xeS), 
MNM':= (min (m(x), m (x) xlxeS), 
MIs#M":= ((m (x) + m" (x): x|xeS) itd. 

Primijetimo: ako za multiskup M na skupu S s funkcijom kratnosti m vrijedi 
da je m(x)=1 za sve xeS, onda je taj multiskup naprosto skup. Za nas će također 
biti zanimljivi multiskupovi čiji elementi imaju beskonačnu kratnost. Tako napri- 
mjer muitiskup od 4 različita elementa a,b,c,d, od kojih a i € imaju beskonačnu 
kratnost, b kratnost 3, a d kratnost 5, zapisujemo ovako: (00*4,3'b, :c,5'd). 


(Nas u ovoj knjizi neće zanimati različite beskonačnosti, pa ćemo se služiti samo 
simbolom 00). 


$3. Matematička indukcija 


Zamislimo situaciju da 50 ljudi čeka u redu (npr. za kinokarte) i pretpostavimo 
da ako se bilo kojoj osobi iz tog reda priopći neka obavijest (npr. o stanju s 
kartama) ona će tu informaciju prenijeti i osobi iza nje u tom redu. Pretpostavimo 
da smo prvoj osobi u redu priopćili neku informaciju. Tada će prva osoba u redu 
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saopćiti tu informaciju drugoj osobi, druga osoba trećoj itd. pa će na kraju sve 
osobe u tom redu doznati tu obavijest. Ista će tvar, naravno, dogoditi i za bilo 
koji drugi broj osoba u redu. Razmotrimo sada beskonačni analogon te siniacije, 
Zamislimo da su svi prirodni brojevi napisani u poretku 1,2,3,... i pretpostavimo 
član iz tog »reda« ima svojstvo P, onda i sljedeći član ima to svojstvo. 
Pretpostavimo da prvi član (8 rednim brojem i) ima svojstvo P. Tada možemo 
zaključiti da svi članovi imaju svajstvo 2. 


alan bro, 
i a " : a 
g fama. Međutim ako neki xs ina svojstvo 2, onda i 1:41 ima svojstvo P, 


Pcimjer i, beka 


m Svojstvo P ako je g sx 0, Primijetimo da nemaju svi realni 


brojevi svojstvo P, apr. 


DJELE LIMNELEZIC 


Uočima da x = 1 ima svajstvo P, Odatle zaključujemo da svi prirodni brojevi imaju svojstvo E (što još ne 
znači du neki drugi brojevi nemaju to svojstvo) #8 


Primjer 2. Neka grirodtn broj n ima svojstva P ako vrijedi 


"ia 


R23. hi 


alimo sada da vrijedi P(&+ 1). imemo 


čime je dokazano du i ?(4+ 1) vrijedi, Prema tome, iz dviju tvrdnji 


Lovrijeii (1), 


2. ako vrijedi P(&), onda vrijedi P(k+1), 


zaključujemo da P(u) vrijedi za svako nebi, tj, formula (1) vrijedi za svako agN, 1 


Takva metoda dokazivanja u matematici zove se dokaz matematič induk- 


cijom. Formulirajmo sada opći princip matematičke iadu 


žrlacip matematičke indukcije, Neka ja SB podskup skupa prirodnih brojeva 
s ova dva svojstva: 
las 


(VnaR) ngS «on + le 


Tada je S-=M, 


U primjenama, kada želimo dokazati da neka formula ili svojstva FP (nj u kojoj 
dolazi neN vrijedi za sve seN, uzimamo da je skup S skup svih nali za koje vrijedi 
foraula ili svojstvo P(n), pa ako dokažemo da je ta$ i da neSen+4+16S, onda 
prema. principu matematičke indukcije zaključujemo da je S== M, tj. da formula ili 
svojstvo F (n) vrijedi za svako neš, Obično se čin iza da vrijedi Fiji. da je les 
zove baza ladukelje, a nica da iz Z(k) slijedi F(k4 1), ij. keSrek 4 1e8 zove 
korsk indukslje. 


da za svako Idimula 


nina l)žu 


čkom indukeijo 


Fuji ČRBA 0 [03] 


iHi+i)ž+h) 


Rježenja, F (1) je točno, jer ie . Pretpostavima da je P(£) točno pa pokušajmo dokami 


£ 
F(k+t) Počinjemo izrazom +24... 4 4GA+1)i koji želimo izračunali. Prema pretpostavci 
indukcije (tj. da vrijedi F (X)), znamo kolika je suma prvih & članova te sume. Dakle, 


fa ža 


Nie ga. 
=(kti) E u aGnjii 


+13 Prema pr 


svegsti #4 


zo) 


Primjev 4, Označimo s F (1) svojstvo prirodnog broja 1, ako vrijedi nejednakosi , 


(+ Dj Blaža g) 


dili što je ekvivalentno: 1+ 5) 5771). Dokažite to svojstvo. 


Bježanje, Za a1, F(1) jeu: ostavimo da vrije 


<. što ju točno. Pre 
Tada za k+1 pišemo 


(11-96) 


Ove nejednakosti pokazuju da F(kje=P(k+1), Matsnatiškom indukcijom smo time dokazali da (3) 
vrijedi za sve neN. 8 


Dokazivanje metodom matematičke indukcije (ili kratko: indukcijom) ima 
nekoliko nedostataka. Prvi je taj da se njome provjeravaju formule koje smo obično 
neslutili iz nekih drugih razloga. No u većini slučajeva kada razumijemo ić »prave 
razloge« zbog kojih bi formula trebala vrijediti žada možemo naći i izravan dokaz 
ts formule, Drugi nedostatak je taj da, ako je formula već i dokazana indukcijom, 
te možemo iz tog dokava često vidjeti što zapravo ia formula kaže ili kamo vodi. 
Tako se naprimjer nejednakost (3) koju smo dokazali indukcijom, može izravno 
dokazati pomoću binorane formule (vidi 1. poglavlje): 


(6) (6-6690) 
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Mnogi identiteti i nejednakosti koje ćemo mi dokazati u ovoj knjizi (ili prepustiti 
zadatke čitaocu) mogli bi se dokazati indukcijom, ali je te identitete teško naslutiti 
ako ne znamo odakle oni potječu. Osnovna je ideja matematičke indukcije bila 
poznata još starogrčkoj matematici. Još je Euklid dokazao da ima beskonačno 
mnogo prostih brojeva, dokazavši ako ih ima n, da ih onda mora biti i (n+1). 
Međutim, umjesto da to formulira izravno tako, on je ideju indukcije »skrio« u 
dokazu kontradikcijom. Metodu matematičke indukcije kao tehniku dokazivanja 
prvi je eksplicitno formulirao Francesco Maurolycus (1494-1575). Obimno se 
njome koristio B. Pascal u svojim metodama rada s binomnim koeficijentima, a na 
moderan način u aksiomatsku izgradnju realnih brojeva prvi je princip matematičke 
indukcije uveo Giuseppe Peano (1858 — 1932). 

Jedna vrlo korisna klasična nejednakost najljepše se dokazuje upravo indukci- 
jom. Neka su x1, X2,..., Xa nenegativni realni brojevi. Definiramo njihovu aritmetič- 
ku sredinu (ili prosjek) kao broj 


iii e. daća 


# 


a njihovu geometrijsku sredinu kao broj 


G=Y/Xx'X2'...0Xm 


TEOREM 3. Za svako neN aritmetička sredina od n nenegativnih brojeva 
X4X2,. Xa nije manja od njikove geometrijske sredine, tj. 


Xit+Xx+...+% 
ja dubt i tuk OJ PRP RpERE Tona (4) 


n 


Jednakost vrijedi ako i samo ako je xy=X=... 


Bra 


Dokaz. Indukcijom po n. Za n=1 tvrdnja je očito istinita. Pretpostavimo da je 
tvrdnja točna za n—1 i neka su xi,X2....0%,20. Tvrdimo da za njih vrijedi (4). 
EDE NEI 


Možemo pretpostaviti da jex,Sx,<...€x, Neka je A= njihova 
aritmetička sredina, G= x;X,"...'x, njihova geometrijska stedina. Tada je očito 
Mt. HX Xatžabee. hX A 
km2 S I<A<-— E Z=x,. Sada promatramo n—1 brojeva: 


X2X3,0+ Xa» (Xi tX,> A). Očito je x, +x,— A 20. Prema pretpostavci indukcije je 


(rerne 
n-1 


AE 
) 2xX1X30... Xnet (Xr bžn- dA) 


Budući dajexu+x2+... +X=nNA, slijedi da je 


A1 >žx2'X3'... Xnet ka HXa> A). (5) 

Budući da je A—x12>0 i x, 420, onda je (A— x,)(x,— A) >0, a odatle 
AQur+x—A)ZXišu (6) 
31 


Sada pomnožimo (5) s A. Tada, koristeći (6), imamo 
A">x2%3...Xn1 (A Qti+Xn> AY] 2XiXaXa.. Xa 1žn= 6", 


a odavde slijedi A 2G (jer A, G20). 

Ako su svi brojevi x,,X2,...,X, međusobno jednaki, onda je očito A=G. 
Pretpostavimo, međutim, da nisu svi brojevi xi. x2,..., X» međusobno jednaki. Tada 
je (opet pod pretpostavkom x,<x, S... €x,) x, <A<x,, pa iž goftijih nejednakosti 
odmah izlazi A"> 6", tj. A>G. 


Prema tome, dokazali smo A=Gex,=x=...=x, 1 


Za pozitivne brojeve X;,X2,..., Xa definiramo njihovu harmanijsku sredinu H i 
kvadratnu sredinu K formulama 


ii n Pala xikxit. HX 
io M n , 


—+—+.. 
X ox 


KOROLAR 1. Neka su X1,X2,..., Xn Pozitivni brojevi. Tada za njihovu aritmetič- 
ku sredinu A, geometrijsku sredinu G, harmonijsku sredinu H i kvadratnu sredinu K 
vrijedi 


min (x,X2.. x, EHSGZAZSKEMA (X,,X..-,Xa) (2) 
Dokaz. Možemo pretpostaviti da je O<x,gx<...£x, Tada je 
x 
min fx, ša) =Xu MAX (XX. %4) X, Odavde zbog Zg k=1,2...,n 
*k 
slijedi 
xx n 
ŽaŽa+.. +5 <nexn s =H, 
XX m 1 1 
—+. ho 
xi Xu 


Zbog (x:— x, >0 je 2xxy<xf+x7, pa je 
a * a a n 
X =) SH xex,< + od Ršjlen X siA<K. 
=i ie tei i=i ie) imi 


Nejednakost G < A točna je prema Teoremu 3,a K<x,=max (X1,... Xa) je očito. 
Time je Korolar dokazan. Bi 
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Vratimo se indukciji. Vrlo je vežno uočiti da bez jednog od dva koraka: baze ili 
koraka indukcije, zaključak ne mora vrijediti. Nadalje moramo prvo provjeriti 
metodu dokaza za male vrijednosti od n; ne 1, a katkada i za n==2, kako pokazuje 
sljedeći paradoks. 


Primjer, Meku je Pin) izjava: »Ako društvo od a ljudi sadrži bar jednog plavokosog, onda su svi 
ljudi u tom društvu plavokosi« Trebu »doksralia du su svi ijudi plavokosi. : 


oDakne". P(1)je očito točno, jer ono ka: 
su svi ljudi u tom društvu pluvož: 


r»Ako društvo od jednog čovjeku sadrži plavakosog, onda 
Prepostuvimo sade da znamo du je P() ločao za neko keN. 
Tada ćemo »dokazuntin da je također P(f-+1] točno, Uzmimo društvo od k+1 ljadi i ozuašimo ih si 
BNz,. Masi to uzmirao da je Mi plavokos, Isključimo za mement osobu Ms21 iz razmatranju: Šta 
preastuje je društvo od & ljedit Ni,Na,....Ma od kojih je M, plavokos, pa su prema pretpostavci 
indukvijs (jer P(k) vrijedi) svi oni plavokosi, tj. Ni, M2... Ba su plavokosi. Sadu vratimo osobu Ms., 
natrag u razmarnmje, u iskljuimo osobu X. Ovaj put opet preostaje k osoba: 12,3...) Ma Mici. 
To društvo opel sudrži plavokosog N,. Opet, jer smo pretpostavili da vridi #(E), svi su oni 
NaeNy. Nica plsvokosi, Pokazali smo, dakle, da ako u društvu od & +1 osoba postoji plavokosi, da su 
onda svi u lom društvu plavokosi 


Nadalje, imamo ovaj generalizirani princip matematičke iudukelje. Meka ja 
ih skup s ova dva svojstva: 


io smin SeS 


(Vag) žno & neS=on + 


Također, vrijadi sljedeći oblik principa imatematičke indukcije za konačne skupo- 
va. Meka je ngaN te neka je SeN,=(1,2,... ,to) S ova dva svojstva: 


les 
(neS &n+leN,j=en+ 15. 


Tada je S=N=(1,2,...,mo). 
Nadalje, katkad a6 služimo ovako formuliranim priavipom iadukcije. 
Neka je SGN sa svojstvin % 


(Vset(k«n, keS)e»naS, 


Tada i (a, l,Mmo4+2,...). 


Primjer 5. Svaki pritodan broj n 22 može se napisati kao produkt prostih brojeva. 
je takav prirodan broj koji je djeljiv samo s [i g). 


0x2 kraj 


ito je prost broj. Prepostavimo sadu da je a>ž i 
pretpostavimo da se svaki od brojeva 2,3,4,.,.,1-1 može napisati kao produkt prostih brojeva, Želimo 


3 KOMNIHATORIKA 
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dokazati da se iu može tako napisati. Ako ja a pro: 
postoji broj r koji ga dijeli, 1j. s=unjr, pa stoga n 
pisati kxo produkti prostih brojeva, Njihovim mno: 
prostih brojeva. zi 


st broj nemarao što dokazivati, Ako s nije prost, onda 
#5, gdje au ri s<a, Po prelpostavol ri s se mogu na- 
njem dobivarao da se i u može napisati kav praduke 


Principom indukcije služimo se i tada kasta želimo definirati neko preslikavanje 
x:M—>S u skup S. Svako takvo preslikavanje zove se niz u S, a x(u) se obično 
označava sa x, i zove ogši ili ati slan niza x s kujeksom n, Niz se obično označava 
Sa (X,), neM ili naprosio Sa X1,X2,...,,... Vrijedi 


Princip definicije indukeijom (it rekurzijomj. Neka je S skup, 488, te neka jeza 
svako neš dano neko preslikavanje j,: S x 5x... % 8-48. Tada postoji jedinstveni 
niz (x) u S, takav da je 


pa (8) 
Keti iefuiži,X2, Kn), Za Svako neN. 6) 


Posebno, ako f, ovisi samo o varijabli x,, 9). ako je fi, Xx fa lah onda 
Zapravo imamo za svako neN preslikavanje fi: S-+S, pa postoji jedinstven niz 
ži, Xa, Ka S, takav da je xr=a i xgag ==f,(Xy), Za Svako neN. (9) se zove 
zekurzivna formula (ili relacija) za niz (x,). Za dokaz vidi [1531. 

Meka je Se=B neka je fl MN dano sa fi (g) plah 1). Zaključujemo da 
postoji jedinstven niz u MH, takav da je x se Na Je x, (+1), neN. Očito 
E 3, == b23,..., Oplenito x,=1>23>,, 1. Oznaka za 123, on je mbi 
čita sa n faktorijela. Po definiciji se stavlja da je 0i: 


Sada ćemo precizno opisati što je to suma od zm članova: %, x, gdje Su %,,..., 
imi 
dani brojevi. Neka je S«& (ii C ili bilo koji skup u kojem imamo asocijativno 
zbrajanje), maN i za #e(1,2....,m--1) neka je f; RR, fOJmxdx,,, a neka je 
ži=ea. Tada postoji jedno jedino preslikavanje g: (1,2,...,ul-<B tako da je za 
svako nef1,...,m-1), glij=x,, glatdaf,(gln)=g()+2,.,. Napose, posve je 
određen broj gfmjeR. Taj broj g(m) ovako pridružen metorki (1,,....x,)6R" 
a 


označava se sa Xoxdlisa x, 4+... 6x, U toj oznaci gorja rekurzivna formula 


i 
postaje S" 
iS 


Ovdje se govori da se sumira po ii... h Od 1 da n, bez ikakvih ograničenja, tj. 
i, iđe slobodno od i do u, a istovremeno i, ide od 1 do n itd. Tako je npr. 


» a 
Dai pa ši... NO katkad imamo i ograničenje, npr, da je 
Da i i 

ada ge takva suma zapisuje ovako: DJ i Analog= 


ETE Te 


o 
produkti [1 x, brojeva x),....žiye 
i=3 


no se definiraju 
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iri 


od 


Primjer 6. SN, a=1 i neka je fas N>N dano formulom fi(pjep+(n+1). Tada postoji 
jedinsiven niz u N, takav da je xp 1, te Xaer=fa(Ze]eexa-+(n+ EP, neN. Očito je zum 1 +25+... Peč, 
Da izričunamo X, postupamo ovako: uvrstimo u formulu (k+1I'=15+4f" 46 +4k+1 redom 
vrijednosti za ken, a t,...,2,1 i dobivene izruze zbrojimo (tzv. »teleskopiranje«). Tada imamo 

(n+lfan*+d+6+4dn+1 


iu 1+4(n— 1] +6(n- 1B +4(n=1)4+1 


(Kri eić +41) +6k + 4k +1 + 
kim(k- 1X +4(k—1P+6(K- IF +4(k—1)+1 


Bmi*+4-1546:14+4- 1 +1, 


Kod tag zbrajanja svaki član i* na desnoj strani se dokida s članom ić na lijevoj strani naredne 
jednakosti. Sloga preostaje 


(m+ilfelt+4 XI 4+6 X +4 X krui 
i sa fer 
Š Li nin+l) nin+1)i2n+i 
Sume X ki X A? izračunali smo u Primjerima 2 i 3 i one iznose redom mien. sene, 
rare 


Nakon uvrštavanja i sređivanja dobivamo 


že [reef m 
S 


Primjer 7. Prelpostavimo da se broj insekata neke njihove kolonije udvostručuje svake godine. 
Kolonija je započeta s 10 insekata. Koliko če biti insekata nakon n godina? 


Rješenje. Označimo s a, traženi broj insekata nakon n godina. Zadano je da je d,=10. Bu- 
dući da se kolonija podvostručuje godišnje, proizlazi da je a, =20, a, =40, a,=80. Iz ovih neko- 
liko prvih vrijednosti slutimo da bi i općenito moglo bili 4,=2"-1Q. Zaista, p=2%-10=10. Pret- 
postavimo da je a,=2"10. Budući da se godišnje kolonija podvostručuje, imamo da je 
a=la,=2(2:10)=2:10. M 


S rekurzivnim relacijama ćemo se detaljno baviti u VII. poglavlju. 


$4. Polinomi. Redovi. Formalni redovi i Taylorova formula 


U ovoj kratkoj točki navest ćemo ukratko samo najosnovnije činjenice o 
polinomima i redovima te Taylorovu formulu, 

Neka je neNo=(0,1,2,3,...), d0,41,02,...,4,€C. Tada se funkcija P:C-+C, 
definirana sa 


ZP(zjeao+az+az+..+az= az, Q) 

im9 
zove polinom (nad poljemC), a a0,4:,...,dn Zovu se koeficijenti polinoma P, Ako je 
a,#0, P je polinom stupnja n; oznaka: n = deg P; a, je vodeći ili najstariji koeficijent od 
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P. Ako je a;=1, polinom P se zove normiran. Ako je stupanj u=1, kažemo da je 
polinom linearan, 

Ako je ao=au=...=a,=0, P se zove nul-polinom i označava s P=0, Nul- 
polinom je jedini polinom za koji stupanj nije definiran. Kompleksan broj zo se zove 
nultočke, nula ili korijen polinoma ?, ako je P(zg)=0. Preslikavanje P;R—+R dano 
sa 


xPix)=00+ax+apxč +... ba, 
gdje su 40,đ1,...,a,€R, zove se realni polinom (ili polinom nad R). 


TEOREM. (i) Za polinom (1) vrijedi P=0, tj. P(z)=0 VzeC ako i samo ako je 
Go=di=a=...=84,=0. 


(if) Dva polinoma P(zj=ao+az+...+a,2" (a,#£0) i Q(z)=bo+biz+... +bnz" 
(b,,%0) su jednaka ako i samo ako jen=m i ag=boa,=b,,...,4,=b, 


Slične tvrdnje vrijede i za realne polinome. 


TEOREM. (Osnovni teorem algebre). Neka je P(z)= > CENA #0, polinom 


n-tog stupnja nad C. Tada P ima bar jednu nultočku ze. ti P(29)=0, Štoviše, 
postoje kompleksni brojevi z,,Z2,..-.2,» takvi da je 


P(zj)=a,(2—2)M2>2,)...(2-2,). (2) 


Podsjetimo da polinom 1+“ nad R nema ni jednu nulu u R, ali ima nule u € 
(to su ži). 

Neke od nultočaka 2,,22,...,2, u (2) mogu biti jednake, pa neka su a, B,...,6 
sve različite nultočke tog polinoma. Tada ga možemo napisati u obliku 


Piz)=a,(z-eP(2—B)...(z—o)", 


i pritom je k+1+...+q=n. Kaže se da je & nultočka kratnosti k, itd. a o je 
kratnosti q. Za razliku od polinoma nad C, polinome nad R ne možemo uvijek 
faktorizirati u linearne faktore (nad R), ali ih možemo faktorizirati nad R u produkt 
linearnih i kvadratnih polinoma nad R. To izlazi iz činjenice da ako je a+bi korijen 
kratnosti & polinoma nad R, onda je konjugirano-kompleksni broj a—bi također 
korijen kratnosti k tog polinoma. , 

Skup svih polinoma nad poljem C u varijabli z označavamo sa C[z], a 
skup svih polinoma nad poljem R u varijabli x sa R [x]. Polinomi u C[2] (ili 
u Rx) mogu se zbrajati, i to tako da se zbroje koeficijenti uz odgovaraju- 
će potencije, i mogu se množiti, i to ovako: ako su P(z)=ng+4,2+. +4", 
Q(g)=b,+b,2+...+b,2". onda je PGhQ(zlato+€)24+.. +020, gdje je 
Ga=4bo+84-1bi ia. 222+...+đ4b,. Na taj način € [z] (odnosno R[z)) postaju 
komutativni prstenovi s jedinicom, bez djeljitelja nule (tj. P'Q=0=>P=0v Q=0). 
Polinomi se mogu gledati i npr. s koeficijentima u Z. Tada je opet skup svih takvih 
polinoma, uz uobičajene operacije zbrajanja i množenja komutativan prsten Z [x], 
s jedinicom bez djeljitelja nule, a također i nad svakim komutativnim prstenom P, 
imamo prsten P[x). 
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Nadalje, se može se promatrati prsten polinoma u više varijabli x,, 2...) X 
s koslicijeniima u nekom prstenu P; oznaka je PIx,,s,..., xh Npr. u dvije 
varijable x, # prsten P[x, y] ima tipićne elemente: f= Žajprijii a,jeP, gdje se sumira 
po nekom konačnom skupu parova (ijjeN,x N,. Umjesto da se specifira taj 
konačan skup, obično se uzima suma preko svih (ij), ali s time da je a;;==0, osim u 
nekom konačnom skupu parova. 

Općenito se prsten polinoma nad P u u varijabli definira sa 


penje 


PE: Xu] 


na slemenie od 
X, 5 koeficijentima koji su polinomi u varijablama x;,... 
še odmah dobija da tipični element iz R izgleda ovako: 


a Xia VAR. (3) 


Plxno.. Xa] možemo gledati kao na polino- 
Š B 
%u-1 nad P. 


Drugim riječim 
me u varijabli 
iz te definici 


gar na 


" jedinstveno određen koeficijent uz monom x, Može se formal« 
ovdje sumiranje beskonačno, ij. da se sumira preko svih multiinđek- 
A, Al s time da su svi kosficijenti a, ([ii2...i, multiindeks), osim za 
konačno mnogo multiindeksa /, jednaki 0. Mi uvijek pretpostavljamo da varijable 
međusobno komutiraju, kao i da komutiraju pri množenju s elementom od P, pa 
sloga pri R ovisi simetrično 0 x:,...,Xm PA X, česma neku posebnu uiogu; isto 
mo tako mogli pisati polinom / kao polinom u x, s koeficijentima u 
P[X2....X,-1] itd. Svaki produkt x?,..x% zove se monom, a odgovarajući član u 
(3). aa, RJE smonomijakii Ses, Ukupni stupanj (ili kratko: stupanj) tog 
monomijalnog člana ja i +i/+...+1, A Stupanj po verijabli x, oi, Biupani 
polinoma, deg f; od f je najveći stupanj njegovih ne-nul-monomijalnih članova. Npr. 
ako je fa Sxlažs, - Brož + 104, onda firma po x, stupanj 7, po x, stupanj 5, po x, 
pa dog/=11. Ako polinom ima sve članove istih stupnjeva, onda se takav 
ti polinosa (iH fexara). 


Prirodno poopćenje polinoma su formalni redovi, Formaši red (nad C ili R) u 
jednoj varijabH x je formalna beskonačna suma oblika 


3 Geo RMX RODA... (4) 
nsQ no 


gdje su a,EC ili a,eR i opet se zovu koeficijenti formalnog reda . Dva su formalna 


reda fige b, za svako +. Zbrajanje i 
E 8 o 


DELU 
množenje formalnih redova fi g definiru se formulama 


ci 


akbjećifg= (S 


EJ us0 I+jea 


ad)“. 


Forstalni red f je polinom ako su mu svi koeficijenti, osim možda konačno mnogo 
njih, jednaki 0. Kraća se to još kaže: »Gotovo svi kosficijenti 4, su 6.« Skup svih 
formalnih redova nad X u varijabli x označavamo sa R[[x]], 2 nad € sa Cifx1] 
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To su opet prstenovi. Slično se mogu promatrati i formalni redovi nad bilo kojim 
Komutalivnim prstenom P. Naprimjer, formalni red je 


tek [Da] iti je 


no 


jid, 
Svaki red potencija oblika pa a," (nad 2) koji je konvergentan“ na izvjesnom 


»=D 
intervalu može se interpretirati kao formalni red, 


Pozaati su sljedeći razvoji u red potencija: 


(5) 


(6) 


Ja x&-h) (9 


(8) 


152, ell. (9) 
ar 


Uz neke uvjete fmkcija f:(a,b)—>R može se u okolini točke ćaća, b) razviti u 
Taylorov red, ij. postoji otvoren interval Fe (6,0%, cel, tako da za svako xel 
vrijedi“ 


O e o (10) 


Specijalno ako je 


ti 


Tako ustvari redovi (5), (6). (7), (8,) (9) predstavljaju Maclauwrinove redove za 
funkcije na lijevim stranama tih jednakosti. Specijalno korisni redovi (7) su za oeN, 


“ O kosvergonciji redova, Taylorovoj formuli idi, vidi pr, u [135] , 
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i 


iak 


ud 


dese 


EZ 


Tada naime, počam od nekog mjesta nadalje svi koeficijenti postanu 0, pa taj 
(formalni) red prelazi u polinom; recimo da je a=neN. Tada je 


nu Da 1)(n- DJENI Ci 1)(u—2)...3:2:1 
2) 31 ni! 


. a. Pa? 


(l+x)'=i+nx+ 


= 


=|1+nx+ 


ti 


o daxr= X (0) (2) 


k=0 


Formula (12) zove se binomna formula, a koeficijenti () binomni koeficijenti. 
O njima, kao i o binomnoj formuli, više će riječi biti u IV. i V. poglavlju. 
Također je vrlo korisno u (7) staviti «= — 1, Dobiva se 


= 
zlix+bxf+x+, m a 6-11). (3) 


a=0 


1-x 


Ako se tu uvrsti — x umjesto x, dobiva se 


i 2 a 
—_—=1- xa o) —ijxt 14 
i I-x+ EH (-1) (14) 


u < 
Red (13) (i (14)) se zove geometrijski red. Ako u (7) stavimo a=7 dobivamo 


bl 1:+1:3 1:1:3:5 
(l4xF= Nrra x-—:+ a 


ride rv ola kdki 
.. 1:3:5:...(2n-3 
ss in (15) 
ns0 
8 Look 
Slično za a= “3 dobivamo 
A l e 1:3:5:...:(2n—1) 
l+x) Z=- =2(6G-1 z (16) 
ki vl+x pk : 2:4-6:... (21) 
Ako u (6) stavimo — x umjesto x, dobivamo 
2 3 radi 
m(i-sh=-x-5-5- Edie oja (17) 


rr dera 
Oduzmemo li red (17) od (6) dobijemo 


x 5 zžnta e 2n+1 
mižže2l sa anih +. eiš : (18) 


-x 3 5" 2n+1 
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e 

Svakom formalnom redu f(x)= X) a,x" pridružujemo njegovu formalnu derivaciju 
am0 

D4/), koja je opet formalni red definiran formulom 


DZ Š nar = Š (+ Janis". (19) 


nz0 n=0 

Isto tako formalnom redu f(x)= Y/ a,x" pridružujemo njegdv formalni integral / (/), 
n30 

koji je opet formalni red: 


xa 


x 
Up=|f0a= $ a 
R o n=0 
Nije teško provjeriti da je D((D)=/f te da je prao ania For- 
malini redovi se, dakle, deriviraju odnosno integriraju »član po član«. 
Neke »konkretne« primjene gornjih razmatranja zajedno s nekim činjenicama 
iz analize su npr. slijedeće. Stavimo u (14) x“ umjesto x. Tada dobivamo jednakost 
funkcija 


(20) 


1 
Tre Tit HCA xe(-1,1). 


Integriramo li tu jednakost od 0 do x, na desnoj strani čemo integrirati član po 
x 


da , A i 
član, a na lijevoj strani se koristimo time da je hrrzdar 1gx. Dakle. 
o 


Ks x x xžm 
arctgx=x-—+>-—+...+(> DU! = 
arctgx=x t3 T* +(-1y SET 
n-1 
= peba). (21) 
nx ne 


Slično, integriramo li (14) od 0 do x, imamo 


2 st 


2.1 x ox E 
di=x-—+—+... +01) easa 
do 


pa kako je integral na lijevoj strani In(1-+x), dobivamo (6). Nadalje. ako u (16) 
pišemo —xž umjesto x i dobivenu jednakost integriramo od 0 do x. dobivamo 


s 
koristeći ( 


di Š 
=asinx: 
o/1- 


15 1:35. 13:57 


aresinx= “+3 Kiwi a ZABIT UT 
e 1-3:5:.., (nod) žeti 
. pa 22 
I ad a sv 
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KO tu stavimo npr. 


što omogućava približno računanje broja =, 


Formalni red fu n varijabli 4,2...) Xu nad R (ili C) formalni je izraz oblike 


o 


; 


el ska Be 
Bad. (23) 


(GH Č) kovficijenti formalnog reda /. Skup svih formalnih redova u 
i ,onad R označavamo sa R[Ix,,x2,...,x,l). Katkad se kraće 
ali preglednije formalni red (23) zapisuje pomoću multiindeksa ovako: 


P= X0x (24) 


teni 


Slična 


pa 


gdje je Ie(i,,1,...1jeNg; pri tome se “ interpretira kao EE 
švojsiva onima za redove u jednoj varijabli vrijede i za takve redove. 


85. Algoritmi 


Često se kolokvijaluo kaže da se teorijska računatska znanost (engl, vomiputer 
science) zapravo sastoji od nalaženja i proučavanja algoritama. U nekom smislu to 
je i točno, pa taj osnovni pojam zahtijeva i točnu definiciju, Definicije iz leksikona 
POpui »... svaki pravilni postupak pri računanju« nisu zadovoljavajuće, jer ti 
pojmovi nisu dovoljno precizirani. Malo preciznije, ali još uvijek intuitivag, : : 
reci: 


Algoritam“ je konačan niz propisanih postupaka, pravila, naredbi ili recepata 
(uglavnom računskih), koji, ako se dosljedno slijedi, izvršava konkretan zadatak, 
Nadalje, svaki algoritam mora zadovoljavati sljedeće: 


1) Ulaz (input). Algoritam ima nekoliko (možda i nula) ulazni podataka, ij. 
podataka koji su sau zadani izvana i prije samog početka rada. 


3) želaz (outpui). Algoritara je Kao rezultat barem jednu ve 
iočno određen odnos prema ulaznim podacima. 


na, koja ima 


3) Odredenost, Svaka naredba algoritma mora biti jedinstveno određena, tj. jasna i 
vosmislena u svakom mogućem slučaju. 


* Sama riječ nalgoritam« (prvotna algorizem) čini se da dolazi od imena autora poznatog 
orapskog udžbenika iz matematike Ahu Je'far Motammed ibn Misi at-Khowirizmi (oko & Kujiga 
56 zvala »Kizab al jabe walmugabala« (oPravila postavljanju i pretvorbic). Gdavde dolazi i riješ sdgehra, 
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4) Konačnosi. Kad se slijede naredbe algoritma, tada, kakvi god bili ulazni podaci, 
algoritam završava nakon konačno mnogo koraka. 

Kao posljeduji, ali ne i nužan zahtjev, traži se 
5) Efektivnost. Naime, od algoritma sa obično traži da buda i provediv, tj. da svaka 
naredba bude tolko jednostavna da je, barem načelno svatko gože izvršiti u 
konačnom vremenu (obično se koristeći samo papirom i olovkom), 

Algoritmi se mogu zapisali pa razne načine. Ako ih zapisujemo švakodnevnim 
jezikom, treba biti vrlo oprezan da ne bude nedoumica. jedro poboljšanje je da se 
algoritam opiše pomoću tzv. dijagrama toka (engl. flowehart). Na taj način se svaki 
korak stavi u svoja »kutiju« i strelicama se naznačuje sljedeći korak. Kutije 
različitih oblika koriste se za različite vrste operacija. Za smaoge svakodnevne 
aktivnosti mogu se domisliti algoritmi, Tako su apr. razne »kuharice« (tj. knjige 
recepata) pisane približno u stilu algoritama, samo što su često prilično neprecizne 
(npr, što je »prstohvat soli«?). Poanta je u tome da algoritara mora biti pisan tako 
da ga svatko, pa čak i kompjuter može shvatiti (a ne samo npr. iskusna kuharica). 
Na jednom primjeru akodnevnog života objasnit ćemo zapis algoritma i njegov 
dijagram toka. To je ulgoritam za telefoniranje (nekoj određenoj) osobi A iz 
telefonske govornice: 

Kad imamo novca i nalazimo se kraj telefonske govornice, a želimo telefonirati 
osobi A, prvo treba provjeriti da li je govornica ispravna, A ako jest, prva trebamo 
»sitan« novac. Ako ga nemamo, trebamo ga nabaviti. Nakon toga trebamo se 
prisjetili telefonskog broja od A i nazvati taj broj. Ako smo uspjeti »dobiti« osobu 
A, onda s njom možemo razgovarati, a inače se trebamo potruditi da otklonimo 
uzrok neuspjeha i ponovno nazvati (nadajući se da će biti bolje). 

Dijagram toka za to telefoniranje na sljedećoj je slici, Limjesto dijagrama toka često 
se koristi koncizan opis algoriwna riječima, zajedno s komentarima sa strane u 
uglatim zagradama, Goraji primjer islefoniranja tada izgleda ovako, 


Težošcn 
ako govornica sije ispravna 
onda kraj (ništa od razgovora] 
inače svo dok nemaš odgovarajući nsitana novac saši 
zaustavi prvog prolaznika 
pokušaj zamijeniti novgc 


prisjeti se broja ađ A [još nije obavljen razgovar s AJ 


are dok veza nije uspostavljena radi 


nazovi A za detalje vidi upnte na telsfonuj 


sko vera nije uspostavljena 
guis aka je dobivena pogrešnu Hnija 
onda nazovi informacije i traži roj od A 
žanče ažo je bila zauzeto 
ends čekaj 5 minuin 
duaše čekaj 30 mista fbroj je bio dobar, 
ali nijemo dobBi 4) 


inače razgovaraj s A 


ia 


an 


ia 


visa 


ama 


Dijagram toka za to telefoniranje izgleda ovako 


Kase Pa owa e hi e em «STANU NOVAC __| 


U ovom primjeru algoritam je opisan svakodnevnim jezikom, pa nije isključena 

mogućnost drukčijih interpretacija pojedinih autorovih zamisli (npr. što znači 
»govornica nije ispravna«?). 
Stoga se uvode i formalno definiraju programski jezici u kojima svaka izjava ima 
posve određeni, jedinstveni smisao. Čitatelj je zacijelo već upoznat s nekim od 
postojećih programskih jezika kao što su ALGOL, BASIC, COBOL, FORTRAN, 
PASČAL, PL/l, C, PROLOG, LISP, LOGO itd. (v. npr. [93], [177]), koji se često 
koriste prilikom programiranja na kompjuterima, 
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Formalno se algoritam definira na sljedeći način. Računarski postupak (ili 
metoda) je četvorka (Q,U,1,f), gdje je Q skup s podskupovima U,l, a f:0>Q 
funkcija, za koju je f(q)=q, za sve gaf. Skupovi Q,U,1 redom se zovu računska 
stanja, mlazi i izlazi, a / se zove pravilo računanja. Nadalje, za svaki ulaz xeU 
definiramo izračunljiv niz Xo,X1,X2.... rekurzivno sa xo=x, kei =f (x) za k20. 
Kažemo da se izračunijiv niz završava nakon p koraka, ako je p 20 najmanji cijeli 
broj, za koji je x,el, te u tom slučaju kažemo da on daje izlaz x, za zadanu 
vrijednost ulaza x. (Uočite da x,€l =>x,+1€1, jer je Xp+1 ==X,). Algoritam je računar- 
ski postupak koji završava za sve vrijednosti ulaza xeU. Program je zapis algoritma 
(ili čak računarske metode) na jednom od programskih jezika. Nas u ovoj knjizi 
programi kao takvi uglavnom neće zanimati (osim u pojedinim zadacima), pa ćemo 
algoritme zapisivati svakodnevnim jezikom kao u spomenutom primjeru. 

Jedan od najstarijih poznatih algoritama je Euklidov algoritam za nalaženje 
najveće zajedničke mjere (n.z.m. (m, 1)) dvaju danih brojeva i, neN. 

Euklidov algoritam. Dana su dva broja m,neN. Treba nači n.z.m. (mn). 

Podijeli se m sa 1, a ostatak neka je # (Ogr<n). Ako je r=0, algoritam 
završava, a n je traženi broj, a inače se m zamijeni sa n, a n sa ri s tim se 
vrijednostima vrati na početak. 

Koncizno se taj aigoritam zapisuje ovako. 


Euklid 
[traži se n.z.rm. (11.19) 
sve dok je m0 radi 
rs-ostatak pri dijeljenju m sa n 
men 
ner 


kraj. [tekuća vrijednost od m je traženi broj] 
Simbol < se čita »postaje« ili »supstituira se«. Npr. gore »m«-n« znači da 


vrijednost varijable m postaje tekuća vrijednost varijable m. Formalno, u Eukli- 
dovom algoritmu je skup Q računskih stanja jednak 


NUN x NU(f(m,n,r, JUL, nr, JU Em, np. 3))3 mn, paN, reNi), 
ulaz U=NxN, izlaz /=N, a pravilo računanja f: Q-+Q je definirano sa f(n]=n, 


fim,n)=(m,n,0, 1), f0m,n,r, 1)=(m,n, ostatak dijeljenja m s 1,2), 


n, akojer=0 


(m,nr.3), inače fm np,3)=(1,p,p, 1). 


fm, Dad 

Ova formalna definicija algoritma ne uključuje već spomenutu »efektivnost« pa 

se i neka ograničenja na Q,U,1,f u tom smislu mogu formalizirati unutar tzv. 

teorije algoritama, no u to nećemo ovdje ulaziti, Teorija algoritama se uglavnom 

bavi pitanjima egzistencije (efektivnih) algoritama za razrješenje određenih proble- 
ma (vidi [154]). 

Ono što je za praksu zanimljivo spada u tzv, analizu algoritama. Tu se 

uglavnom ispituju radne karakteristike algoritama, tj. njihova efikasnost i to prije 
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svega vremenska složenosi i prostora: ženosi. (Ova posijednju nas manje zanima 
10 je pitanje u vozi s pohranom podataka). Vremenska složenost, ili jednostavno 
složenost algoritma, ili »vrijeme« računanja (ili rada) algoritma jest naprosto broj 
osnovnih računskih koraka koje algoritara izvodi prilikom prijelaza od ulaznih 
podataka do izlaznih rezultata. 

Složenost algoritma općenite je, dakle, funkcija veličine ulaznih podataka ili 
veličine problema, Često je vrlo teško odrediti točnu vrijednosi složenosti. Tako se 
npr. ona e zna već za Euklidov algoritam, ij, koliki je broj dijeljenja kao funkcija 
odnio. Najčešće oga pod složenošću S, (2) algoritma A misli na složenost 
»majgoreg stučaja«, ij. najveći broj osnovnih računskih koraka koji izvodi algoritam 
A uz bilo koje ulazne podatke čiji je broj jednak n. isto tako se često traži prosječna 
složenost 7, (11). No često je i to teška naći pa se zadovoljavamo donjira i gorajira 
a najgori slučaja ili »prosjek« ili njihovo asimptotsko ponašanje kada je 

velik, ij. procjene vrijednosti od S, (m) ili T, (m) za velike u, tj. kada 


Tako npr, deka je Z(m,n) broj dijeljenja u Euklidovom algotitmu za ulazne 
podatke min, 4 je T, prosječni broj koraka dijeljenja za čvrsto 1 i proizvoljno 
m. Budući da je poslije prvog dijeljenja važno samo m mod u (ij. ostatak pri 
dijeljenju m s 1), možemo pisati 


iu 


a 2 T(k,n). 


eo 


Pokazuje sa tada da je ja prosječna složenost za dovoljno velike a dana približno s 
7,2 1.940510g,, 7 (vidi [1231, vol. If). O »najgorem slučaju« vidi zadatak 67. u 
poglavlju VI. 

Složenosti dvaju algoritarga za isti problem mogu se, naravno, razlikovati. 
Neka su npr. Ay i A, dva takva algoriima i neka je npr, S, (me=2/1,a 5, (n)e=dn. 
Tada je očito Aa brž fikasniji algoritam od A, za sve probleme veličine n> 28. 
Uvijek će Az biti brži od A, za sve u počam od nekog mig, čak bez obzira koji su 
koeficijenti uz 1? i x (umjesto 1/7 i 4). Kaže se da je tada 4, manjeg reda nego A,. 
Općenito za dvije funkcije /,g: NR kažemo da je / manjeg reda od g ako postoje 
IN, tako đa je KOJI <Klg(n)|, za sve u 2214. U tom slučaju pišemo f==0 (g) 
O (gm). fi g su istog ređa ako je /=0(g) i g=0 (0). Tako je nar. 
1n2f1 43v (12), 1002 420017 +91 = 0 (97), dok je 57 £0(n). S druge strane, 
eksponencijalna funkcija a"(a>1 čvrst) nije manjeg reda ni od kojeg polinoma 
un, tj. 460 (9) za svako čvrsto reN. To slijedi ovako. iz binomnog teorema 


slijedi a" 


+ brašno: --1)8%, n2:2, a odavđe slijedi da je lim n/a"=0, pa stoga 


ue 


imi p/ač ma 


, dj. većeg je reda od bilo kajeg polinoma od g. Odavde se (logaritrairanjem) 
lako dobiva da a puno brže raste od log, a. Nadalje, lim e"/nh==0 jer, npr, za a=s2, 


A #3 
:) “+0, za no, 


it (n/a JV o Oe dira 02/2 
PI 


ua 


. Specijalao stoga npr. 2“ puno brže 


pa slijedi da je 1! 40 (2), tj. nl je većeg reda od eksnonencijalns Iunkcija. 


Asimpioiska složenost određuje u biti najveći problem koji se može uraditi, 
AKO su dva algoritma za isti problem istog reda, onda, grubo govoreći, nijedan od 
njih ne obavlja zadatak bitno bolje od drugog. Za dovoljno velike u razlika postaje 
zanemarivom s obzirom na razliku dvaju algoritama različitog reda. Ako je 
5, (8) = 0 (f(0)), kažemo da je A O (f)-algoritam, 

jedan od razloga zašto je složenost algoritama važna »kompjuteraširna« je 
da sama egzistencija algoritraa još ne jamči da se problem može praktički ri A 
žigoritara može biti tako nesfikasan da bi čak i s kompjuleriia novih generacija, 
sa sva većom i većom brzinom, bilo nemoguće dobiti rezultate u nekom korisnom 
vremenu. Sloga ireba karakterizirati »korisne« algoritme stajališta prakse. 
Spomenuta razmatranja i praksa pokazuju da su to polisomski sigoritni, Kažemo 
da je algoritam A elikasan ill dobar ako mu je složenost polinomska, 1), ako je 
5, (u)=0(P(1), gdje je (a) polinom. 

Stoga eksponencijalni i pogotovu faktorijelni algoritmi nisu efikasni, dok ja 
npr. algoritam sa složenošću 110g, n, koji je reda O (n?), efikasan i, štoviše, efikasniji 
od algoritma složenosti x". Tako npr, za n==50, 12500, a iog, 12300, a za 
32500, 1Ž==250000, dok je u log, 144 300. Uostalom lim (ulog, n)/n* ==0, 

pe 

ima međutim situacija, kao npr. u inearnova programiranju da su u praktičnoj 
upotrebi algoritmi (kao npr. ne simpleksanetode) koji u »najgorem slučaju« 
imaju sksponencijalnu složenost, ali u praksi pokaznju linearnu složen za šlo 
isorijsko objašnjenje nastoje dati radovi S, Smalsa (Maih. Programming 27 (1983), 
241-262) i drugih (vidi [36]). S druge pak strane, nedavno su pronađeni poli- 
nomsii algoritmi za linearno programiranje (vidi [97]). Knjižica posvećena razaira 
metođama analiza algoritama ja [94]. 


ij 


daeš 


3. Neka sa A, B, C ove izjave. A: Trokut POR je jednskokraćan, 
Trokui POR ima jednske kutove. ixrecite slijedeće izjava rij 
đ) A&-B €) Ce; 1) A&C2e8. Kaje su od njih istinite? 


Trokut POR je jednakostraničun, 
ima: 2) BeA; b) A=-8; 0) Bea 


& Konstrninjte tablion jatinitesti va složena izjave: 
5) A=(A VB); b) A(B=o0); c) (A>B)eC; 

U) (A=>B)(B=C); 2) TA &(ABY)=B; i) (A &B)=A; 
£) Be(JAV 38h h) UA>B)&(BeCJjetd€) 

i) Ae(BelC): ji (4BJoC. 


3. Nogirajte svaku od ovih izjava i pojednomtavite dobijenu izj: 
8) A &(BVOJ&CIA VJB VC b) (A&BjeC; e) del 1B RO); A VBV( JA & IB E 


&. dzjava BA zove so ubrat izjave A8, 14712 
Napišite obrat, konitaposkiju 
PORS pravokutnik. 


1 Javeze, u “42 na koatrapozielja. 
VEui PARS kvadrat, onda je čelverakut 


5. Za svaki zjava A,, A2, odredite koje ka istinita izjave (1) A, 
13) (zA) 8 Veli ="A2), (6) MAisedn) & KAn=A)), ako je 
2) Ar: A POR je jednakostraničan, Ay: A POR ima jeđna! UEOVAr 


b) Aj! 5, F su skupovli SE? Azri su skupovli S 


129 1st) e (Ae 
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EI 


Bea 


diese 


tei 


e 


td 


€) Aj: A POR je jednakokračan, A,: A POR je jednakostraničan; 
d) Au: Četverokut PARS je jednukostraničan, Az: Červerokut PQRS ima jednake kutove, 


6. Neka su skupovi 4,8, C, DELU. Dokažite ili opovrgnite ove tvrdnje: 

a) A&B, C&D=ANCEBND i AUCSBUD; 

b) ASBADB = 2; 6) ASBeAUBAU,; 

d) ANC BOCA m B; €) AUC=BUC=>A=B; 

0 ANC =BNC, AUC = BUC AB; g) AAC=BACeAaB: 

h) ANBUC)=(ANBINAN\Cy i ANBNC)=(ANBIU(ANC); 

ji) AMBAC)=(AAB)AC; k) AOB= ZeAsBoBE3. 

7. Neka su A,B,CqU. Dokažite da vrijedi: 

a) Ax(BNC)=(A x BINA xC); b) Ax(BUC)=(A x BILA x C); 

6) (ANB)xCa(Ax CIN(Bx C); d) Ax(B\Cje(Ax BINA xC) 

8. Neka je S=(1,2,3,4). Dokažite da za relacije pSS x S vrijedi 

a) po ((1, 1), (2,29, (3,3), (4,4), (1,2), (2,1), Q,3), (3,21; je refieksivna i simetrična, a nije tranzilivna; 
b) p= (1,1), (2,2). (3,3), (4,4), (1,23) je refleksivna i iranzitivna, a nije simetrična; 
e) o=((1,1), (2,2), (1,2), (2, 1) je simetrična i tranzitivna, a nije reflcksivna. 


9. Gdje je greška u ovom »dokazu«: »Teorem. Neka je p simetrična i tranzitivna binarna relacija na 5. 
Tada je p refleksivna, Dokaz. Neka je (x, yjep. Zbog simetričnosti je tada i (y, xJep. Zbog tranzitivnosti 
je onda i (x,xJeg. Dakle je p refleksivna«? 


10. Za sljedeće retacije ispitajte da li su refleksivne, simetrične, tranzitivne i antisimetrične: a) p na Z, xpy 
ako je xiy; b) okomitost na skupu svih pravaca u ravnini: o) p na Z, spy sko je x+ y parau (neparan); 

d) pana Z, xpy ako je x— y paran (neparan); e) p na Zx ZZ, gdje je (x, ylp(u,v) ako je x<u. 

Ako je neka od ovih relacija ekvivalencije, nađite kvocijenini skup. 


11, Neka je S skup. Dokažite da je (P(S), €) partitivni skup od S s inkluzijom parcijalno uređen skup. 


12. Neka su (S', &'), (S, &") dva parcijalno uređena skupa, a Sm S'x S". Dokažite da je < na S 
parcijalni uređaj, definiran s (x(x")g(y,y")ako je x'g'yKa"g"y". 


13. Neka su f: R+5, g: S>+T preslikavanja. Dokažite da je f injekcija sko je gof: R>T injekcija, a ako 
je gof surjekcija, da je onda i g surjekcija. 


14. Na skupu RŠ svih realnih funkcija f: S>R definiramo f<g sa f(x)Sg(=), VxeS. Dokažite da je £ 
relacija parcijalnog uređaja na R5. 


15. Neka je A£5, BET, af: 5-+T. Dokažite da je f7! QA) =A ako je f injekcija, a ako je f surjekcija 
onda je ff-'(Bjm=B. 


16. Dokažite Teorem 1. 
17. Neka su S, T# D skupovi, Dokažite da je S x T konačan skup ako i samo ako su S i T konačni. 
18. Neka je S skup za koji je skup svih bijekcija S-+5 konačan. Dokažite da je i S konačan. 


19. Neka su skupovi S, T# Z takvi da je skup svih surjekcija Sur(S, T) sa S na T također neprazan, a 7 
nije jednočlan. Ako su Sur(S, 7) i T konačni, dokažite da je i S konačan. 


10. Neka su 5,7 konačni skupovi i neka postoje surjekcije ft S>T, g: TS. Dokažite da su f i g 
injekcije i |Si=17]. 


21. Neka su skupovi 5, T# B takvi da je skup 75 svih funkcija sa S u T konačan. Dokažite da je tada i 
T konačan skup. Uz koji dodatni uvjet možemo tada tvrditi da je i S konačan? 
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22. Za bilo koje skupove X, X, oznaka card X «card Y znači da postoji injekcija X —> Y, aj Dokašite du je 
card Y «card X uko postoji surjekcija f:X + Y; b) Dokažite da je relacija < refeksivna i iranzitivna. 


23. a) Dani su skupovi X & Ya Z. Dokažile card X =card Z=card Y acard Z. (Neka je f: Z+X bijekci- 
ju. induktivno definiramo f':Z>Z sa Piz)a:, Piz)af(fP-'(2)) 262. Tadu definirajte g: Za Y su 
gtzl=f(2) za 2eUf(ZN\ F4 rm=0,1,2,..., g(iz)z, zu preostale zeZ i provjerite da je g bijekciju) 

b) Koristeći se s u) dokužite Cantor'\-Bernsteinov teorem: 


card X <card Y card Y card X card X =card Y. 


24. Neka je S skup, u ?(5) partitivni skup od S, Dokažite da postoji injekcija S-+? (S), uli ne 
posioji surjekcija sa S na 7(S). (Kad bi posiojala surjekcija f: S5+?(S), promotrite skup 
A: = ixeSlxgf(x))€ S). Zaključite odatle da je card?(S)>card S, pa odatle da nema »najvećeg« 
kardinalnog broja. 


25. u) Pri proučavanju beskonačnih skupova često se koristi ovaj sksiom izbora. Za svaki skup 5# 5 
postoji funkcija f: 7 (S) \( ZI) —5. tako da je f(AjeA za sve A (f se zove funkcija izbora). Dokažite da su 
sljedeće izjuve skvivalentne, (i) Skup S je beskonačan, (ii) Postoji injekcija N-+5, (ili) Postoji injekciju 
SS, koja nije surjekcija. 

b) Dokažite da su sljedeće izjave ekvivalentne. (1) Aksiom izbora, (2) Zornova lema. Neka je P 
parcijatno uređen skup. Ako svaki lanac u ? ima gornju među, onda P ima barem jedan maksimalni 
elemeni: (3) Zermelov?! teorem, Svaki skup se može dobro urediti, (vidi npr. [233]). 


26. Neka je fi: $>T neka funkcija. Neka je p=1(x.y)6S x Sf(x)=f(y)). Dokažite da je p relacija 
ekvivalencije na S, Neka je g: S-+5/p kvocjentno preslikavanje, Dokažite nadalje đa je f=xgof", gdje je 
f:Stp=f(S) bijekcija. 


27. Neka je S skup od n elemenata tj, |S] =a. Dokažite (matematičkom) indukcijom da je |P (S)|=2'. 
28. Dokažite indukcijom: 


H U i 1 i 1 
i m Tu ia a b) +25 +... +0 e-nš+mn4+ 
a) P+Ž+...+ IKI ud ja ) 1424+... +1 zi +" 


29. Dokažite indukcijom da za sve realne brojeve x>—1 vrijedi (l+xX>1+:"x, seN. Opčenilije 
dokažite da za sve 0<x,<1 vrijedi (1-x,)(1- 24): (0x021 +xyk.. ba) 


38. Dokažite indukcijom 


U i 1 n wi nE Na m Pid "+2 
jek gole dima m ani ća 
RAr u ruska rervjarrs i EJ FU 


34. Dokažite da vrijede ove nejednakosti za pozitivne brojeve x, yi 2.51.5204 X, Ispitajle kada vrijede 
jednakosti: 


11 
a) Žač>x b) + +2 23xyri €) traprn(2+242)a0: 
X; E: 
d)(l4xHl+x)..(1+x)z2tako je xrkxih.. bžamli 


M : MR ELE) 
€) —+>2>xy, gdje su p, g racionalni brojevi i-+-=1; 
p.oq pa 


prav“ 
b] >p*a* za pgeN; g) Zežeže o +ŽLšiani 
2 X X XA X 


"Georg Cantor (1845 .— 1918), njemački matematičar; osnivač teorije skupova. 
7 Ernst Zermelo (1871 — 1953), njemački matematičar. 
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Em (že): 


"loga kh X eb/m 
pie“ ŽE 5 


si 
. Ponda ituotičke, geometrijsku 1 haenoaljska sredkiu podataka (brojeva) x,,12,...,x4>0 5 
ipadnim Krutnostina redom f.,A,..., fred definiraju ss ovako: 


s u u phi 
čtepe( rls) ope 24) z 
ii ši 


DoHe2036... 00 


tea 


gdje je fwe Sj, Dokužite da je H(x eO SALA 


rei 


) delinjra se rta težinske scedina S, (xh «(fu XL. Dokužite da 


Za rel 


mom 


iožinske sredine monotono rustu, 1. pLgeeš, 


par 
1 


td GS S,(5). Jednakost vri 
 Dokažite nadalje ovu Čehiševlleva najednukost. Za B-< x, < 
vrijedi 5, (1) 5,(934 8,00). gdjejezy (X...) 9). Što se dobiva za ze 17 (Težin: 
definirati i za svako zeR, pa izere itako je npr. S, 


sredine $,se mogu 
itmetička sredina, 5, (ij, lim S,) geometrijska, a 
o 


a 


+ gradina, dak je £. > vinima:  taakshavu brojeva s 


€ Lagrangeov identitet (4,0, 


žadježić 
s-Sebnartza [Za,b|x(KaA (EGA 


35. Koristeći osnovni teorem 
brojevima i konačnim multi 
pridruženi redora mulii 
dmi me 


itmetika, dokažite da postoji 1-1 korespondan 
upovima nad skupom svih prostih brojeva. Ako su brojevima m in 
upovi M i M, koji mujtiskupovi su pridruženi brojevima n.z.m. (ma), n.v. 


: +075 2,)- Ako su polinomima /(z 
ti multiskugovi F i G nad €, kojim polinomima su pridruženi multi 


ažite da za mukiskupove M,N,P,... vrijedi MG N==MONe M=>MUN=N, MU(NUP 
Mlid iti. Madite još neka svojstva oper 


MUĐJUN, 
ja U, 14, 44 s muštiskupovima i dokužite ih. 


38, a) Napišite ulgoritam za rješavanje zadatka o čovjeku, vuku, kozi i zelju (vidi I, zed. 30 2). Mapišite 
program za rješenje tog zadstka u programskom jeziku prema izboru. 


Dj Isti zadatak kuo a) za tri ljubomorne supruge (1. zad. 30 b)). 


39. Napišite algoritam za rješavanje zadarka o prefijevanju vina (vidi 1, zad 
u nekom programskom jeziku. 


Ji napiše program za to 


40, Napišite aigoritst za nalaženje svih trojki (x, ), 


NS, takvih da je x24 gl, 2<100. 


“E. Magifui kvadrat nxa, u neparan (usp. I, Primjer 7) može se ovako konstruirati, Pošinjemo s 1 u 
gornjem srednjem polju. Tada idemo gore-lijevo i upisujerno brojeve redom u rastučem poretku u prazna 
polju, Ako ispadnemo iz našeg kvadrata, zamišljao da je to isto polje u popločavanju čitave ravnine i 
nastavimo, Ako je neko polje već popunjeno, spuštamo se dale i nastavimo, Napišite algoritam i 
program za tu konsirukciju, 


S KOMBINATORIKA 
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42 Neka je S=1m,41....9o) nčlani skup čiji slementi su u danora čvrstom poretku, a pSx s 
binarna relaciju nu S, Matrica roluelje p je (nx nimatrica M: = M (p)es[my], gdje je my=1 ako je 
(upa)jEp, niy=0 inače, Za renine (zx njadatrio A=[a,], Be[b,]. A4B znači Busby za sve Lj. 1, 
označava jediničnu (a x ujmatiicu, 6 A* s [ag] traasponiranu sanislen od A, tj, day. Dokažite slijedeće 
tvednje 


u) pje reflsksivna «1, M; 
$) pje simetrična <> M = MT; 

C) pje tranzitivna s» MM M5 Aš, 
doje 


amlisimetrična <> Af x MY £1, (ovo množenje x matrica je »šlun pa člinig. 


45. Na temelju prethodnog zadaika napišite algoritam i progra (u prograaskom jeziku prema izboru) 
Za prepoznavanje relacije ekvivalencije na konačnom skupa. Kolika je složenost tog algoritma? 
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ie 


us 


sa 


še 


sa 


II. Dirichletov princip i Ramseyev teorem 


$1. Dirichletov princip 
E. 


Dirichletov princip jedan je od najjednostavnijih elementarnih kombinatornih 
principa, ali istovremeno i vrlo koristan princip, koji služi za rješavanje najraznovr- 
snijih problema. U literaturi je još poznat pod raznim imenima: »princip pretinaca«, 
»princip kutija« ili »princip golubinjaka« (od engl. »pigeonhole principle«) itd., ali 
mi ćemo ga zvati Dirichletov princip, prema njemačkom matematičaru G. Lejeune- 
-Dirichletu (1805.— 1859), koji ga je prvi jasno formulirao i često se njime koristio pri 
svojim istraživanjima u teoriji brojeva i analizi. Grubo govoreći, taj princip kaže da, 
ako vrlo mnogo golubova doleti u nekoliko golubinjaka, onda će bar u jednom 
golubinjaku biti bar dva goluba. Malo preciznije, Dirichletov princip možemo 
ovako formulirati: 


A Dirichletov princip (slaba forma). Ako u +1 predmeta bilo kako rasporedimo u n 
kUtij 


ia (pretinaca), onda bar jedna kutija sadrži bar dva predmeta, 


Dokaz je gotovo nepotreban, a ide kontradikcijom. Pretpostavimo da svaka 
kutija sadrži najviše jedan predmet. Tada bi i predmeta bilo najviše n, a imamo ih 
n+1, pa je to kontradikcija, 

Primijetimo da nam Dirichletov princip daje samo egzistenciju kutije s bar dva 
predmeta, a ne daje efektivni algoritam kako je naći. 

Drugi način da se iskaže slaba forma Dirichletovog principa je ovaj. Neka je S 
skup sa \Sl=n+1 i pretpostavimo da smo S rastavili u k disjunktnih podskupova 
Auđa,...,Ax(k<n). Tada postoji skup A: za koji je |[4[>2. Naravno, ako je 
[S[>n+1, onda tvrdnja pogotovo vrijedi. Preciznim matematičkim jezikom može- 
mo sada taj princip izreći ovim teoremom. 


TEOREM 1. Neka su S i T konačni skupovi, takvi da je ISI>1Tl,af:S—>T neko 
preslikavanje. Tađa f nije injekcija, tj. postoje x, x'€S, x £x', tako da je fix)=f(x) 
Dokaz je isti kao gore pa ga ne navodimo, 


Jedna druga ekvivalentna forma Dirichletovog principa je sadržaj sljedećeg 
teorema. 


TEOREM 2. Neka su S i T konačni skupovi sa |S|=|T|=n a f:S>T neko 


preslikavanje. Tada je 
f injekcija <>f surjekcija. 


s1 


Dokaz. = : Ako je f injekcija. onda je očito 15] =|/(S)|. Prema pretpostavci je 
iSl=1T|, a kako je A(SJET, te zbog |f(S)|=|T| slijedi da je J(S)=T, jer je T 
konačan skup. Dakle, f je surjekcija. 
<=: Za svako preslikavanje g: X>Y među konačnim skupovima je očito 
\g(XSIX|. Neka su x, x'€S, sf. Pretpostavimo da je f(x)=/f(x"). Promotrimo 
restrikciju f':S\(x]>T od fu. F=f/S\fx). Očito je tada i f' surjekcija, pa je 
zbog gornje napomene tada n=1f':(S\(x)[g|S\ix)|=a— 1; šid je nemoguće. m 

Sada ćemo navesti dosta raznovrsnih primjera. koji pokazuju široku primjenu 
tog principa. 

Prim Među 13 ljudi uvijek postoje dvoje rođenih u istom mjesecu. 

Dokaz. U duhu Teorema 1. ovdje se skup S sastoji od 13 ljudi, a skup T od 12 mjeseci u godini, 


Preslikavanje f: S—>T svakom članu od S pridružuje mjesec rođenja, Kako f nije injekcija, to postoje dva 
različita člana g čije su vrijednosti po f jednake, tj, postoje dvoje ljudi rođenih u istom mjesecu. il 


dm Pet različitih pari rukavica nalaze se u jednom pretincu. Izvlačimo nasumice po jednu 
rukavicu Knevraćamo ih natrag u pretinac. Koliko je najmanje izvlačenja potrebno pa da smo sigurni da 
imamo obje rukavice jednog te istog para? 


Rješenje. Ovdje je S == skup svih rukavica koje smo izvukli, T=skup svih parova rukavica, f: ST 
pridružuje izvučenoj rukavici njen par. Da bi primijenili Teorem 1, mora biti 1S]>17] ==5, a najmanji 
takav broj je |5]+6. 1 


Primj . Hrvatska ima 4,6 miliona stanovnika. Čovjek ima najviše 300000 vlasi na glavi, 
Dokažietđa postoje barem 16 ljudi u Hrvatskoj s sna dlaku« jednakim brojem vlasi na glavi. 


S Rješenje. Podijelimo sve stanovnike Hrvatske nu pretince« obzirom na broj vlasi na glavi, lj. na 
one koji imaju 0, 1,2,3,..., 300000 vlasi na glavi. Kad bi u svakom pretincu bilo < 15 ljudi, bilo bi u 
Hrvatskoj < 15:300001 = 4500015 stanovnika. 18 


Pripiler“4. Neka su q,a1....,G» cijeli brojevi. Tada postoje kle(1,2,....m). k<i. tako da je 
Ga +Mat ta, djeljivo s m. Drugim riječima, postoji nekoliko uzastopnih članova u nizu 
0,,03,---,0, čija je suma djeljiva s m. 


Dokaz. Promatrajmo m Suma: 21,21 +42, 6; +82 +03,...,01 +... + 0n. Ako je neka od tih suma 
djeljiva s m, onda smo gotovi, Stoga prempostavimo da svaka od tih suma ima ne-nul-ostatak pri 
dijeljenju s m. Ti ostaci su 1,2.....m—1. Kako imamo m suma, a m-1 ostataka, tada prema 
pu postoje dvije sume uy +41+...+a,i0;+6,+.., +4, koje imaju isti ostatak r pri 
..+a,=bm+rn, a+...+a;=cm+r, pa odatle slijedi a,,,+...+a,=(c—b)m, tj. 


* 
(Paul Erdčs*). Iz skupa N.,=(1,2,3,....2n) odabran je podskup S od n+1 elemenata. 
Tada posioje x, yeS, tako da je x djeljiv sa y (1. ylx). 


Dokaz. Svaki prirodan broj se može napisati na jedinstven način kao 2*-a, gdje je k>0, a neparan, 
tj. izlučimo sve faktore 2 1og broja. Za brojeve između 1 i 2n vrijednosti od a su među n brojeva 
13,5,...,2n— 1. Stoga u S koji ima n+1 elemenata postoje dva broja čiji su pripadni a jednaki. Neka 
su to brojevi Za i 2'a. Ako je rgs, onda reDel2'amx, a ako r>s, onda ye 2a|2'a= x. Primijelimo da 
je to najbolji mogući rezultat u smislu da tvrdnja više ne vrijedi ako makar malo oslabimo uvjete. Npr. 
ako je [Sla umjesto |S] =n+1, tvrdnja više ne vrijedi, tj. nijedan od njih ne mora dijeliti niti jedan 
drugi broj iz S (Promotrite Sa (n+1,m+2. 2n). & 


Primjer 6. U svakom konveksnom poliedru uvijek postoje dvije strane (plohe) s jednakim brojem 
bridova. 


* Paul Erdčs (r. 1913), suvr. mađarski matematičar, 
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Dokaz, Uočimo stranu s najviše bridova, Ne to zreigrokut M. 
nikoju dva brida iz P no rogu istodobna biti bridovi i neke druge 
poliedar osin P ima barem još u stranu. Te stene mogu imati 34,5, 
vom principu postoje-stoga bar dvije strane s istira brojem bridova.  f 


dog koaveksnosii poljedsa, 
ane polieden. (Zašto?) Staga 
+8 bridova. Prema Dirichleta- 


ad danih 9 tačaka koje su 


365 


34, 20, 


Dokaz, Kastavimo kvadrat u četiri kvadratića kuo ua slici 20, »Najgori« raspored koji raogu imasti 
8 točaka jest du su u svakom kvadratiču dvije točke, Tada je prema Dirichlatovam principu deveta tačka 
u nekom ad tih kvadeatiće, npr. u donjem desnom. Opišimo mu krug. Njegov radijus je 


pa su u tom krugu 3 od danih 9 točaka. Bf 


* Primjer 8, Pripremajući se za svjetsko nogometno prvenstva. nogometa ja reprezentanija imala 11 
ijedana priprema. Stručni štah je odlučio de seprezemjacija igre i daa bar jednu probi uiakulicu, 
Mao kako sv igrači ne bi premorili, odlučeno je da se u svakom ijednu (=7 dana) odigra najviše 12 
probnih utakmica. Dokežite da će na tim pripremama reprezentacija odigrali u nekoliko uzastopnih 
ana toćno 21 utakmicu, 


Rješenje. Neka je qs: bri 
prvog | drugog dana priprema, ay 


itakmica odigran prvog dana priprema, eye broj utakmica odigra 
roj utakmica odigran prvog, drugog i trećeg dana priprema jtd. Niz 
dadne. dn strogo je rastući je svakog dana odigrana bar jedna utdkmica, ih <a, <an. 
6, mist, a kako je m 12 utakmica odigrano tokom svakog tjedna, to je agr 12:11 = 132. Niz 
Mikan 21,,..,01 +21 je onda također strogo rastući | g 4-21 g 132421 6: 153. Prema tome, svaki 
od (44 broj RETRRR s+24..., ja ohiletovam 
principu postoje medu njima dva koja su jednaka. Među prvih 7/ nema jednakih, a isto tako ni među 
posljednjih 77, Staga postoje &, | apr. k<i tako da je dajem +21. Dakle, u danima k+1, k+1../d 
ruprazentavija će odigrati točno 21 utakmi a 


Sada ćemo malo poopćiti Diriohletov princip. Primijetirao prvo da ako 21+1 
predmeta treba rasporediti u u kutija, tada će (bar) jedna kutija imati bar 3 


predmeta: 


SLOZI 


ilje, ak | predmeta treba rasporediti u yn kuži će u (bar) jednoj 
kutiji biti bar 4 predmeta itd, Općenito, ako je n(r"T"F1 predmeta razmješteno u 
a kutija tada ća bar u jednoj kutiji biti barem » predmeta. Drukčije rečeno, vrijedi 
ovaj tearem. 


ka forma), dka je m predmeta razmješte- 


sa ati 


Ho u u kutija, onda bar jedna kutiju sadrži 


+1 predmet (za x najveće 


cijelo od x). 


iJokaz, Najveći multipi, od u, manji od za nađe se tako da se multiplicira u s 


1,2.3,..., Sve dok sa dode do m--1, a ostatak odbaci. Taj 


jč jednak : 


m 


Kad bi bilo točno |“ : 


Sim |< predmeta, stavili bismo 
svaku kutiju, ali kako imamo m predmeta, moramo imati više od toga bar u jednoj 
kutiji. s 

Ddgovarajuči matematički ogis te jake forme sadržaj je narednog teorema, 


ZROREM 4, Neka su S i T konačni skupovi, |Slem, [T|=n, a fiS>T. Teda 
pvosioji yaT, tako dije 


ži m-i 
Vb) lezi B Loge 
Xrimjer 2. Među 44 čovjeka bar je d rođeno u istom mjesecu, 
. mE-25! 
Dukaz, Prema Teoremu 3 barev je E “+1 13.583 «4 rođeno u istom mjesecu. ai 


mI doba . | 4800000 
Isto tako ui duhu Tsorema 3, dobivamo da u Primjeru 3 br: | SRO 


++ 12:16 dudi u Hrvatskoj 


šrna isti broj vlasi na glavi, 


Sada još malo poopćimo Dirichietov princip. 


a-++1 predmeta razmiješteno u n kutija KK...) Ku 
onda bar jedna kutija K, sadrži 227, predmeta, 1). ili Ki sadrži >n predmeta di K2 
sadrži zr, predmeta,..., ih K, sadrži >v, predmeta. 


Dokaz je opet komtradikcijom. Kad bi svaka kotija X, sadržavala <", predmeta, 
onda bi ukupan broj predmeta bio <(r,—l)+fe,-1)+.. 6 b0 ljen $r,n, 
što ne može biti. 

Napomenimo da je rd... 67,8 moguće rusporediti u n kutija, tako da 
svaka K, sadrži <, predmeta: 7, UKinofmdu ša čeri u K, Nadalje, 
primijetimo-da-g# ri rčobivamo jaku fomau Dirichletovog principa, 
a ako je x tome jošis==2; dobivamo slabu formu. 

žedna reformulasija jake forme Dirichletovog principa je ova: 


TEOREM $. Neka sa r,neN, ie 61,09,...,4,8N. Ako je arumeričko sredina 
Be 


iprosjekj koa - 3, onda je bar jedan od brojeva ,....4, veći ili 
GI 


jednak r. 
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ie» 


Dokaz. Uzmimo n(r—1)+1 predmeta i rasporedimo ih u n kutija K,,... Ka 
Zai=1,2,...,a neka je a,=broj predmeta u kutiji K,. Tada je prosjek 


aa+a+...+a, nir—l)+l 1 
————=————=r-1+- 
n n n 


Kako je prosjek >r—1, bar jedan član a, mora biti >r—1, a kako je aaN, to je 
a>2r. 


Primjer 10. Imamo dva kruga: K, (manji) i K, (veći). Svaki od njih je razdijeljen u 200 
kongrventnih isječaka, U krugu K, odabrano je proizvoljnih 100 isječaka i obojeno crveno, a ostalih 100 
isječaka je obojeno plavo. U krugu K, obojimo bilo kako isječke crvenom ili plavom bojom. K, je tada 
postavljen na K2 tako da im se središta podudare. Dokažite da je moguće namjestiti (rotirati) manji krug 
K, tako da se na barem 160 isječaka podudare boje isječaka na X; i K2. 


Rješenje. Ukupno imamo 200 položaja malog kruga K; u odnosu na fiksni veliki K,, tako da je 
svaki isječak od K, sadržan u odgovarajućem isječku od K,. Prvo pogledajmo koliko je ukupno mogućih 
poklapanja boja od ukupno 200 pozicija krugova. K2 ima po 100 isječaka obiju boja, pa će se točno 100 
isječaka (od 200 mogućih) od K, bojom poklapati s odgovarajućim isječcima od Kg. Stoga će ukupan 
broj preklapanja boja u svim mogućih pozicijama biti jednak broju isječaka manjeg kruga K, pomnože- 


=108. 


20000 
nom sa 100, tj. 20000. Prema tome prosječan broj preklapanja boja u jednoj poziciji je Er] 
Prema Teoremu 6, mora biti bar jedna pozicija u kojoj se bar 100 isječaka poklapa po boji. Mf 


Primjer 11, Neka je 1? +1 vojnika poredano u vrstu. Tada je uvijek moguće odabrati n+1 njih u 
nizu, tako da iduči od lijeva na desno, njihove visine ili rastu ili padaju. 


Ovo je samo jedna zgodna formulacija sljedećeg teorema. 


TEOREM 7. (P, Erdis, G. Szekeres, 1935). Neka je a,,a2,...,4441 niz od 
12 $T realnih brojeva. Tada u tom nizu postoji rastući ili padajući podniz duljine n+ 1. 


Naprimjer, za n==2 promatrajmo niz duljine pet: 16,7,39,4,25. U ovom nizu 
imamo jedan tročlani padajući podniz: 16,7,4. 


Dokaz. Pretpostavimo da ne postoji (n+ 1)-člani rastući podniz našeg niza, pa 
dokažimo da postoji padajući niz duljine +1. Za k=1,2,3,...,1*+1 neka je 
px=duljina najvećeg rastućeg podniza našeg niza koji počinje s ax. Zbog naše 
pretpostavke je pa<n za svako k=1,2,...,12+1, a očito je i 1 za svako k. 
Dakle, P1,P2,....Pasi je niz od nZ+1 prirodnih brojeva između i i m. Prema 
Dirichletovom principu (jake forme) za r—1=n, tj. r=n+1, slijedi da postoji bar 
n+l od tih brojeva koji su jednaki, tj. opostoje ok, kaan, 
I<h<k<..<kaigi+l tako daje ,=B,=... =D, Pretpostavimo da je 
za neko ie(1,2,...,1) 6 <a, Tada zbog kr<kie1 možemo uzeti najveći rastući 
podniz koji počinje s a,_, i staviti 4;, na početak. Tako dobijemo rastući podniz koji 
počinje s a. No, zbog definicije brojeva px, to povlači da je P,>Px.,» što je 
nemoguće. Stoga zaključujemo da je a,2a,,, za svako i=1,2,...,m. Dakle, 
84,24, 20,9 PA Gps. +90, tvore padajući podniz duljine n+1. Posve 
analogao zaključujemo u preostalom slučaju. Time je Teorem dokazan. Il 


Napomenimo da je taj Teorem opet najbolji mogući rezultat u smislu da 
rezultat više neće vrijediti ako umjesto 7% +1 brojeva promatramo samo n brojeva, 
Npr. za n=3, u 9-članom nizu 321895746 najdulji rastući ili padajući podnizovi 
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imaju duljinu 3. No ako ovdje bilo gdje ubacimo, recimo, broj 10, dobit ćemo ili 
rastući ili padajući podniz duljine 4. 

Nakraju, evo još jedne primjene Dirichletovog principa u matematičkoj 
analizi. 

TEOREM 8. Neka je ueR, ZR No. S! = (zeC] 2] =1) jedinična kružnica u 


kompleksnoj ravnini, a f: SS! rotacija (upr. u pozitivnom smjeru) za kut a, zeS!. 
Tada je skup P== (f"(z)jneN,) gust na 55. Pritom je f" (z)=2, f' (2) = f(2), (2) =fU(2)). 
PB) =fU?(2)),... i općenito JU (2)=f(f7 (2). 


Da je skup PES! gust na S! znači da u svakom otvorenom luku lučne duljine 
£>0 postoji točka iz P. Opisno govoreći, taj teorem kaže da rotiramo li neku točku 
(u pozitivnom smjeru) za kutove «,2%,3%,..., onda se ovako dobivene točke nalaze 
»gotovo svuda« na kružnici, tj. u svakom netrivijalnom luku. Očito da to neće biti 


tako ako je kut a komensurabilan s 21, tj. ea. Npr. ako je u=>, az=1, onda je 
skup (P(zjneNoj= (11, 1-1). 
Dokaz Teorema. Podijelimo kružnicu S! na n jednakih poluintervala 


2 
A1, 02...) 6 bučne duljine Ze 


ER đi 
ER A& 


A 4y 
SL22. 


Promatrajmo skup točaka (2,/(2),...,/f"(2)). Tu se zaista radi o n+1 različitih 
točaka, jer ako je npr. f*(z)=f'(2), OSk<i<n, onda, budući da je rotacija f očito 
bijekcija, slijedi da je f'-*(z)=z. Svaku točku na S! možemo napisati u obliku 
zed=cosp+isino. Stoga je f'-*(z)ad?*Ć-H", pa postoji reN, takav da je 


u 
p+2nr=p+(i—k)e, pa je zo što je suprotno pretpostavci. Dakle, točke z, 


T(2)..... (2) sve su različite, pa prema Dirichletovom principu postoje dvije od njih 
u jednom te istom poluintervalu A,. Neka su to f''z), f/(2), />i. Neka je dmj ieN. 


2 
Kut da je lučna udaljenost između f'(z), f!(2), pa je da, U nizu točaka | 
2, f*(2), f2*(0), f*(2),... svake dvije susjedne točke su jednako udaljene, i to u 
lučnoj mjeri za da<2. Neka je sada £>0 i neka je n odabran tako da je Z<e 


Ako sada uzmemo &-okolinu bilo koje točke na S! (tj. otvoren luk sa središtem u toj 
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šo 


hučno duljine 8), onda postoji točka f'" (2) koja je u toj okolini. To znači da je 
skup P gustna S! g 

Ovaj teorem ključan je u dokazu činjenice: uko u svakom kvadratiću beskonač- 
nag kvadratičnog polja sjedi jedan zgc, | io tako da je svaki od njih smješten u istu 
iočku svog kvadratića, pa ako lovac koji je u ishodištu nacilja u smjeru č 
iangens Kuta obzirom na koordinatne osi iracionalan, onda će lovac pogoditi 
bar jednog zeca, To drugim riječima znači da će pravac s jednadžbom y==Qx u 
xjeravnini, eRN\Q proći po volji blizu nekim cjelobrojnim točkama, odnosno 
namotati će se na iorus svuda gusto (ij. u svakoj okolini svake točke torusa 


biti točaka namolanog pravca). Torus je kvocijenini skup R/-, gdje je 
(xy) jez x'eZ i y-yež. Torus je (topološki) ekvivalenian sa S! x S!. 
Ova činjenica ima važnih reperkusija u diferencijalnim jednadžbama i t teoriji 


ergodičnosti (v. [2281). 


Pihmjer 12. Čovjek korača cestom koracima dugim lm, Na pravilnim razmacima ad zm 
iskopani su na gesti poprečni uski kamalići, Dokažite da ća čovjek kud-tad stupiti na neki od kanalića 
(pritom možemo zanemariti ili daljinu čovjekovog stopala ili Širinu kanalića, ali ne oboje). 


Rješenje. Zamislimo da smo cestu marotalić nu valjak čiji je opseg baze /2m. Tada svi kanalići 
na valjku »padnu« aa jedno ta isto rajesto na valjka, tj. u projekciji na kružnici, Stoga svi ci kanalići 
(gledano u projekciji) »padnu« na jedan mati luk kružnice duljine & (sl. 23a). 


Kovačanje čovjeka po cesti odgovara (pri namotavanju) rotaciji neka točke po kružuici za kut (tj. luk od; 
trm,ožm 3m... u pozitivnom smjeru. Kako je IMA iracionalan broj, Teorem 8 povlači da će neks od 
zarotiranih točaka upasti na gdluk što onda znači da će čovjsk stupiti na neki od kanalića. #€ 


Primjer 13. Dokažile da postaji potencija broju 2, koja u dekadskom zapisu počinje s 5 devetki: 
2599999... 


Rješenje. Traže se k,ngN, tako da je 99999- 10 € 2 < 10 *eek 1099999 < nlog2<k4+5. U 
smislu prethodnog primjera, ovdje je »duljina koraka« log2, a udaljenost među »susjećnisa kanolićima« 
Kkojima je širina 5 —10g99999), jednaka je 1. Tvrdnja sada izlazi kao u Pomjsru 12, jer je log2 
iracionalan broj. 


Primjeć 14. Moka je a i nali, Tada postoje <, zeZ tako da je 


ta 


Dokez. Promatnjmo brojevs e eo gdje je »=0,1,..., 


je geR NG, cuda će ni brojeva u 


i=01,...,2-3 sadežj tađa bar dva od tik u4 Aa brojeva (prema Dirichlerovom principu), ti. Benu 
i 


Oduzinunjem slijedi 


- EEIJELTVA 
a ua 


1 
(m-n)-odp,-9)e- 
m 


eltu-u)-a(0,9 


uda Xa, ito je <y<n: Bi 


52. Ramseyev tesrem 


1930. g. sngleski matemaličac i logičar Prank P. Ramsey (1903-1930) je 
dokazao ieorem kojeg je Dirichletov princip samo jedan sićušan specijalni slučaj. 
Njegova istraživanja u »formalnoj logici« i teorem kojim je io okrunio tek su 
mnogo kasnije našla svoju pravu primjenu i vrijeđnosi u kombinatorici, a napose u 
teoriji grafova. Kao i u Dirichletovom prinčipu i ovdje se tvrdi postojanje izvjesnih 


S a pra dia .ime1 a 
brojeva (u Dirichletovom principu: barem dva, u jakoj formi |-— +1 itd), 


Ramseyev teorem, dakle, osigurava egzistenciju izvjesnih brojeva, izv. Ramseyovih 
brojeva, čije je vrijednosti ili gornje i donje ograde općenito vrlo teško nači 
sksplicitno. Time se bavi »Ramseyeva teorija«, a danas je to vrlo intenzivno 
Proučavano podr moderne kombinatorike. 

Da se dobije osjećaj o čemu je riječ, svo jednog tipičnog problema iz Ramseye- 
ve teorije. 


Zroblem. Zadan je keN, Koliko brojna skupina ljudi je potrebna da bi se 
sigamo moglo reći da u toj skupini ljudi postoji ili kdorka ljudi koji se svi 
međusobno poznaju ili Žstorka ijudi od kojih se nikoja dva čovjeka međusobno na 
poznaju? 

U prvih mah moglo bi se pomisliti da za velike & postoje po volji velike grupe 
ljudi koje ne zadovoljavaju svojsivo da posioje ili & međusobnih znanaca ili k 
raeđusobnih neznanaca. To, međutim, nije tako. Upravo Ramseyev teorem tvrdi da 
postoji broj mx, tako da svaka skupina od barem x ljudi ima gornje svojstvo. 
Teorem ne daje xx eksplicitno. Ustvari, danas se i ne zna x osim za neke specijalne 
vrijednosti od k. 

Mi ćemo sada prvo dokazati da je za k==3, ra 


ZEOREM 9. U svakoj skupini od šest ljudi postoje iH tl međusobna poznanika 
di postoji trojka ljudi od kojih se nikoja dvojica ne poznaju, 


Bokaz, Označimo ljude brojevima 1,2,3,4, 5,6. 5 obzirom na čovjeka Ooznaše- 
ole možemo podije LJ dvije Ki ti =a == poznanist od 1 > N es neznanci 


nog s 1, osi 
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ad 


od 


neznanci ili među njima postoji par poznanika. Ako postoji par poznanika, onda 
njih dvoje skupa s osobom | daju trojku poznanika. Ako pak N sadrži troje ljudi, 
onda su oni troje ili međusobni poznanici ili među njima postoji par neznanaca. U 
ovom zadnjem slučaju njih dvoje skupa s osobom i daju trojku međusobnih 
neznanaca. 

Taj teorem se može ovako izreći i grafički. 

Šest točaka (u ravnini) sve su međusobno spojene dužinama. Svaka je dužina 
obojena jednom od dviju boja: crvenom ili plavom. Tada među svim trokutovima 
određenim s tim spojnicama postoji jednobojni trokut (tj. čije su sve stranice ili 
crvene ili sve stranice plave). Na slici 24. neka je crvena spojnica nacrtana punom 
linijom, a plava crtkanom. Trokute sa samo punim spojnicama ili samo crtkanim 
spojnicama zvati ćemo čistim (ili jednobojnim) trakutovima. 


SL. 25. 


Ovo je opet najbolji mogući rezultat, jer se sa samo 5 vrhova ne mora moći 
dobiti uvijek jednobojni trokut, kao što pokazuje sl. 25. 


Pokušajmo to sada generalizirati. Prvo idemo korak dalje. Promotrimo ponov- 
no polazni Problem za k==4. Da su neka četvorica ljudi međusobni poznanici 
odnosno neznanci prikazujemo grafom ovako, 


Zs 


međusobni poznanici međusobni neznanci 
SI. 26. 


Četvorku vrhova kao na sl. 26 zvati ćemo čisti (ili jednobojni) četverokuti. 
Pitanje je, dakle, kolika skupina ljudi treba da bude da bi se sigurno moglo reći da 
je u toj skupini ili četvorka ljudi koji su svi međusobni poznanici ili četvroka 
međusobnih neznanaca? Drugim riječima, koliko vrhova grafa trebamo da nakon 
proizvoljnog spajanja svih vrhova sa svim ostalima, ili punom ili ertkanom linijom, 
možemo biti sigurni da imamo čisti četverokut. Nije a priori jasno da takav skup 
vrhova uopće postoji, jer se može opet pomisliti da možemo imati beskonačno 
vrhova i pospajati ih tako da nemamo čistu četvorku vrhova. No to opet nije tako. 
Krenimo redom. 
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Primo skupini od desetoro ljudi postoji ili trojka međusobnih neznanaca ili 
četvorka međusobnih poznanika. Drugim riječima, postoji 


A, 
4“ 
5 
Woo a ili 
4 Ne 
L------- » 
Sl. 27. 
Dokaz. Opet numerirajmo ljude s 1,2,..., 10. S obzirom na osobu I, ostalih 9 
možemo razvrstati u dva skupa: 
P = poznanici osobe |, N =neznanci osobe I. 


Ako je |N]=4, onda u N postoje ili 4 međusobna poznanika, ili postoji par 
neznanaca. Ako postoji par neznanaca u N, onda dodajući osobu | dobivamo 
trojku neznanaca. Ako je pak |N]<3, onda je |P] 6. Prema prethodnom teoremu, 
tada postoji čista trojka. Ako su u toj trojci sami neznanci, gotovi smo. Ako su u toj 
trojci tri međusobna poznanika, dodamo osobu 1 pa imamo četvorku međusobnih 
poznanika. Bl 


Ako u gornjoj Lemi zamijenimo poznanik++neznanac, dobivamo na isti način 
da vrijedi. 


GEDI skupini od desetoro ljudi postoji ili trojka međusobnih poznanika ili 
četforka međusobnih neznanaca. Drugim riječima, postoji 


ili ii 


Sl. 28. 


TEOREM 10, U skupini od 20 ljudi postoji uvijek čista četvorka, tj. ili četvorka 
međušobinih poznanika ili četvorka međusobnih neznanaca. Drugim riječima, postoji 


parsi 7 
PRE 
i Se L 

i m h 
ili ši poe o 
Pedi 


Sl 29. 


Dokaz. Označivši opet ljude s 1,2,...,20, onda s obzirom na osobu 1 ostalih 
19 razvrstajmo u dvije skupine: = poznanici od 1, N ==neznanci od 1. Jedan od tih 


19-1 
skupova sadrži barem |Z hn elemenata. Ako je \P|= 10, onda prema 


Lemi 2 u P postoji ili trojka znanaca ili četvorka neznanaca. Ako sadrži četvorku 
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aca, gotovi smo. Ako sadrži irojku znanaca, dodamo im osobu | pa 
dobijemo četvorku znanaca. Slično postupimo u stučuju da iN| 210, koristeći se 
Lemom (. 

Sada je jasno kaka dalje poopćavati. Traže se postojanja potounih čistih 
peterokuta, potpunih ih šesterokuta itd. (potpuni znači da su povučene sve 
spojnice svih točaka, a čisti da su sve spojnice ili pune ili orikane): 


potpuni čisti 5- erokut 
54 30. 


Peka su p,geM, p,g 22, Označimo sa N (p, (52) najmanji broj ljudi, tako da među 
njima sigurno postoji ili p međusobnih poznanika ili € međusobnih neznanaca. 
Drugim riječima, N (9, q;2) je najmanji broj vrhova nekog potpunog grafa (tj. svaka 
dva vrha su spojena jednom spojaicom) tako da ako je svaka spojnica puna ili 
U linija, onda poipua podgraf s p vrhova (poipuni p £) čije su 
va spoj, pune Hinije ili potpun podgraf od q vrhova čije su sve spojnice ortkane. 
N(p.4:2) je Raaserev 8 U prethodnim reoremima i lemama dokazali 
smo da je N(3,3;2)<6, N (43:2), N(3,4:2)< 10, N(4,4;2)<20. U problemu na 
početku pitamo se koliki N(k,k;2 +. Očito je N(p,q;2)=N (4,p;2) zbog 
i 5. Nadalje, jasno je da je N (9,2;2)==p, jer ako imamo potpuni pderokut, 
onda su ili dva vrha spojena ertkanom linijom ili su pak sve spojnice pune. Budući 
e N(3,3 5) j 
munih ni 6 


BEM. 14 Za svako p,geN, p,q=2, označimo N (p, q2)=N (p,4). Postoji 
broj M (p,a) i vrijedi nejednakost 


Nip,DEN(p-- 1 qeN(p,a>1). (2) 


Bokaz Prvo dakažimo da nejednakos 
brojevi. Zaista, npr. budući da je N (5,2 


(+3 povlači da su svi N(p,g) konačni 
, onda je po (=) 


N(5,3)€N(4,3)+N G,2) <1i8+5, 


6 (5,3) konačan broj; 


NG,d)EN (4,4) 4+ N (5,3) £20+15, 
N(3, 5) SN (4,5)+N(5,6) 35435. 


Si 


Dalje, N (6,2) ==6 je konačan itd. Općenito, preipostavimo da smo ustanovili da su 
svi N (p,q) konačni brojevi za p,qxa, Tada su svi brojevi M (n+1,4) konačni, jer 
prema (+) imamo 


Nari geN (2,9) +N(n+lg- DaN(agl+N Qg da N ae dg-2), 


Nastavljajući tako korištenjem (x) na posljednjem sumandu nakon konačno koraka 
doći čemo do sumanda N(n+1,2)=4+1 i svim ostalim konačnim sumandima, pa 
jei N(a+1,g) konačan za sve g >2. Odavde induketjom dobivamo da su svi brojevi 
N (g, g) konačni. 

Nejednakost (+) ćemo dokazati istoni metodom kao i Teoreme 9 i 10. Proma- 
irajmo skup od s=N(p—-1,4)4+N(p,g—1) ljudi | označimo ih s 1,2, . Obzie 
ro ona osobu označenu s 1, razvrstajmo ostalih si ljudi u dvije skupine: 
P == poznanici od 1, N =neznanci od 1. Sada, iliu Pima N(p- 1,4) Glanova ili u A 
ima N(p,q— i) članova, jer bi inače bilo 


IPUM| SN (1,9) 4 Npa-1)- JN pile N(p,q-1)—2, 


što je nemoguće. 

Ako je [PI >N(p— 1,q), onda imamo p— 1 međusobnih poznanika ili g među- 
sobnih neznanaca. Ako imarao 4 međusobnih haznan: 
je N(e,g) minimalan broj ljudi u kojem je ili DOZNA: € neznana Ako 
imamo p— 1 međusobnih znanaca (u 2), dodajmo osobu 11 imamo D međusobnih 
zaanacu, ga opet vrijedi (+). Slično postupimo ako je |NI>N (p,g-« 1). Tada imamo 
ili s međusobnih znanaca (u N)dli g-1 međusobnih neznanaca (u M). U poslje. 
dnje slučaju dodamo osobu |, pa imamo g raeđusobnih nexmanaca, pa vrijedi (2), 
jes je N (2,4) najmanji broj s tim svojstvima. Time je Teorem dokazan. 4 


N(442 
f ž 


Dokaz, Mi ćemo dokazati samo prve iri tvrdnje. Da bi dokazali pevu tvrdnju, 
pokežimo da u skupu od 9 ijudi uvijek postoji trojka međusobnih znanaca ili 
četvorka mađusobnih neznanaca, 

S obzirom na osobu 1, ostalih & razvrstajmo u poznanike od 1 - to neka je 
skup P, i u neznanoc od | — to neka je skup N, Tada je |PUNI «8, pa je opet ili 

8-1 


+ i=4ili |N] 24. Ako je |P] 24, onda ili postoje (u P) 4 međusobna 


nezaanca ili postoji par znanaca. U prvora slučaju smo gotovi, a u drugom slučaju 
onoj dvojici dodamo osobu 1, pa imamo trojku znunaca. Ako je e onda je 
IN] >5. Ako je |N]>6, onda prema Teoremu 9 u N imamo čistu trojku. Ako su u 
toj trojci sami poznanici, gotovi smo, a ako su u toj trojci sami neznanci, dodarao 
im osobu 1. Ako je |N] =5 (pa stoga [P|=3), onda je jedini netrivijalni slučaj da 
svaki od 9 vrhova spojimo s ostalira s po 3 pune spojnice (poznanici) i 5 orikanih 
9.5 


POPUT ao 
spojnica (neznanci). Mo tada bi ukupno imali > punih i 


je očito nemoguće. 
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ni 


na 


Time smo dokazali da je N (3,4;2)<9 i time poboljšali Leme 1 ; 2 koje kažu da 
je N(3,4;2)<10. Drugim riječima, svaka konfiguracija s 9 vrhova i svim spojnica- 
ma među njima (tj. potpuni graf s 9 vrhova), čije su sve spojnice pune ili crtkane, 
mora sadržavati 


ko 
t 
i 
iti ili t 
i 
i 
u 


E 
Pesa 


sl. 31. 
S druge strane, nije teško konstruirati potpun graf s 8 vrhova koji ne sadrži te 
figure (v. zad. 29), pa je N(3,4;2)>8. Time smo dokazali da je N(3,4;2)=9. 
Dokažimo drugu jednakost. Prvo je prema Teoremu 11 
NG, 52) <N (2,512) +N (3,4:2)=5+9=14. 


S druge strane, da dokažemo da je N (3,5:2)> 13, promotrimo sljedeći potpuni 
graf od 13 vrhova 0, 1,2,..., 12, gdje se koristimo dvjema bojama crnom i nevidlji- 
vom (da ne komplicira sliku): 


SU. 32. 


U ovom grafu smo spojili vrh i s i+1 (mod 13), te vrh i s i+5 (mod 13) 
crnom bojom, a ostale spojnice su nevidljive. Ovdje očito nema omih trokutova 
i nevidljivih peterokuta pa je N(3,5;2)>13 te stoga N(3,5;2)=14. Nadalje, 
N(4,4;2)<N (3,4;2)+N (4,3;2)=18. S druge strane, ako promatramo potpuni 
sedamnaesterokut s vrhovima 0, 1,2,...,16, te ako spojimo vrh i s j ornom bojom, 
ako je izj= +1, £2, +4, +8 (mod 17), a nevidljivom bojom sve ostale spojnice, 
vidi se lako (nacrtajte sliku) da nema crnih ni nevidljivih potpunih četvorki. Stoga je 
N(4,4;2)>17. Zaključujemo da je N(4,4;2)=18. Slično se dokazuju i ostale 
tvrdnje u Teoremu. M 

Napomenimo ovdje da se točna vrijednost od N (5,5;2) danas ne zna; svakako 
je N(5,5:2)<64 (zašto?) 

Sada nastavimo s generalizacijama. Dosada smo promatrali bojenja sa samo 
dvije boje (crveno-plavo, crno-nevidljivo, puno-ertkano,...). No umjesto dvije mo- 
žemo promatrati 3,4,... ili bojanje s m boja. Uzmimo n točaka i svaku spojnicu 
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među tim točkama (tj. bridove potpunog n-terokuta) obojimo jednom od m boja: 
By,Bpe+ ++ Bye Neka je Nr, rz. ,7,52) najmanji broj vrhova, tako da za bilo koje 
bojenje svih spojnica od po svaka dva vrha sigurno možemo nači 


ili bar jedan potpun r;-terokut boje B,, 
ili bar jeđan potpun rx-terokut boje B2, 


iti bar jedan potpun rpeterokut boje B.,. 


Opet nije a priori jasno da takav broj N(ru,r2,...,Fmi2) postoji (tj. da je 
konačan). Opet se N(r,,r2,...,F2) zove Ramseyev broj. 


TEOREM 13. Za svaki ru,ra,r3 22 postaji broj N (r,r2,1312). 


Dokaz. U dokazu ćemo kraće zapisivati N (r,,rpryi2)=N(r,fzra) i 
Ni(run;2)=N(n.r2). 

Nazovimo spojnice boje B, plavim, a one boje 8, ili B, crvenim. Neka je 
N(r2,r3)=K (taj broj postoji prema Teoremu 11). Tada u svakom potpunom K- 
-terokutu postoji ili potpuni r,-terokut boje B, ili potpuni r,«terokut boje B,. 

Označimo N(n,K)=L (opet postoji prema Teoremu 11). Dokažimo da je 
N(nra,rs) SE. U potpunom Z-terokutu tada postoji ili (čisti) potpuni plavi x;- 
terokut iji (čisti) potpuni: crveni K-terokut.. Ako nastupi prvi slučaj, teorem je 
dokazan, Ako nastupi drugi slučaj, onda je taj potpuni crveni K-terokut obojen 
bojama B, i B3, pa mora sadržavati ili potpuni r»-«terokut boje B, ili potpuni r3- 
terokut boje B;. Dakle, L vrhova je dovoljno da se nađe traženi čisti poligon, a 
kako je N(rn,r2,r3) najmanji broj s tim svojstvom, to je 


Nirnrzn)SN (roh (ra,ra)i=L 
Prema tome, N (ri, r2,r3) je konačan broj. Bl 


Sada se indukcijom po m na sličan način dokaže 


TEOREM 14. Za svako meN | svako r,,...,r,, 22 postoji konačan broj 
Ni(n....>Fm2). BA 


Kako smo već rekli, vrlo se malo zna o brojevima N (p, q;2), pa ne iznenađuje 
da se još manje zna o brojevima N(p,q,r;2). Ustvari, jedini Ramseyev broj 
N(p,a,r;2) čija je vrijednost poznata do danas je N (3,3,3;2)=17 (Teorem Green» 
wood-Gleasona iz 1955. g.). 

Možemo i dalje generalizirati ovu situaciju, tako da umjesto relacija između 
dvaju objekata (dvjema osobama je odgovaralo znanac-neznanac, paru točaka je 
odgovaralo bojenje njihove spojnice itd.) promatramo relacije između trojki objeka- 
ta (trojke osoba, trojke vrhova), između četvorki objekata itd, Općenito, možemo 
početi s u objekata i pokušati klasificirati sve r-podskupove (r-podskup je podskup 
od r elemenata) od tih n objekata u danih m klasa Ky,K2,..., Kim. 

S tim u vezi imamo 
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fu) Ze svako ro me i sve prirodne brojeve 
toji naji broj Ne Nifurn.. Petr), tako velik da 
ako imamo skup od a elemenata, n>N i ako u tom skupu razvrstamo sve r- 
podskupova un klasa KK.) Ki, Gide postoji: 


ih r, elemenata čiji su svi r-podskupovi u klasi Ki, 
ili elemanata čiji su svi repodskupovi u klasi Ka, 


ili Pas elemenata čiji su svi repodskupovi u klasi K.,, 


Broj N (rura... 4 Kulb) sa zove (opći) ftamseyev broj, 


Primijetimo da smo već dokazali taj teorem za i r==2. Naime, za 
» NN (Foć. 32,05 1) najmanji je broj sa svojstvom da, ako imamo 
uzaN kuglica koje reba staviti u m kutija K,,...,K,, onda ili u kutiji K, 
imamo barem 7, kuglica, ili u K, imamo barera r, kuglica itd. ili u K,, imao 
barem o», kuglica, Znamo tada da je gremu općem Dinchletovom principu 
Nane Pad JN +2, h. obratne 1. U tom je smislu Ramseyev teorem BOop- 
ćenje Dirichletovog principa. Teorem 14. daje egzistenciju brojeva Nin, f 
Dokaz Teorema 15. provodi se sada u nekoliko etapa (a zaključivanje 
dokazima Teorema 11, i 13): 


Ža m==2 vrijedi N (9, r;rjep, Niz, grjei 


i sve p,g zr vrijedi 


Npgr)SN(N (pla) Nipa-ibr)je bei. 


se induktivno z 
ajakoj 


ključi da postoje N (p, 
Dr. Odavde slije 


4. NauaninrjaN kn, Nirarsjržir). 


Općenito, indukcijom po m dokaže se da je 


EG mne M (Fun Fasi 7); r) 


2, 


pa odavde zaključujemo da postoje svi brojevi N (1,...,ru0 1). 


Ako klase Ki,...,K, zamišljamo tako da kažemo da i-podskup pripada klasi 
“i; ako je taj podskug obojen bojom Bi, i=«1,...,m, onda se obično govo: 
zaključak Ramseyevog igorema da postoji i#(1,2,...,m) i repodskup čiji su svi m 
podskupovi jednobojni (ili monskromatski), 


Ključni (i najteži) korak u dokazu Ramseysvog teorema je dokaz tvrdnje 2 
Stoga ćemo ga provesti 


Dokaz tvrdnja 2. Označi: 
skup, gdje je nžN(p;,q; 


10 pue=N(p-1q;7) geNi(p,g-1l;r). Neka je S ae 
> 1) +1. Neka su svi r-podskupovi od S svrstani u dvije 


5 KOMBIHATORIKA 
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(disjuakine) klase K;,X,. Neka je xaS, 
podskupova od 7 u dvije (disjunkine) kla 


TJAU dx jek»). 


Budući da je |7]>Nim,4n;r—1), onda u F postoji ši pepodskup X, čiji su svi 
fr IXpodskupovi u Za, ili gepodskup oy, su svi (x IPpddskupovi u £). 
Pretpostavimo da nastupi prva mo 4 Klepr=N (p— 1 qr) slijedi 
da Xsadrži ili (p— 1)-podskup U, čiji su svi «podskupovi u X,, ili qepodskup V, čiji 
Su svi repodskupovi u K2, U drugom slučaju, V je traženi g-podskup u S. U prvom 
Stučaju UU (x) ima sve svoje »-podskupove u Xi, pa je to traženi pepodskup od S. 
Postupa ss sasvim slično u slučaju da postoji skup #. 8 

Uošimo da je bojanje nekog skupa f's m boja zapravo preslikavanje B: TM, 
koje onda inducira particiju Ker B od T. Blokovi te particije obojeni su istort 
bojom, 

Stoga Ramseyev teorem možemo simbolički i ovako formulirati 


TEOREM 15. Ve, me, Wri,r2, 0 P06d HN (N42. oPalijaši, 


takav da vrijedi 


ZN (Po aiV), NB: BBL) rila, 


HTeMN,, 2eN,, tako da je 1Tl=:, i B(2,(D))= 4) (tj. postoji takav F da je B 
konstantan na (79). 8 

Kako smo već vidjeli, vrlo je ieško određivanje Ramseyevih brojeva, no 
katkada su korisne i neke ovjene tih brojeva. Havedimo nekoliko dokazanih gornjih 
i donjih ograda za Ramseyeve brojeve: 


jedna donja ograda za brojeve X (p,p;2) je N (p,p:2) > Cr2", za neko Cx0 (vidi 
1X, Teorem 41). Jedna dosta blaga goruja ograda je sadržaj sljedećeg teorema. 


TEGREM 16. Stavimo: Nii,f4,.. Pal Ž 
42 


fpta-2\ 2... [8 
a) vow=( pa ) Pritom je (2) 
iINejednakost KrdGs-Szekores 
DE Aa s m 


ENA. .fa)e Tada je za 


ravi zan, keM, azk, kle=1:2:.., k. 


radi 


iNejednakosi Greemwogd.Glsssana.) 


Dokue, 2) indukcijom po p+q. Za p+gqo4 tvrdnja je trivljalna. jer je tada 


2. Pretpostavimo da je nejednakost točna za swe 


parove (2, q) zs koje je p+g<u, pa dokažimo da je točna i za svaki par (p,q) za koji 
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ox 


one 


je p+q=n. Zbog nejednakosti (*) u Teoremu il. i zbog pretpostavke indukcije 
imamo redom: 


-14q-2 -1-2 
NJEN p—LageNpa- bel? a. (rs )- 


(2443) Giq-3H > (p+a-H) il 1 ie l ] 
G-ZG=Di P-dNe- 2 G-dNe-2ELe-i pri 
(p+q-3)L . p-a-2__ (p+a-2)! 9) 

PPoDNa= 2 GLDETO E-UG-IH O \ pi / 


b) Sasvim je analogan dokaz Greenwood-Gleasonove nejednakosti. Prvo se induk- 
cijom dokaže analogon nejednakosti (+): 


Nimfa. m) EN (ni hr Pm) HN (Fa — a pona 
+N (ruPro Pad) (**) 


pa odatle kao u dokazu a) indukcijom po », +... +r,, slijedi b). 
Sada dajemo tri primjene Ramsevevog teorema. Prva i treća primjena je u 
aritmetici, a druga u geometriji. 


TEOREM 17 (I. Schur*'). Za svako meN postoji najmanji broj S,,, takav da ako 
je n2S, i skup N,=(1,2,....1) na bilo koji način rastavljen u m disjunktnih 
podskupova (klasa) onda postoji bar jedna od tih -klasa i brojevi x,y,z iz te klase za 
koje jex+y=z. 


Dokaz. Neka je u2N(3,3,...,3:2) (m trojki) i neka je NA=KiUKU...UK, 
bilo koja particija od N, u m disjunktnih podskupova (klasa) K,,...,K,,. Razvrstaj- 
mo sada sve 2-podskupove od N, u disjunktne skupove B;,8B2,...,Bm na sljedeći 
način: 


la,bjeBre>ja - bleK, i=1,2 

Prema Ramseyevom teoremu 15, postoji podskup T= (x,,x,,x,) GN, i indeks 

ke(1,2,...,m), tako da je (x,,x,), (XuXsh (XnX,)eB,. Možemo bez smanjenja 

općenitosti pretpostaviti da je x, <x,<x,. Brojevi x=x,—> X, y=X1—XnZ=X-X%, 
su svi u X, i vrijedi x +y=z. Primijetite da smo dokazali da je 


SaN (Q3,3,....3:2) (m trojki). M 


Qin. 


Sada primjena u geometriji. Prvo podsjetimo na neke pojmove. Kažemo da je 
skup S u ravnini konveksan ako 


A,BeS=ABcS, 
tj. čim sadrži dvije točke A i B, sadrži i segment AB s krajevima u tim točkama, 
Očito je presjek (od konačno ili beskonačno) konveksnih skupova opet konveksan. 
*! Issai Schur (1875.—1941), njeraački matematičar, 


s 
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Neka su A1, A2,..., A, točke u ravnini. Konveksna ljuska od točaka A,,A2,...,A, u 
oznaci conv (A1,A2, ... Aa) je najmanji konveksni skup u ravnini koji sadrži 
AnA... An tj. presjek svih  Konveksnih skupova ravnine koji sadrže 
AuAa.... An. Kažemo da su vrhovi A1, A2...., 4, vrhovi konveksnog n-terekuta, 
ako je područje omeđeno bridovima ArA2.A244,...,An-iđ,, Ardi konveksno 
(nakon eventualne prenumeracije vrhova A;), tj. ako se to područje podudara sa 
conv (Au, A2,..., An). 


TEOREM 18 (P. Erd&s-G. Szekeres, 1935). Za svako m 23 postoji najmanji 
broj Cm, tako da za nž€,, vrijedi sljedeće: ako od n točaka u ravnini nikoja trojka 
nije kolinearna, onda m od tih vrhova čine vrhove konveksnog m-terokuta, 


Prvo, jasno je da je Cy=3, jer je svaki trokut konveksan. Da odredimo Cu 
uklapamo jednu lemu. 


LEMA 3. Ca=5, tj. od 5 točaka u ravnini, među kojima nema nijedne trojke 
kolinearnih, uvijek postoje četiri točke koje su vrhovi konveksnog četverokuta. 


Dokaz. Neka su te točke A, B,C, D, E. Ako je conv (4,8, C, D, £) četverokut 
ili peterokut, Lema je dokazana. Pretpostavimo stoga da je to trokut, recimo ABC, 
Tada se preostale dvije točke D, E nalaze unutar trokuta. Pravac DE siječe dvije 
stranice trokuta npr. AB i AČ (pa tada ne siječe EC). Tada je BCDE konveksni 
četverokut (sl. 33). ši 


St. 33. 


LEMA 4. Ako među m točaka u ravnini nema ni jedne trojke kolinearnih, a 
svaka četvorka čini vrhove konveksnog četverokuta, onda su sve te točke vrhovi 
konveksnog m-terokuta. 


Dokaz. Neka su ti vrhovi A1, /2,..., An. Pretpostavimo da je njihova konvek- 
sna ljuska conv (A,,..., Am) poligon s vrhovima A1, A2,...,A,. Treba dokazati da 
je s=m. Pretpostavimo da je s<m. Tada je vrh A,<, u unutrašnjosti jednog od 
trokuta ArA2A3, A1A43A4,..., ArAx-14, jer nijedna trojka nije kolinearna, Recimo 
da je u unutrašnjosti trokuta ArAr-iA, Tada točke A:,Ai-1, Ar, As41 mne čine 
vrhove konveksnog četverokuta što je suprotno pretpostavci. Dakle, s=m. I 


Dokaz Teorema 18. Za m>4 uzmimo n>N (m, 5; 4) i promatrajmo skup S od 
n točaka u ravnini, od kojih nikoje 3 nisu kolinearne. Rastavimo sada skup svih 
četvorki točaka od S u dvije (disjunktne) klase X; i K2. U K, neka su sva one 
četvorke koje čine vrhove konveksnog četverokuta, a u K, sve ostale četvorke 
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čuka. Prema Ramseyevom teoremu ili postoji m točaka iz S čije sve četvorke 
ločaku čine vrkovo konveksnog četverokutu ili postoji petorka točaka čiji nijedan 
četverokut nije konveksan. Prema Lemi 3 posljednja mogućnost otpada, pa preosta« 
je prva mogućnost. Na tadu prema Lemi 4 slijedi da tih m točaka čine vrhove 
konveksnog meterokuta, što je i trebala dokazati. Primijetimo da smo dokazali da je 
CN (m5;6). #4 

Točan broj €, 
m oza m 
/ reća primjena Ramssyeve teorije odnosi se na postojanje stanovitih aritmetiče 

va. Aritmetički niz duljine k konačan je niz (realnih) brojeva oblika 

dja+3d... aikida, 

mislimo da smo svaku točku pa M=41,2....,1) obojili jednom ad + 
boju (ij. elemenie od N, razvrstali u r disjunktnih klasu), odnosno da smo definirali 
neko r-bojanje B: MN, 


Se me Zna“ Pali je slutnja da je €,,=2"02 41, što se pokazalo 


m 


TEOREM 19 (van der Waerden*, 1927). Za svaka &,reN, postoji najmanji broj 
Bkorjali, takav du za uz (kr) i svako rebojenje skupa M, ==1 L2....,8) postoji 
jednobojni aritmetički niz u Ni, duljine &. 


Umjesto pomoću Ramseyovog teorema, mi ćemo dati jedan kratak dokaz 
Grahama koji koristi samo Dirichletov princip. 


Pekaz (R. Graham, 1974). Koristit čemo se kraćim oznakama: N,=[r] i 
[a bla? la bj. 

ae čemo malo općenitiju tvrdnju. Prvo ćemo reći da su dva vektora 
(0, 1|" kekvivaleniaa ako se podudaraju sve do posljednje 
za i>fo). 
za dmeM, 


jalno, svi vektori (x,,...,x,)6[0.1— 17" su u hečkcviva) eneni. Neka | 
i (fm) ova tvrdnja. 

A(L m): VreN, 2P (lm, rjebN, tako da za svako rebojanje B:[X (1, m,rij-eiN, posta- 
je ad, LEN, tako da je za svaku klasu € kekvivalencija na [0,1]" skup 


xdd0ća +, %,)683) konstantan (tj. jednočlan ili monokromatski). 
1 


no da je tvrdnja A (6,1) pravo van der Waerdenov isorem za (1+ 1)-člane 
aritmetičke nizove. A (I, m) ćemo dokazati dvostrukom indukcijem po li m. A(11) 
je trivijalno. 


M=VaLi,e) 
3 fonnutom 


i. Dokažimo: All, mjera (1 m+ 1). Neka je za čvrsto s, M =V(bm,r) 
iB:LMMT>[1] zadano bojanje. Definirajma bojanje B:[M]—> [9 


Bk (Bik- M41), BGE 1) M +2)... BUM), & 


BG DM +jje BDM 4 1) vjel. pretpo- 
e poso ud a daje Pia+ ed) ka I 1. Sada 
primijenimo A (him) na segment J = Ta M+ a M). Zbog izbora broja M 


* BL, van dor Wagrdon (r. 1903), nizozemski smatersatičar. 


59% 


postoje 4eh,....d, za koj 
E +2 di) konstanta 


"M. Sada s& provjeri da su Poranaran dabre jjekoska a 


jelu). sb, = 
Atl.m4+ 


: Alhm). Vime (141,17. Neka je ; čvrst i neka je dano bojanje 
I>[r]. Tada postoje hi... dd tako da je a4 Pi 
Xg4f;) konstantan na klasama tekvivulencije. Prema 
*rimjer 4) Hi vel0.r), u<u. takvi da je Ble+žr 
vektor fl... +0), iu fova ib 2 
ad 0 0). | alo, I—i MI 


Spomenimo da je s time u vezi i sljedeći čaveni kombinatorni teorem, kojim je 
odgovoreno pozitivno na 40 godina staru hipotezu Erdčsa i Tur4na. 


TEOREM (. Szemerćdi, 1975). Neka je SGN i preipostavima da S ima 
pozitivnu tze. gornju gustoći, 1j. du je 
ISON o 
ža sup 


pona EJ 


Tada S sadrži pro volji dugačke arivmetičke nizove, 


A u vezi s tim ieoremom je i ova čuvena Erd&sova hipoteza, za čije rješenje 
žrdgs nudi 3000 dolara. B 


Erdčsova hipoteza, Neka je / 


BI tako da je X) l/a: 


szA 


. Tada A sadrži po volji 
dugačak aritmetički niz. 


idapomenimo nakraju da se Ramseyeva teorija može promatrati i za beskonače 
ne skupove. U tom smislu vrijede beskonačni analogoni prethodnih teorema. 


TEOREM (Ramsey). Neka je S beskonačan skup. Za svako keBl i svaku particiju 
kečlanih podskupona od S u konačno »mogo blokova (klasa). postoji beskonačni 
podskup od S, čiji su svi k-čloni podskupovi u jednom bloku. 


TEOREM (van der Waerden). U svakoj particiji skupa 2 cijelih brojeva u konačno 
»anogo Blokova postoji blok koji sadrži po volji dugačak aritmetički niz. 


Završno možemo reći da osnovna pitanja Ramseyeve ieorije možemo sažeti 
ova dva pitanja: kako bogata mora biti velika struktura da bi svaka njens partici 
sadržavala blok (klasu) s unaprijed danim svojstvom? | obratno, ako veliku 
strukteru zastavimo isjunktne blekove (klase), za koje smo podstrukture 
sigurni da se nalaze u jednom bloku particije? Zainteresiranog čitaoca za ta i druga 
pitanja vezana za Ramseyevu teoriju upućujemo na 1907, T88] i 1185). Mi ćemo se 
još vratiti na Raraseyevu teoriju u vezi s teorijom grafova (IX, 8). 


LU 


iza 


Zadaci 


1, Dokužite du u svakoj godini postoji petak trinnesti (u mjesecu! i da ih je najviše tri. 
s kažile da u svakom društvu postoje bur dvoje ljudi s istim brojem poznanika u tom društvu. 
3. Dokužite du za svaka neN postoji broj obliku (u dekudskom zapisu) iH1...1000...00 koji je djeljiv s m. 


4. Dokažite du postoji broj koji u dekadskom zapisu počinju s 1234567890, a koji je djeljiv s 1987. 
3 


m < a Pije 
$. n kuglica raspoređeno je u m kutija. Ako je Poe , dokažite da postoje dvije kutije s istim 


2 
brojem kuglica, 


\ 
6. Zađano je 20 različitih prirodnih brojeva manjih od 70. Dokužite du među svim mogućim ruzlikama 
lih brojeva postoje bar čeliri jednuke. t 


7, Neka je S skup, |Sf[=u, te AJUAJU. UA, = S, Dokužite da postoji feN, tako da je lA|žn/k. 


& Brojevi 1.2.3, 
(u > laz 2) 


1 su bilo Kako poredani u niz aan... Ako je m nepuran, dokažite da je 
(a,—1) paran. 


9, Svaki od u predmeta važe cijeli broj ke <u kg. Ukupna težina svih predmeta je 2ukg. Dakažite da se ti 
predmeti mogu raspodijeliti u dvije skupine, od kojih svaku važe u kg. 


10. Dano je u prirodnih brojevu. Dokažite da među njima postoje dva čija je suma ili razlika djeljiva s a. 


11. Neki Klub ima 25 košarkaša. Dakažite da se od njih ne može sastaviti više od 30 petoski, tako da 
nikoje dvije petorke nemaju više od jednog zajedničkog igraču. 


12. Neka je xeR, Dokažite du među brojevima x,2x, 3x, 
cijelog broja najviše za 1/n. 


,(a— f)x postoji broj koji se razlikuje od 


13, Dokažite dn postoji potencija broja 3 koja u dekadskom zapisu završava s 0001. 


14. Na kvadratnom zemljištu | km x ! km rasie borova šuma u kojoj ima 3110 stabala promjera 50 cm. 
Dokažire da se u toj šumi može naći tenisko igralište 25 m x 12.m na kojem nema nijednog stabla. 


15. U prostoru je zadano 9 cjelobrojnih točaka (1. sve su im koordinate cijeli brojevi). Dokažite da je 
polovište bar jedne od njihovih spojnica i samo cjelobrojna točka. 


16. Na ispitu je bilo S zadataka, a položili su oni studenti koji su točno riješili barem 2 zadatka. Ispitu su 
pristupila 32 studenta, n položilo ih je 25 posto. Dokažite da među tih 5 zadataka postoji bar jedan koji 
je točno riješilo najviše 12 studenata. 5 


11. Unutar jednakostraničnog trokuta siranice 1.zadano je 10 točaka. Dokažite da među njima postoje 
dvije, čija je udaljenost najviše 1/3, 


18. Neka je prirodan brojn>1,a 58 (2.3.4... 
prosta, dokažite da 5 sadrži bar jedan prost broj. 


12), [Sl=n. Ako su svaka dva elementa iz S čelativno 


19. Neka je S&(2.3,4,....1/), |S]=n>2. Dokažite du S sadrži dva broja sa istim brojem prostih 
djeljitelja. 


20. 5100 kuglica, od kojih 300 crnih, a ostale bijele, smješteno je u nekoliko kutija, tako da je u svakoj 
najviše 3 crnih kuglica. DĐokažite da postoje dvije kutije s jednakim brojem kuglica. 


21. U polja šahovske ploče proizvoljno su upisani brojevi od 1 do 64 tako da se svaki broj nalazi točno u 
jednom nolju. Neka je a; suma brojeva u i-tom redu, Dokažite da je broj x ==260 najveći prirodan broj sa 
svojstvom đa je bar jedan od brojeva 41,02....1u5 2X. 


22. Svaki od skupova A4, 1=1,2,...,1 unija je dva segmenta na pravcu. Ako se svaka tri od skupova Ar 
sijeku, dokažite da se barem polovica njih sijeku. 


TI 


23. Na skupu N, zadana je simetrična relacija REN,xN,, koja je i untirefteksivna, tj. RE(N, x NANA, 
2 

gdje je A= [(x.vijxeN.). Ako je |R] >ZNx NANA. dokažite du postoje xp, 2€N, tako du su parovi 

(xy) (2) 1 (2) u relaciji R. 


24. Dokažite du za realne brojeve x.BeR i c>O postoje komeZ i neN, tako du je lna-k|<e i 
luB- mi<e. 


25. Na međunarodnom kongresu bilo je 1986 matematičaru. Svaki od njih govori bur jednim od pet 
svjetskih jezika. Među svaka tri. bar dvoje govore isli jezik. Dokažite da bur 200 od tih matematičara 
govori isti jezik. 

26. Dokažite du postoji neN, tako da je sina <0,00000001. 


27. Neku su a, BeR takvi da je a/n, Bia. + BER NQ. Neka je e>8. Dokužite da postoji ueN, tako du je 
sinna+sinnB<2-E. 


28. Za svako neN koji nije potencija od 10 među brojevima 1.110,15... postoji takav koji počinje s 
unaprijed danom kombinacijom cifara u dekadskom zapisu, Dokužite. 


29. Neka su 0,1.2.....7 vrhovi pravilnog osmerokuta. Spojimo vrhove i,j crvenom spojnicom ako je 
i-j=1,4,7 (mod 8), a plavom ako je i-ja2,3,5,6 (mod 8). Dokažite da tuda nema crvenog trokula ni 
plavog četverokuta, pa zaključite da je N(3,412)>8. 


39. Dokažite, ako su bridovi potpunog 2nsterokuta obojeni s dvije boje, da je onda broj jednobojnih 
trokutova barem n(n- l)(n—2)/3. Za n=3 usporedite to s Teoremom 9 (vidi i IX, 8, zad, 12). 


34. Dokažite da je N(3,6:2)=18, N(3. 7:21:23. 


32. Dokažite generalizaciju Teorema 8, poznatu kao Poincarćov“! teorem o povratku. Neku je XcR* 
omeđeno područje konačnog volumena (tj. volX < 29). a fiX >X neprekidna bijekcija koja čuva 
volumen (tj. volf(A)=vol A, AGX). Neka je xeX proizvoljna točku, a U&X bilo koja okolina tačke 
xeU. Tadu postoji neN tako da je i f'(xieU (ij. ločka x če se kad-tad sa / vratiti natrag u U). Za 
korištene pojmove vidi [153]. 

(Skupovi U, (U) f(U),.... imaju jednak pozitivni volumen. Kad se nikoja dva ne bi sjekla, X bi imao 
beskonačan volumen. Stoga postoje p.geN,, npr. p>a, PUNU UN uUI=, pa je 
traženi n=p 4.) : 


33. Neka je a iracionalan broj. Dokažite du je Lissagueova krivulja x=cost, pecosat gusta na 
kvadratu |xls1, l|si. 


34. Pomoću Schurovog teorema dokažite da za svako neN postoji B(ujeN, takav da za sve proste 
brojeve p>B(n), kongruencija x" + y*=:" (mod g) ima netrivijalna rješenja (x. x.3). 


35, Provjerite ove vrijednosti brojeva W(k,r) iz van der Waerdenovog icorema W(2,2)=3. W(3,2)m=9, 
WQ,3)=27. 


36. Za generalizaciju Teorema 18 na dedimenzionalni prostor RĆ trebamo slijedeće. Ekstremna točka 
konveksnog skupa K cR* je točka xeK koja nije unutarnja točka ni jednog segmenta sadržanog u K. 
Skup svih ekstremnih točaka od K označimo s extrX. Vrijedi ovaj Teorem Hellyjevog*! tipa: Za konačan 
(ili čak kompaktan) skup točaka AR“ vrijedi 


As=exu convAeVBGA, |B Sd+2, Beextr convB. 


*! Henri Poincarć (1854-— 1912), francuski matematičar; jedan od utemeljitelja moderne to- 
pologije, 

*! Eduard Helly (1884— 1943), austrijski matematičar. Osnovni Hellyey teorem plasi. Ako je K 
Konačna familija od barem 4+ i konveksnih skupova u R“i ako se svakih d+1 skupova iz K siječe, onda 
se i svi skupovi iz K sijeku (vidi [62]). 
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bokužite 


Zu skup točuku u općem položuju“" de R, |4l=d+3, postoji skup Bea, 18|==£41, tuko du je 
=oxtr conv B (Uočite da je za d=:2 to Loma 3 

b) ZudameN, 2<d<m postoji najmanji broj E(d,mjeN s ovim svojstvom. 

Ako je konačan skup točaku Ac:R“ u općem položaju, [4] > £td. m. ondu postoji Be A tko da je 
18] sem, Box conv 
(Promotrite Ramseyev broj X (md 
Uočito du ji 


431% 2) i sve [d-% 2)-6kme podskupove 


og 8). E(dd42)=d+3. Točna vrijednost E(d, +3) 52 ne zna, 


oxi vonv O. 
91 


im £ 


37. Dokažite da sa 


eskonačni analogon van der Wuordengvog izorema može proširi sa Žna R. 


38. Vrijedi ovaj Pitstegbergov teorem iz tapološke dinamike (za karištena pojmove vidi (1531). Meka je 
fi: XX homcomorlizaca kompaktnog metričkog prostora (Xd) na sama sebe. Tada za svako &8>Qi neti 
postaje xeX i keN tako da je dix fx) ce, je 1,2,...,k. 

Doknžite d slenbergov teorerm povluči beskonačni unalogon van der Waerd JOVOK šcoremu. 

(Neku je 2 skup svih funkciju ZN, 1). MN, 2, a zu s, pe stavimo dix peinf lik + 
ndu je (QA) kompaktni metrički prostor, Neka BEQ neko bojanje od Z. Definirajte 
bt+ 1) 1 promotrite skup X cl" BlneZi GQ, f=f1,, te €=1. Za detalje i dniju teoriju uz ovo 
područje vidi H, Piintenberg, Reccurenoc in Ergadic Theory, Prineetog Univ. Press, Princeton, 1981 Bi 
Slanuk u Bull. Arnor, Math. S9c. vol, 5, No. 3 (1981), 211.234). 


*“ Konaši 


skup točak 
a) linearno nezavisan, 


She jež! je u općem polužeju ako je skup sektoru 
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iV. Osnovni principi prebrojavanja. 


Permutacije i kombinacije skupova i inuliiskupova 


. .izi osnovna priacipa prei rojavanja 


Često se u praksi (i teoriji) susrećemo s problemima određivanja broja sleme« 
nata (ij. prebrojavanjem ili enumeracijorm) konačnog skupa S. Podsjetimo se da se 
broj elemenata od S označuje sa |S] ili card S. Kod određivanja broja 15] najčešće 
se susrećemo s iri vrste problema. Prvi je da znamo na neki (možda i zaobilazni) 
način odrediti isl, drugi je da zaamo dijelove od S, a treći da znamo faktore od S, S 
čim u vezi imamo i tri osnovna pricipa prebrojavanja. To su »prineip jednakosti«, 
»princip sume« i »princio produkta«. Pojednostavljeno, prvi kaže da nije važno 
kako prebrojimo sve elemente, drugi kaže da je vjelina jednaka sumi dijelova, a treći 
da je veličina produkta jednaka produktu faktora. Formulirajmo sada te principe 
preciznije, 

Princip jednskosti (ili bijektivne korespondencije). Meka su S i F Konačni 
skupovi. Ako postoji bijekcija među njima, onda je 15] =|: 

Princip sume. Meka je nala 81, 92,..., S, konačni skupovi, od kojih su s 
dva međesobno disjunkina (ij. S, Doza Igi) Tada je i SUŠU... 
konačan skup i vrijedi 


ISUSU... US 18|+[82]4... 


Kraće rečeno, ako 8,52,...,Š, Čine patriciju konačnog skupa 5, onda je 


U Sl= > 18. 


isi 


i 


Pdncip orađukia, Neka je neš a 51,52,..., 8, konačni skupovi. Tada je i 
njiho“ (Čartezijev produkt 1 x S» x... x S, konačan skup i vrijedi 


I&xSx.. x Sdl=184|:189]:...>184] 


(kraće pisano: II Šš fi Sl). 


izi idi 


Princip jednakosti vrijedi po definiciji. Ostala dva principa su teoremi, ali se 
oni dokazuju vrlo lagano matematičkom indukcijom, 
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se 


eto 


naa 


sad 


Metoda kojom se najčešće služimo u problemima prebrojavanja broja elemena- 
ta konačnog skupa $ sastoji se od toga da se dokaže du je skup S bijektivan s 
disjuntnom unijom nekih skupova Ay,..., 4» ili da je bijektivan s Kurtezijevim 
produktom nekih skupova Bi,..., Bm. Zbog principa jednakosti u prvom je slučaju 


1Sl= X, |All, a u drugom |S] =[1 [81. 
iz1 i»l 


Pri “ Iz Zagreba prema sjeveru vode 3 ceste, premu zapadu 2 ceste, prema istoku 2 ceste i 
prema jugu Tcesta. Na koliko se načina može (cestom) izači iz Zugrebu? 
Ukupni broj načina očito je 3+2+2+1=8. M 


pis 2. Broj punih brojeva manji od 20 je 9 (to su 2, 4, 6, 8, 18. 12, 14, 16, 18), a broj prostih 
brojeva kđanjih od 20 je 7 (to su 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17). Koliko ima brojeva manjih od 20 koji su ili parni 
ili prosti? 

Rezultat je očito 9+7 15, Ovdje se ne može primijeniti princip sume, jer »bili paran nije 
različito od nbiti prost broje, tj. skupovi: (neN|n<20, i paran) i [neNlu<20, u prost broj) nisu 
disjunktni (presjek im je (2)). No, ako bismo tražili koliko ima elemenata skup (neN|3 qu < 20. n paru 
ili prost), ondu prema principu sume taj skup ima očito 8+6=14 elemenata. M 


Prije X dz grada A u grad B vode 4 ceste, A iz građa B u grad € vodi $ cesta. Na koliko se 
načina timečitamu može doći iz grada A preko gradu B u grad C? 


Rješenje, Neku su xy, x2,%3, Xa ceste iz A u B, 8 puja. dao js cesta iz Bou Ci Tada (vidi sl. 34) 
imamo sljedeče načine putovanju iz A preko B u C: 


Ki ži NiJuoXijfroNMša Mia Nis 

A [o] KE ESTO JE Vi 
ši 2 % PE E E e 

SI, 24. XaPiooNeVIooSaPaoOaya  XaY5 


Stogu je ukupan truženi broj načina jednuk braju svili uređenih psrova (x. 11 
traženi je broj jednak catd ((s,.9)|1=1,2,3.4, 1=1,2,3,4,5; »card( (234, x (123,4.5)1=4:5=20. M 


Princip produkta često se formulira u sljedećem obliku: 


ro: (o uzastopnom prebrojavanju). Neka je neN, 51, 52... > Sa konačni 
skifpi d SEŠIKSIX... X S, skup uređenih n-torki (M,X2,...,Xa) definiranih 
ovako: prva komponenta x, može se izabrati na pi različitih načina; za svaku već 
izabranu prvu komponentu drugu komponentu x, možemo birati na pa načina itd.; za 
svaki izbor komponenata x1,X2,...,Xn-1, Netu komponentu x, možemo birati na Pa 
različitih načina. Tada skup S ima pr'Pz“.. "Pa elemenata. 

Na drugi način rečeno, ako prvi objekt možemo birati na pi načina, drugi na p» 
načina,..., n-ti na p, načina, onda imamo p,P2'.."D, načina da se izaberu svi 
objekti. 1 

Prl / Koliki je broj načina da se između 5 muškaraca, 7 žena. 3 dječaka i 4 djevojčice izabare 
a) jedna osoBa? 

b) po jedan muškarac, jedna žena, jedan dječak i jedna djevojčica? 

Rješenje. 4) Prema principu sume, taj je broj jednak 5+#7+3+4=19. b) Prema principu produk- 

tu Qtj. Teoremu [), taj je broj jednak 5:7:3:4=42., 1 
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ij a nekom šahovskom turniru svaki je igrač odigrao sa svakim od preostalih jednu 
'ugno je odigrano 78 partija na turniru. Koliko je šahista sudjelovalo na turniru? 


partiju. 


Rješenje, Neka je n traženi broj šahista nu turniru, i označimo šahiste s'41, A2... Aa. Tada je broj 
parova šahista prema teoremu 1 jednak n(n— 1) jer za neki Aj ima još n— 1 izbora zu Aj da bi se dobio 


1 
mar (A; Aj). a izbora za A; ima u, Međutim, broj odigranih partija je ze 1), jer se svaki par (A4, A;) 


-1 
sustaje samo jedanput (a ne dvaput). Prema uvjetu je nit) 


=78, 1 odatle šč dobija n=13. m 


Primjer 6. Koliko ima (prirodnih) brojeva manjih od sto milijardi (== 1015) Koji sadrže cifru 2 u 
svom dekadskom zapisu? 


Rješenje. Odredit čemo prvo koliko brojeva <10'! ne sadrži cifru 2. Mi u stvari tražimo koliko 
imu slogova od 1] simbola iz skupu [0,1,2,3,4, 5.6, 7,8,91. Za prvi simbo! imumo 9 izbora. za drugi 9 
izbora itd. a jeđanacsti simbol 9 izbora. Prema Teoremu i, ukupno tih brojeva ima 9'' (uključujući 
00000000000). Traženi je broj sloga 10'!--9''. Dakle, gotovo 98 posto brojeva manjih od sto milijardi 
sadrži cifru 2. 


Primjer 7. Prema osnovnom feoremu aritmetike, znamo da za svaki prirodan broj u>1 postoje 
jedinstveno određeni prosti brojevi PP». .-+Pa Pr<Pa< +. < Py i prirodni brojevi %,,%,...-. %,. lako da 
jeu=pfp Pb... Koliko različitih djelitelja s(a) (uključujući 1 i 9) imu broj 1? 


Rješenje. Svi djelitelji od pr: su brojevi phi, gdje je 0O<B,€uj, pa njih ima a,+ 1, Stoga je prema 
principu produkiu 


r(nj=(ou+1)(e+lh... (+1). 


Tako npr. broj n=349272=22-34+72-11 ima (3+1) (441): (2+1)(1 +1) =120 djelitelja. ML 


TEOREM 2.) 


eka su r, neN, a T, S skupovi, [Tj=r, |S|=n. Tada svih fimkcija 
sa Tu S iman", tj. Pa . 


|A T-S)j=lS- ish m 


Dokaz. Neka je T= (X,,X,...1%,h 8 5=(y092.--19,)- Neka je f: T>S bilo 
koja funkcija. Element x,€T se sa f može preslikati u bilo koji element yeS, tj. na 
Pi=n načina. Bez obzira na to kamo smo preslikali x,, element x,eT također se 
može preslikati u bilo koji element y,€S, tj. na p, =n načina itd., element x, može se 
preslikati na p,=n načina u S. Stoga je prema principu produkta 


ISlepi'Pa“.. o Penn, mn. 
Mi ćemo kasnije taj broj r' interpretirati drukčije u terminima multiskupova. 
Primijetimo da je također za |S] =a broj svih funkcija 
f4142,..)1)>+5 


jednak n", a to ćemo najčešće i razmatrati. 
Među raznoraznim problemima prebrojavanja nekoliko tipova posebno je 
važno: 


(i) Prebrojavanje uređenih razmještaja ili uređenih izbora objekata, i to 
(a) bez ponavljanja objekata, 
(b) s ponavljanjima objekata; 
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(i) prebrojavanje negređenih razmještaja ili ueuredenih izbora 
(8) bez ponavljanja objekata, 
(b) s ponavljanjem objekata, 


Umjesto da se razlika među izabiranjima s ponavljanjem i bez njega obavlja na 
objektima, mi to možemo prevladati tako du odabiremo na skupovima odnosno na 
maultiskupovima. 

: > Razmještaji ili izabiranja tipa (i) zovu se permutacije, a razmje aj 
tipa (i) zova se kombinacije. 


izabiranja 


Primjer &. Koliko ima noparnih brojeva između 1000 i 10008, od kojih svaki ima vazlišite 
znamenke? 


Rješenje. Sv: među 1008 i 2599 uređenu je četvorku znamensku, Prema tome ovdje sa rudi 
o nalaženju broja izvjesnih permutacija. Mi moramo na stanovite načine birsti znamenke jedinicu, 
desetice, stotica i tisućice. Budući da tražimo neparne brojeve, znamenka jedinice mora biti jedas od 1,3, 
5.7, 9. Znamenke doselice i stotice mogu biti bilo koje od znamenaka 0, 1,2,...,9, u tisučice rogu biti 
1,2 + Dakle, imamo 5 mogućnosti za izbor znumenke jedinica. Kad js jednom već izabrana 
znamenka jedinice, za izbor znamenke tisućice imamo 8 mogučnosti (ne smije samo biti već izabrana 
zaamenka jedinice, jer sve zaamenke moraju biti različite). Kad su ove dvije već odabrane, za znamenke 
stotice imamo & mogučnosti, pu nakon izbora lib triju imama još 7 mogučnosti za izbor znamenke 
otice. Stoga, prema principu produkta, traženih brojeva ima 5:8:8-72240. #8 


Pršnjer 9. Školske teke proizvode se u 3 različite veličine, u 6 različitih boja i 4 različite debljine. 
Koliko lattešrstu školskih teka? 


šješeaja, 


Prema 


iječ o prebrojavanjus kod kojeg poredak obilježja iska očito mije bit 
snama 3:6 '2 različitih vrata školskih teka. 8 


će 


Neka je S skup od u elemenata, a rel. Tađa je; -persuntacija skupa S u 
reorka (i, +) %,), kod koje su sve komponeate x;,..., x, međusobno raz 
elementi od 5. Oznaka za broj svih r-psrmutacija skupa od a slemenata je P(n,r). 
Stavljamo P (1,0) i P(nr):==0 za r>a, Ako je r=n, onda se n-pšrmutacija. n- 
“skupa 5 zove naprosio perentacija skupa S ili p-pormutacija, 

Naprimjer ako je S=(4,0,c), onda gu sve 2-permutacije tog 3-skupa ab, se, 
ba, ca, ba, cb (ovdje bi trebali pisati (a,b) umjesto ab itd), a sve 3-poraiutacije ili 
naprosto permutacije skupa (a,b,c) su abe, acb, bac, bca, cab, cba. Prema tome je 
P(32)=6, PG3,3)=6. Očito je P(n,l)=a, za svako nel. Napomenimo da se 
katkada u literaturi (naročito starijoj) r-permutacija neskupa zove još i varijacija 
tog razredu bez ponavljanja oš n elemenata, 


TEOREM 


Are 


Ba P(n,rjea(n-1)(a 


3, Zan,raN, ran je 


2B i) (1), (padajući faktorijeli), 


Dokaz, ili želimo utvrditi koliko ima različitih uređenih mtorki (1,...,%) 


člemenata n-skupa S, pri čemu su svi x, međusobno različiti, Prvu kompo- . 


nentu x, možemo očjio izabrati na p,=“m načina. Nakon što smo odabrali x,, 
drugu komponestu x, možemo izabrati proizvoljao među preostalih m1 


« mn 


elemenata, ij. x, možemo izabrati na p,==1—1 načina itd. Mukon što smo iz 
rali prvih ;— 1 komponenata, rtu možemo proizvoljno odabrati među preosti 
lit a—(red)=nr+1 elemensta. 1. nu p,=n-rel na, Prema principu 
produkta, uređenih mtorki (x,...,,4,), [gjex ž, u nečlanom skupu inu 
Pinrj=p, no penkne le. (rad) 

Ako stavimo n!=u(n-1)(n ."2<1 tu faktorijela), uz konvenciju (t 
onda je 


2 


Specijalno za r 
Pia) 


TEOREM 4, Neka su r,naN. ru, a S neskup, tj. iki 
ia) broj svih injekcija sa N 


! broj permutacija od # elemenata je P(nj=nl, šio bilježimo s 


8. Tada je 
=(1,2....,1) u S jednak. P(n,r), tj. 


IH ESKIM nj 


(Bb) broj svih bijekcija sa S u samog sebe jednak je &(n,n), 1j. 


— SIJ bijekcija H 


Dokaz, (a) Označimo sa Imj (IN, 5) skup svih injekcija M5, a sa 
Per(r, 5) skup svih z-pormutacija skupa S. Tvrdimo da postoji bijekcija izme- 
đu ta dva skupa, Zaista, svakoj z-permutaciji (Xpošn..,X,) člemenata iz S 
(12...,1)-+5, definiranu sa f(i)=x, 14,2,.,.,1. 
iti, Ako je 

Vo Pa sto» 
j. Pi)=jf=g=d(y), dakle, preslikavanje 
ja. Ako ja felnj (N,, 5), onda je očito 
3 pa je ii surjekcija, Prema principu jedna. 


di Per(r, 
UG), FGePer(r, 5) i Ofx)s 


kosti i Teoremu 3 je stoga 


ifoj [GR s) == Pere, 5) Pia 


G 
ib) To ja specijalni slučaj od (a) za rea. Naime, svaka injekcija n-Elanog skupa u g- 
-člani skup je bijekcija (vidi 1/1, Teorem 2). 


Feimjex 10: Koliko ima uređenih parova razlićitik slova ti. 
Še fa bleke). a koliko takvih »riječik od 3, 4, 5 slova? 


iu od dva slova iz »ahabein« 


23:43 


Rješenje. »Riječi« od 2 slova ima P(Š.2) 


G 


aš. ac, ad, ae, da, be, bd, be, ca, €b, zd. ce, da, db, de, de, ea, eh, 20, ed. 


Tu smo opet pisali ab uajesto (a, 6) itd. 


s 


vRiječiu od 2 slova ima P(5.3)e a 20:3 180, 1, triput više nego nriječia s 2 slova, što 


rai 
postaje jasna i tako ds nočimo du svaka fiksna Zepermutacija od S delinica fee) Jepermutscija od 8, 
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ia 


jed 


zed 


ii 


i1o tako du se nadopišu zdesnu preostalu 3 elementa. Npr, eb definira 3.permutacije: eba, ebe, ebu. Na 
1 

tuj se nučin dobiju sve 3-permutucije od S. »Riječi« od 4 slova ima Ponezigrsema= 120, 1j. 

P(5.4)=2+P(5,3). Svaka truslovna »riječa definira dvije 4.slovčane: npr. ebe definira ebcu. ebcd. 

Petoslovnilt »riječi« ima P(5, 5)= P(Z) = 51 m 120 = P(3. 4), što je jusna jer svuka 4-slovčana riječ definiru 

samo jednu 5-slovnu, npr, ebcd definira sumo ebeda. E 


Iz ovog je primjeru jasno da i općenito vrijedi zu r.neN, rgn 
Pinr)=(un-r+1) P(nr-di (*) 


što se dokaže (za čvrsto n) indukcijom po r. 
Iz (x) se može na drugi način dokazati Teorem 3 tako da se izmnože sve 
jednakosti: 


Pinl)=n, Pin,2)=(#—1) P(n,1), P(,3)=(1—-2) P2).....Ponr)=(1—r+1)P(nr>1) 


Još je jednostavnije tako dokazati da ima n! permutacija na n-članom skupu. 
Naime, za svako neN vrijedi 


P(nj=nP(n-1) (#4) 


To je zato jer npr. za u=4, svaka permutacija od 3 objekta a, b. c određuje 4 


permutacije objekata a,b,c, d. Naprimjer, iz permutacije bac dobivamo te 4 permu-. 


tacije tako da objekt d stavimo na prvo mjesto, pa između prvog i drugog, između 
drugog i trećeg te iza trećeg mjesta: dbac, bdac, bade, bacd. (Dokažite na ovaj način 
formulu (2).) 

Prve dokumentirane primjene Teorema 3 i 4 nalazimo već u anonimnom 
hebrejskom mističnom djelu »Sefer Yetzirah« (»Knjiga postanka«) pisanom između 
TIL VI st. 


Napomenimo da svaka uređena n-torka (x1,X2,....2 Xn) neskupa 5, kod koje su 
sve komponente međusobno različite, može poslužiti za uvođenje (linearnog) uređa- 
jana S. Naime, stavimo da je element x, ispred elementa x;, u oznaci x-<x,, ako i 
samo ako je i<j. < definira (linearni) uređaj na 5. Tako dobivamo da na n-skupu 
S ima »! (linearnih) različitih uređaja. 


Nadalje, uočimo da skup svih bijekcija (tj. permutacija) n-članog skupa 
N,=(1,...,1) čini grupu, tzv. simetričnu grupu S,. Red te grupe (tj. broj elemenata 
te grupe) je stoga |S,/=n!. 


Primjerz 1 Na koliko načina može šest osoba stajati u redu pred trgovinom? 


Rješenje. Označimo osobe sa 1,2,3,4,5,6. Neki od tih. poredaka su 123456. 123455, 
123654,...,365142...., 654321. Ovdje se očito radi o broju svih uređenih šestorki (0,,0,.0,.0,.0,.0,) 
skupa (1,2,3,4,5,6) s različitim komponentama, Taj broj je jednak broju permutacija 6.članog skupa, 
pu je traženi broj jednak P(6)=6!=720. 


i vo dana i 5 žena trebaju stati u red pred trgovinu, tako da alterniraju muška- 
rav-žena-m ic-žena,.. Na koliko je to načina moguće? 


Rješenje, 6 muškaraca možemo poredati na 6! načina, a 5 žena na 5! načina. Ako najprije stanu u 
red muškarci, pa se malo razmaknu, tako da između susjedne dvojice stane po jedna žena, onda uz svaki 
razmještaj muškaraca, žene mogu (uz propisanu alternaciju) stati u red na 5! načina. Prema principu 
produkta traženi je broj jednak 61+51==720*120==86400 (dakle, prilično velik broj mogućnosti). Iš 
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Primjer 13, Na koliko načina a ljudi može sjesti za okrugli stol? 

Taj problem različit je od problema nu koliko načina u ljudi može stui u red (na ut načinu), jer 
dvije različite pormutacije m ljudi mogu dati isti raspored oko stola, samo zarotiran, Mpr. na slici su oba 
rasporedu ista: 


o jo) 
(0) \G) & Đ 


Đ (0) 9 (0) 


Sl. 35. 


Rješenje. Označimo osobe sa 1,2,...cl. Uspostavit ćemo bijekciju između skupu svih kružnih 
razmještaju (tj. oka okruglog stola) n ljudi i skupa svih linijskih razmještaja u— | ljudi u red. Neka je n 
ljudi sjelo za okrugli stol, S obzirom na osobu 1, nazovimo prvu osobu njoj zdesna a,, drugu osobu njoj 
zdesna a, štd., a (n— i)-vu osobu njoj zdesna a,.,. Tada je (a,,....1_,) jedna permutacija skupa 
[Rei 1). 1. razmještaj tih osoba u red. Obratno, ako su osobe 2,3,...,m stale u red 4,,47....0,.). 8 
osobu # stavimo bilo gdje za okrugli stol, onda nadesno ad nje postavimo prvu osobu iz reda, dj, onda 
Opel na desno od nje osobu a, itd, Na taj smo način dobili bijektivnu vezu, pa je traženi broj jednak 
P(n-)=(n—I m 


U vezi s faktorijelima definiraju se i tzv. dvostruki faktorijeli 
(2n)itr=2-4:6-..,:2a=2m i (2u—1)ite1:3:5:.., (2-1), 


Kako velik je zapravo n!? Funkcija men! vrlo brzo raste. Dok je npr. 
7!=5040, već je 101=23628800, a 20==2432902008176640000. Za n 23 je očito 
2,2 =2"(<n(n-1)(m-2):... 2 =ni<n 
ed 


n-1 n 


pa vidimo da nm! raste brže od eksponencijalne funkcije m-+2"-1. Jedna bolja, ali 
još uvijek dosta blaga ocjena za n! je ova (za n>3): 


i 
(F<u<(ED). 


Desna nejednakost slijedi odatle što je geometrijska sredina brojeva 1,2,.,.,nm 
manja od aritmetičke sredine tih brojeva (Il, Teorem 3): 


H 
VL2:..0n <zU +2+...+n). 
Lijeva nejednakost slijedi ovako: 
(P=[1:4]:[2:(8—1)]:..[kln-k+D).. o [i]. 


No, k(n—k+1)>n, jer je (k— 1)(k—n)<0, pa je svaki od tih a produkata veći od 
n. Stoga je (nifi>m, 
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Dobru aproksimaciju za ni dao je 3. Stirling. Izvedimo sredstvima elementar. 
ne analize da je za velike m, broj #! proporcionalan broju futnjej, gdje je 
2,71828. ,, baza prirodnih logaritama. 

Prvo, inalelal+la24.,,+na. Usporedit ćemo funkcije y=eln x i stepenustu 


funkciju f definiranu sa /(sj=in ik, za 


SL 36. 


Tada je 5, 


iMapišemo li ax i b; u obliku 
l 


fk 
(x 
vidimo da je a >bi >ae>b>e>b3>...>0, te lim a,= lim b,=0. 
Prema Leibnizovoni kriteriju za konvergenciju alieruicajućih redova sli 
konvergira, recimo S,-+5, Stoga imarno 


*I \ 
diobe | odn Jadx 
k 4 


i a drdg : 
zima —ninadn- ( inxdx->S. Odavde dobivamo 
2 jA 
; (1 : 
ina! =lanlmsin+; nn-n+ 
2 : 
Takod mentarno ill iz Wallisove formule 


iili 
Dl 


* Jarneg Stirling (169% Škotski rantomatičar, 


f KOMBIMATOMIKA 
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x. Odaile 


jedi Stidiagova formula 


ni 


Bie/ Da (/e)",, 5. Nivo “sm d, 
pooafi ca (/ey" 
Taj izvod potječe od W, Fellera*' (v, [73]). 
Jedna grublja ocjena za ni je stoga ova: (njeX<ai<einf2Y. 


Ustvari, može se pokazati da vrijedi 


(f(n)=O(g(nj) znači da postoji konstanta X, taka da je finjg(njsK, 4-4) 
Npr. 1001==9,333:10/7, dok je ./200m (100/e)!%%2:9,328:10/5", pa je relativna 
greška 0,0008. 

Funkcija zoni može se proširiti do fumkcije definirano svada na KR osim na skupu 


18.—1,—2—3,...3. To je izv, gama-fuskeija e] (x). Ona se za x>0 definira 
formulom 
e 
Daje je 
o 


UJočimo đa iada parcijalnom integracijorn 


u=2", dveš diedu= 


slijedi 


[ečdi 
xa 


Prvi sumand je jednak 0 za x >O čvrst, jer Pe“'+0 za ze+0 dl ze co, pa je 


(x+ ljeT(x+ijexT(x). 


bo Pila jedi 


9 


Graf funkcije y 


“william 
University (1950-- 970. 


pšanju, prolesov na Prineoten 
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ina 


tea 


irixd 


BEE) 


lje 


Sl 37. 


Neke vrijednosti su rG )- Vam (- DE -2/m. Inače vrijedi 


rčim! 
To)= fm ZZIIG+2)o (am) 


O analitičkom proširenju na € \(0, — 1, —2,...) i raznim svojstvima F-funkcije 
vidi [134]. 


Svaku permutaciju feS, skupa (1,2,....7) možemo očito zapisati kao 


123..." 
(li) 
aram 
gdje je fl)=i,, Qi, l)=i, Tim zapisom možemo lako množiti (tj. 
komponirati) permutacije. Tako npr, u S, imamo 


fala id so ee aji 

PP \41253/"\s1423/ \34512 

(budući je f(1)==5, to zbog g(5)=3 dobivamo h (1) =3 itd.). Isto tako lako nalazimo 
inverz dane permutacije. Npr. za f kao gore, zapišemo li 


12345 
la 
ž (, & i A 2. 
(, 23:49 Bi) aj 
hh) Sl423/ 12345 
pa slijedi iz =1, ip=2, 4 =3, i,=4, i,=5. Stoga dobivamo 


12345 
i BH 
1 Pee 


imamo 


6 
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Ciklička permutacija feS, je oblika f=(1f(1)f%(1)...f"(1)), što znači da f 

djeluje ovako: 1>f(1). FOJ=fFUG)=f(1).... F0], tj. zatvara se ciklus. 
4 

Tako je npr. permutacija 1->2-+3+4r+5 jednaka G : : 5 1) (12345) a 
možemo je još pisati i kao (2345i)=(34512)=...=(51234). Dakle, cikličke 
permutacije ostaju iste obzirom na »rotaciju« za razliku od običnih (linijskih) 
permutacija. O ciklusima permutacije i drugim kombinatornim svojstvima permu- 
tacija bit će još riječi u VINI 4. 

Primjer 14. Koliko se različitih ogršica može napraviti od m perla (bisernih kuglica) koje su sve 
različito obojene (koriste se sve perle)? 


Rješenje: Ogrlica se očito ne mijenja pri cikličkoj permutaciji perla, a niti pri preokretanju ogrlica, 
tj. pri zrcaljenju; npr. 


SI. 38. 


Ovdje onđa očito imamo polovicu manje mogućnosti nego u prethodnom primjeru. Stoga je traženi broj 


ze u 


12... 
Primjer 15. Svaku permutaciju / skupa (1,2,...,1) možemo zapisati kao Jeli ž ") ili 
i 


naprosto f=i,i,.. 1 Skup svih tih permutacija možemo urediti na prirodan način, izv. Jeksikografskim 
lili abecednim) uređajem ovako: permutacija ii... manja je od permutacije j,f.. jj, Što pišemo 
bizoda<ijda 1, ako je —<j, Hi za neko &, jp. ha =heooh<še Npr oza n=5, 
14352 4,14523. (Ime »leksikografski« dolazi odatle što su u zječniku ili leksikonu tako poredane riječi, 
koje tamo dolaze abecednim redom, s time da tu dopuštamo ponavljanje slova i smatramo da su sve 
riječi jednako dugačke i da je ta duljina jednaka duljini najduže riječi koja se uopće pojavljuje, a to 
postižemo uvođenjem dodatnog simbola, manjeg od svih slova a,b,...,ž kojeg pripisvjemo na kraju 
kotiko treba, ali ga naravno ne pišemo; npr. baba <,babama <rbanana). 
Kako se algoritamski može načiniti lista svih permutacija od N, u leksikografskom poretku? 


Rješenje. Počinjemo s leksikografski najmanjom permutacijom 123...n. Nadalje, treba znati koja 
permutacija neposredno slijedi iza dane permutacije fs=(,1,. od Ako je 4, <i,, onda izmjenom mjesta 
mI ii, dobivamo neposrednog sljedbenika; npr. iza 14325 dolazi odmah 14352, Ako je 1,_,>i,, onda 
izmjenom pozicije odi, ii, uf dobivamo leksikografski manju permutaciju, pa stoga treba ići na i,_,. 
Akojei,_;<i,_;, onda zadnja tri broja od f treba ispremještati tako da se dobije leksikogtafski veći niz 
Da bi »povećaliu naš niz što je moguće manje, na poziciji n— 2 bi trebalo staviti sljedeči veći broj (tj. veći 
od i,_,) odabran među i, i 4. Ostala dva među originalnim zadnjim brojevima stave se na pozicije 
n>]inu rastućem poreiku. Npr. odmah iza 14352 dolazi 14523, a odmah iza 14253 dolazi 14325, Ako 
jela2>l4-, (a istovremeno 1,.,>i,), moramo pogledati 1,_,. 

Opčenito počinjemo zdesna i gledamo prvi par i, lg tako daješ; <4,, (tei >haa> > 1, > 10. 
Tada se neposredni sljedbenik dobije tako da se na poziciju & stavi min [ili,>i,, 1>k), a ostali brojevi 
ded ue--+č, (osim broja već stavljenog na poziciju ) stave na pozicije k+1 do n u rastućem poretku, 
Tim pravilom za neposrednog sljedbenika lako se može napisati program za leksikografsku listu svih 
permutacija od (1,2,....0). Npr. za n=3 ta je lista 123, 132, 213, 231, 312, 321. Postoje i »bržiu 
algoritmi za listu svih permutacija, Takvi algoritmi nalaze neposrednog sljedbenika na listi s manje ko- 
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raka (čuk sa samo jednom izmjenom i, i ij, ali takvi algoritmi nist mju« pormutacije nau  leksikogra afskom, 


nego u nekom drugom »neprirednom« poretku, Više o tome može se nadi u [123], [214]. € 


Pršmjer #6, u) Na koliko se mičina može razmjestiti 8 topova (kula) nu šahovsku plaču tažo da se 
nikoju dva međusobno ne nupaduju? 
b) isto pitanje kao a), pod uvjetom da se topovi međusobno razlikuju? 


Rješenje. U prvi red možemo stavli top gu 8 gnjesta; kud smo liksjrali iGp u prvom redu, ondu u 
drugi red možemo topa postaviti na 7 mjesta; nakon ovako iksirana dva topa u prva dva redu u treći 
red možemo postaviti top na 6 načina itd., pi traženi broj 81. 
bi Ozničimo lopove api e tuda očito (81? jer još svakom rasporedu topova 


Neka je S skup od u elemenata, a reN,, Tada je rekombinacija skupa 
naprosto s-člani podskup od S. Drugim riječima, »-kombinacija od S je iska) 
izbor od » elomenata u S, Broj svih kombinacija skupa od u elemenata bilježimo 


DA [0 
s (")s Stavljamo još i( ) za 8, onda ( =0, a ako je 
\) 0 
za reld 0) Nadalje je jasno da je () 


u 
Pana kombinacije toliko je fmđamentalan da se i čitava grana matematike 
Kojom se bavime u ovoj kajizi zove kombinatorika ili korabinatorna teorija. 
Naprimjer, ako je S=(4,b,6,d,€), onda je O-kombinacija prazan skup Že S. 
Ikombinacije su. (a), bb), ich (dj, (e), a 3-kombinacije: (4,0,c), (a,b,d]), 
(46,4), (46,0), (a,6,6), (ade), (b,c, 8), (,c,2), (b,d,e), (e,d,e):; ukupno njih 
"10. Napomenimo da se katkad u literaturi (naročito stafijoj) r-kombinacija n-skupa 
zove i Kombinacija »stog razreda bez gonevijanja od x elemenata. 


Ako jer> «0, onda je 


AEQREM 5 5.Ža neN, rel, ra, broj r-podskupova u nečlanom skupu, tj, broj 
ba kožibinacija "Sd n elemenata jednak je 


riđa 


Dokaz, Neka je S skup od n sleraenata, a Abd, svi međusobno različiti 
repodskupovi od S. Mi želimo izračunati p pomoću brojeva nis. Označimo sa 8, 
skup svih (r-) permutacija skupa A, i=1,2,...,p. Skupovi 8,,.. 8, međusobuo 
su disjuaktni. Zaista, ako je (ipo jeBB, onda je očito A, Kona daka 
Apoižno,X,), DA je ij, Neka je 


T=BU...UB,, &) 


Skup T sadrži sve repeemutacije skupa 5, (s) je par od FT isvaki B, je skup svih 
permutacija. »članog skupa pa ima ri elemenata. Prema priacipu sume slijedi da je 
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meka a kako je 7 skup svih r«permutacija od S, to je, prema Teoremu 4, 
U 


=a r)i, pa je“ 
EH 2. fu ni a 
2 ž . 
. rila zi d H in-r)1i 


Vezu između »-pormutacija i »-+korabinacija možemo sada slobodno iskazati i 
ovako: sve repermutacije dobivamo tako da ispsrmmiramo (na sve moguće načine) 
zombinacije, 


A B : PRA d R “m Ž 
lako je sam pojam kombinacije vrlo star, izgleda da je oznaku ( ) prvi 
# 


. fa 
upotrijebio Andreas von Bitingshausen (1796-1878). (7) S6 zove i blaomui 
2 


koeficijent zbog razloga koji će biti objašnjeni kasnije. Kao što smo već rekli, 

partitivni skup od S (ij. skup svih podskupova od S) bilježi se sa &# (S). Običaj je da 

se skup svih podskupova od 5 bilježi sa #,(5). Stoga Teorem 5, možema kratko 
i 


=, onda je |2,(S)| 2 


izreči i ovako: ako je 


r/ orka 


Primjer 17. U ravnini ja zadano s različitih točaka od kojih nikaje 3 ne 
sa još da su te točke u saćem paložajuj. Wađite broj 2) dužina, hi trokute 
točkama. 


Rješenje a) Budući da nikoja trojka točaka nije kolinearna, svaki par točaka određuje jedinstvenu 
dužinu (pa stoga i pravac). Stoga je traženi broj dužinn jednak broju 2podskupova iz skupa od u 


. fm\ nin) 
elemenata, tj. 1" je 
2. 
bj Kako svaka trojka točaka u oplem položaju određuje jedinstveni trokut, aliji 
n\ (s l)j(a—2 
trokuova jednak (i 6-2) 


6 


Fvimjez 18. Od 15 kandiđata za šahovsku olimpijedu savezni kapolan mora izabrati petoricu, Na 
koliko načina on može izvršiti taj izbor? 


Rješevje. Traženi je broj jednak broju 5-člasih podskupova iz skupa od iš zlemenata, a taj je 


jednak 
(9) ISIAH M 
3) P2343 ps 


Primjer 35. Neka je konveksni 
funuirašnjoj) točki. Koliko ima | 


terokat takav da se nikojo tri dijagonale ne sijeku u jednoj 
ia točaka dijagonala? 


Hješenje, 


Svakoj unutrašnjoj prosječenaj točki odgovara skup 
od 4 veta poligona (krajevi dviju dijagonala), a 
svaka četvorku vrhova daje jadnu takvu presječnu 
zočku, Stoga je traženi broj jednak broju četvorki 


. fa 
vrkova n-terokuta, tj. u gi 


Primjer 20. Od 7 ženu i 4 muškarca ireba izabrati delegaciju. Nu koliko se načina može izabrati 
delegacija tako da se onu sustoji od 


u) petoro ljudi, i to 3 Žene i 2 muškarca, 

b) bilo kojeg broja ljudi, uli mora bici jednako žena i muškuraca, 

c) petoro ljudi, od kojih su bar dvije žene, 

d) petoro ljudi, s tim da jedun od njih bude već unaprijed određena žena, 


e) šestoro ljudi, po troje oba spola, s tim đa u delegaciju ne mogu ući zujedno po jedan unaprijed 
određeni muškurac i žena? 


7 4 
Rješenje: a) 3 žene mogu se izabrati na () načina, a 2 muškarca na () načinu. Prema principu 


N/A 
produkta Iraženi je broj ()G)mzo. 


b) Mogućnosti su dn se izubere po jedna osoba svakog spola, po dvije, tri i četiri, Primjenom principa 
produkta i sume nalazimo da je traženi broj jednak 


(OGOo)+G)G)(0()-2 
PASI 3/\3/*\a/\a, ž 
€) Moglo bi se pomisliti da se taj problem može riješiti jednostavno ovako; odaberemo prvo dvije žene, 


7 
to se može učiniti na =21 načina, pa onda još tri od preostalih 9 osoba (5 žena i 4 muškarca) na 


(Jess nučina. Odgovor bi tada bio 21 +63 == 1296. No to nije dobro (2ašt0?) Ispravno se rješenje dobije 


opet tako da se razmatraju razne mogučnosti kao u b), tj. da se problem razbije na 3 podslučaju: 2 žene i 
3 muškarca, 3 žene i 2 muškarca, 4 žene i [ muškarac te 5 žena. Stoga je traženi broj jednak: 


(o) (+G)-as 


d) Ako već određena žena mora biti u delegaciji, to jednostavno znači da se od preostalih 10 ljudi (6 


19 
žena i 4 muškarca) mora odabrati četvero. Traženi je broj sloga (4 Voz. 


4 - 
e) Tri žene i tri muškarca mogu se izabrali na (90) načina, Od tog broja treba oduzeti broj onih 


6\(3 
delegacija u kojima već jesu odabrani muškarac i žena. Njih je (818) Traženi je broj jednak 


0-dh« + 


otiko se osmoštovnih različitih riječi može načiniti od 30 slova abeceđe? 
a), ali tako da svaka riječ mora sadržavali točno 3 različita (od ukupno 5) 
samoglasnika i točno 5 (od ukupno 25) različitih suglasnika, 


€) Isto pitanje kao a), ali tako da svaka riječ sadrži ili 3 ili 4 ili $ (ne nužno različitih) samoglasnika? . 
(U problemima a) i c) smatramo da nema restrikcija pojavljivanja slova u riječi). 


Rješenje. a) Na svaku od 8 pozicija slobodno možemo stavljati bilo koje od 30 slova (a,b,...,Ž). 
Prema principu produkta, svih takvih riječi ima 30-30-..,-30==30%. 


25\ 
b) 3 različita samoglasnika možemo birati na 6) načina, a 5 različitih suglasnika na ( 2 ) načina. Od 8 
slova (3 samoglasnika i 5 suglasnika) možemo napraviti 81 poredaka. Prema principu produkta, traženi 


5\ f25 
je broj jednak loi š )e 21 422000000. 
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€) Računajmo broj riječi s obzirom na broj sumoglasnikn koje sadrži. 


3 sumoglasnika: 3 pozicije (od njih 8) na kojima su sumoglasnici možemo izabrati na () nučinu. Na 


ostalih su 5 mjesin suglasnici. Na mjestima somoglasnika možemo slobodno stavljati bilo koji od njih 5; 
dakle, s njima (na nekoj određenoj poziciji) imamo S* mogućnosti, a na preostalih 5 mjesta možemo 
slobodno birati suglasnike na 25% načina. Prema principu produkta, broj riječi s točno 3 samoglasnika je 


8 145% 
(0) 


8 
$ samoglasnika: Sličnim atgumentiranjem dobijamo (0)stas. 
£ g 
5 samoglasnika: (. |5525%. 
Prema principu sume traženi je broj 


8 LJ (3 
(s 25 (0) (5) 55258 818230-10%. M 


Primjer 22. Tlocrt ulica i avenija u nekom gradu prikazan je na slici cjelobrojnom mrežom u 
koordinatnom sustavu Oxy: 


01,0) 


SI. 40. 


Najkraći put od 0 (0,0) do T(p,4) je skup svih bridova mreže, tako da se u svakom vrhu ili x poveća za 
dili y poveća za I. Takav jedan najkraći put prikazan je na slici i an se može nazvati 


XVXXXYPX)XX)X, 


gdje nam x označuje porast u smjeru osi x za 1, a y u smjeru dsi v za J, Koliko ima najkraćih pulova od 
0(0,0) do T(p,q)? 


Rješenje. Svaki takav put sastoji se od p pomaka u smjeru x i g pomaka u smjeru y, pa je traženi 
broj jednak broju načina na koji od p+g ponaka možemo odabrati p pomaka u smjeru x (pa preoslalih 


id = 


a pomaka mora biti u smjer» y). Taj je broj stoga jednak 


FRE (leče 


Dokaz I. iz Teorema 5. slijedi da je 


( n )- "i __ a ") 
n-r, area ž 
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je preslikavanje , 


x :(58)>2,.,(5) delinirano 
“A bijekcija, pa tvrdnja opei slijedi. 


Dokaz ZI. Ako u Primjeru 22, izmijenimo uloge x i y, vidimo da ; 
najkraćih putava po ojelobrojnoj rareži od 0 (0,0) da F(p, q) jednak broju najkr 


+ p+g 
puteva od 0 (0,0) do F'(q,p). Stoga je ć 9. ) Stavimo li ovdje p + 
tj € 


", tvrdnja slijedi. 28 


f 
SEOREM "7. Broj podskupova a-članog skupa je 


(6) 


Dokaz, Dokazat ćemo da obje strana ove jednakosti prebrajaju sve podsku- 
pove n-članog skupa 5. Očlio je 


2,(S)U?, (SJU...U9, (S 


2 (9) 


H Pana Hadis 
particija skupa # (5). Budući da je 12.(5% -( ) Drema principu sume slijedi da je 
M 


a još dokazati da je lo (si ==24. No svakom podskupu , 


opridružimo njegovu karakterističnu funkciju 2,:8—>10,1), nojei za 
Xa) za NA. Preslikavanje 6:2?(5)>(0,1/5, 6(A):=x, je bijekcija. 
Naime, A Bedixad \B ili IxeB\A, pa je x, (%)fXa(2) U. 6(A)£9(8), 1. o je 
injekcija. & je i surjskcija, jer je za 810,1) očito, “apo Kako je prena 
Teoremu 2, (0,1 tvrdnja slijedi. šg 

U dokazu tog Teorema dokazali smo da je (0, 1)" u bijekciji sa # (S). Stoga se 
sto (S) zapisuje i kao 2". Inače, taj Teorem daje i jedan identitet mecu 
binoznrim koeficijentima, a dokaz se sastojao u tome da prebrojimo objekta (u 
ovom slučaju sve podskupove n-skupa) na dva različita načina, To je vrlo korisna i 
česta ielinika u kombinatorici. 

Naprimjer, 


(ožloo)s(s)e()(5)+(0) 


Prema tome, skup (1,2,3,4,5,6) ima 64 podskupova. 


1+6+154+204+154+6 


Zvimjer 25. teka je S skup od u slemenata. 
na S je podskup od Sx 5.) 


Koliko ima binarnih relacija na S? (Binarna relacija 


Rješenje. Skup S x S ima u? elemenata, a mi tražimo [9 (5 x $)|. Prema Teorenan 7, taj je broj 2. 
Tako skup ad 6 elemenata ima 2/*:;69060000000 binarnih relaciju. Kao i u drugim problemima 
prebrojavanja i ovija odgovor vrlo brza raste kuda parametar u raste, Takav brzi rast se katkad zove 
kombinatorna aksplozija, ši 


Prdmiee 24. Koliko će sumanađa biti u 
ranoženja? 


(kyak. (a, E1) nekoa izvedenog 
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diše. Svaki sumand (osim 1) nskon izvršenog ranoženja izgleda ovako: S 
Si, Sa. Svaki jakav niz 1,,., odgovsra nekom podakupu (s (5) od BH 
sumand | odgovara praznoia podskupu. Traženi je broj dakle |P iNjj=2. m 


hda Sd 
a (42,.4ha 


Pilmjer 25. Binaral broj duljine u je niz saslavljen od 01 1, ukupno nji u. Koliko ima bipuraih 
brojeva duljine a? (Kompjuteri primaju upute i izbacuju rezultata u binarnim brojevima, s cifeama 011, 
ize, Hiovlisa — od engl. blansy diglej 


Hješenje, Očito binarnih »riječia duljine m ima toliko kolika i svih konučnih nizova hhodao Od 
kojih je svaki 1610, 17. Ako su na mjestima bolo <>2, jedinice, a ns ostalim rnještima nule, onda riječi 
hd. pridružio podskup (ph... 24) 8(1,2,...,1), a spraznoja riječi 0 6..,0 pridružimo prazan 
skup Zi. To pridruživanje očito je bijekcija, pa binarnih rijeći duljine u ima koliko i podskupova od 
(42...) dnje 2 ga 


Primjer 26, Binnraa n-kodirano giječi čina neki skup »riješl« binaraih brojeva duljine a, Udaljenost 
između dvije kodirane riječi delinira se kao broj bitova n kojima se riječi razlikuju. Mpr,, udaljenost 
između 1901100100 i 0100111010 je 7. U prijenosu kodirane riječi postoji mogućnos! pogreške, Ako je 
kompjuter pokazao riječ od n bitova, a ta riječ nije kodirana, pitanje je koju je rijeć kompjuter trebao 
izbaciti? Kad bi postojala najbliža kodirana riječ (najmanje udaljena) od pokazane iskrivljene riječi, 
mogli bismo pretgostaviti da je upravo tu susjednu riječ kompjuter trebao iskazati, Problem je u tome da 
se napravi takvo kodiranje da riječi budu dovoljno daleko, tako da ga iskrivljena rijeći mogu lako 
dešifrirati. 

U hrvatskom jeziku neke riječi su dovoljno daleko jedna od druge i lako ih se dešifrira. Npr, ako 
ram se u telegramu pojavi niz slova »ROĐENBANa, onda se on lako identificira kao iskrivljeno 
napisana jedna konkretna riječ. No postoje i riječi koje su bliska. Npr. niz slova »MIZK« može biti 
iskrivljeno napisana riječ od isprevnih različitih ri šta dolinicija udaljenosti zove su 
KHlamnitgova udaljenost 

Ako je najmanja udaljenost između bilo koje dvije kođinane riječi 27.+ 1, onda nijedan bezvezni niz 
slova (tj. nesiječk) ne može biti istođobno na udaljenosii od dviju različitih kodicanih riješi. U tom 
58 slučnju taj skup zove kedirante s ispzavljanlem grešaka reda s (eng). re&rrorcorrecting code). Drugim 
riječima, ako dobijemo s najviše z grešaka, onda če ona biti najbliža točno jednoj pravoj kodiranoj 
riječi. S druge strane, da bismo riječi stavili dovoljno daleko jedau od druge, potrebno je ranoga bitova 
pa da dobijemo kadiranjs s bogatim rječnikom. 

. , Označimo sa M == M (ar) najveći broj n-kodiranih riječi u kodiranju s ispravljanjera grešaka rada ». 
Kako velik može bili M7 To pitanje je prema svojoj naravi kombinatorno, | ustvari možemo se zapitati: 
koja su najbolja kodiranje s ispravljanje ka? Adi Sem: i jednom približnom odjenom 
od M. 

Za svaku od 27 kođiranih riječi ima više nizova koje ne mogu biti kodirane vijeći. “fo au nizovi na 
udaljenosti 1 od nje, na udaljenosti 2 od nje,..., na udaljenosti r od nje (i sema ta riječ na udaljenosti 0). 


e Am m pa 
zenizova u bitovima koji su točno k daleko od dane riječi ima (s jedno kad ustanovimo kojih X 
& 


bitova treba mijenjati, onda ju promjena jedinstvena, tj. i prelazi u 0, a Gu 1, Svaka kođirana riječ 


eliminira točno 
Y D 
+. 


(0) 


imogućih nizova, df kodiranih riječi tada eliminira 

[8 () : 6) 
E ko 

LAO/ 4 u 


riječi. Toj broj mora biti manji od 2eukupan broj svih binarnih nizova duljine 2, Stoga je 


EZA 


Ya sa ograda zove Hamumlagova ograda, 


so 


tas 


va 


ij 


Recimo du želimo promatrati riječi od 6 bitavu i da možemo ispruviti jednu grešku, Neka je 100101 
kodiruna riječ, Tada se sve riječi s jednom promjenom (na udaljenosti (j korigiraju na tu riječ. To su 
0ODIOT, 110161. 101101, 100001, 100111, 100100. Na tuj nučin svaka riječ eliminira ne samo sebe nego i 
šest drugih riječi du budut kodirane. Ako ima Af riječi u kodiranju (1. M = M (6,11), onda mora biti 
IM&Z =64=>M <9. pu u kodiranju može biti najviše 9 riječi. m 


Čitaocu zainteresiranog za teoriju kodiranja upućujemo na [10], [141]. 


54. Permutacije multiskupova 


Neka je M multiskup, reN. Tada je r-permutacija od M uređena r-torka 
(X, Xa, %,) elemenata iz M. Ako je broj elemenata od M jednak u, onda se 
n-permutacija od M zove naprosto permutacija muitiskupa M. 

Naprimjer, neka je multiskup M =(2:q,3:b.4:c;. Tu su kratnosti ili po- 
navljanja elemenata a,b.c redom 2,3.4. Neke 5-permutacije tog multiskupa su 
aabbb, ahbcc, cacub, dok je abcabccbe primjer jedne permutacije od M. Uočimo da 
taj multiskup nema 10-permutacija, jer je 10>2+3+4=9 =broj elemenata multi 
skupa M. 

Mi ćemo prvo prebrojiti koliko ima r-permutacija multiskupa M kojemu su 
Kkratnosti svih elemenata beskonačne, tj. koji ima n različitih elemenata, a svakoga 
imamo neograničeno, Naprimjer, abecedu možemo shvatiti kao multiskup u kojem 
ima beskonačno egzemplara svakog slova: 


[0400 :b. 2006... 02). 


TEOREM 8. Neka multiskup M ima točno n različitih elemenata, od kojih 
svaki ima Veskonačnu kratnost, Tuđa je broj r-pernuuacija od M jednak r". 


Dokaz. Treba naći broj svih uređenih r-torki (X,,X,,....X,) elemenata iz M. 
Prvu komponentu x, inožemo birati na » različitih načina, drugu x, također na n 
različitih način itd. Kako su kratnosti svih elemenata od M beskonačne, broj izbora 
za svaku komponentu je uvijek m i ne ovisi o izboru ostalih komponenti. Prema 
principu produkta, r komponenti može se izabrati na 1-1... 'n=n" načina. m 

Primijetimo da isti zaključak vrijedi ako su kratnosti svih elemenata ar. 
Napomenimo da se r-permutacija multiskupa s » različitih elemenata, od kojih 
svaki s beskonačnom (ili >r) kratnošću u starijoj literaturi obično zove varijacija 
r-tog razreda s ponavljanjem od m elemenata. Podsjetimo da svih funkcija N,>N, 
ima također n" (Teorem 2). 


Primjer 27. Sportska prognoza ima 12 redaka. U svaki redak treba upisati 0, ili 2. Na koliko se 
načina može ispunici sportska prognoza? 


Rješenje. Ovdje je riječ o muitiskupu M = fx :0,00*1. x 2; i traži se broj 12.permutacija od M. 


Drugim rijećimu, traži se broj uređenih i2-torki brojeva 0, fi, 2. Prema Teoremu 8, njih ima 


32531441. 1 


Primjer 28. Lokot na šifru ima 4 koluta s po 10 cifara 0. 1.2.,...9. Lokor se može otvorili samo 
onda uko je na svakom kolutu postavljena ispravna cifr», Koliko šifri može ifnati takav lokot? 


Rješenje. Tu je muttiskup M = [0:0, %-1...., 9). a mi tražimo 4-psemutacije od S. Traženi je 
broj stoga 10*=10000. mi 


Primjer 29. Koliko podskupova ima skup S od u elemenmu? 


Rješenje. Znamo da je odgovor 2" (Teorem 7). ali ta možemo interpelirati kuo n-permutacije 
multiskupa (09"D, 0-1). Neka je S=(a,,0,0..,24). Podskupu dia, <<, 185 pridružimo niz nulu i 
jedinica tj. binarni broj duljine 1, i to tuko du sumo mi mjestu i, #, stavimo 1, 1 na ostala mjesta 0. 
To su dukle svi binarni brojevi duljine », u njih ima 2". (usp. Primjer 25). g 


Primjer 30. Koliko ima trijudskih brojeva s 5 cifurn? (Trijadski broj je niz od nekoliko neiu, 
jedinica i dvojki, tako da na prvom mjestu ne stoji nuin), 


Rješenje. Traženi broj je broj 5-permutacija multiskupa Ma f29-0,39:1, 2 +2] (odnosno multi“ 
skupa (5:8,5:1.5:2)), a tih je 35 umanjen za broj $-znumenkustih trijudskih brojeva koji počinju s 0, a 
tih je koliko i 4-permutacija od M, tj. 3*. Odgovor je, dakle, 8 - 3*=162. 18 


Primjer 31. Telegrafom se mogu prenijeti samo dva različita signula: točka i crta (: i >). 
Njihovim nizanjem (u određenom poretku) dobijaju se složeni znakovi. Kolika je najmanja dužina 
složenih znakova potrebna da možemo sigurno dešifrirati sva slova u hrvatskom jeziku (30 slova) i sve 
brojke? 


Rješenje. Budući da za svaki signal imamo dvije mogučnosti. broj složenih znakova duljine točno & 
je 2*. Broj složenih znakova duljine najviše u je sloga 


2+X4+24,..+70=20-2. 


Za n=4 14] je broj 30 pa sa duljinom najviše 4 možemo dešifrirati sva slova. Da dešifriramo i sve brojke, 
treba dopustiti i složene znakove duljine najviše 5. Njih je 25*' — 262. Stoga u Morseovoj abecedi sva 
stova imaju najviše 4 simbola, dok brojevi imaju 5 simbola. M 


Sada ćemo prebrojiti permutacije multiskupova čiji svaki element ima konačnu 
kratnost. 


cTEQREM 9. Neka je M multiskup koji ima k različitih elemenata čije su 
kratnosti elemenača n,,1,...2Nja te n=n,+n,+... +1, Tađa je broj permutacija od 


M jednak 
( ) 
CR RR. 


Dokaz. Neka su 4,,4,,...,4, različiti elementi od M s kratnostima redom 
n.e. 7. Tada je M=(nm'a,,m'a,. aa ćaaKi M ima n=nj+n,+.. o +n, elo- 
menata. Treba odrediti broj permutacija tih n elemenata, Zamislimo ovakvu 
situaciju. Imamo n mjesta u nizu i želimo na svako mjesto staviti točno jedan 
element iz M. Prvo odredimo-na.koja ćemo mjesta staviti elemente a,. Buduči da 
ima n, elemenata a, u M, moramo odabrati podskup od m, mjesta u skupu od # 


n 
mjesta. To se može odabrati na (“ ) načina. Nadalje, odredimo na koja ćemo 
L 


mjesta staviti elemente a,. Nakon postavljanja elemenata a, preostalo je un, 

A n i ž n-n. " ž 

mjesta, a moramo odabrati n, od njih. To je moguće na ( S načina. Dalje 
"> 


-n> 


: X n n X X iko 
nalazimo da ima ( 3 načina da se odaberu mjesta za elemente a. 


"s 
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Mustavimo li na isli način (indukcijomj, i koristeći se principom orodukta, dobi. 
jemo da svil permutacija od M ima 


ZRIEMU 


pa nakon kraćenja ostaje 


DELA 


Slobodna interpretacija Teorema 9 jest ova: ako imamo 1 predmeta, od kojih 
točno nj, predmeta prve vrste, iočno u, predmeta druge vrste,..., ločno a, 
edmela kde vršio, #, ++. n,mn, pri čemu predmete i-le vrste smatramo 
jednakim (i==1,2,..,,k), onda je broj načina na koji možemo te predmete nanizati 
it niz jednak 


Taj se broj ponekad zove broj permutacija & ponavljanjem od n elemenata, među 
kojima ima s, jednakih, n, jednakih, .,, ,n, jednakih. 


MEN, moba. 
.đ,) podskupova A, 
1B za Iki jednak 


8, a S nečlani skup. 
S, za koje je JA] 


JA 


KRIJE RANU 


Dokaz. fadukcijom po k. Slučaj 


Si mH 
Dova od na | me 
Vi 


2 

KAKE bijekcija pa imamo bijekciju skupa svih uređenih parova (AA) 
LANA = 2 AUA, =5, sa skupom svih nyečianih podskupova iz 
5, čime je Teorem dokazan za Sada sa isti argument primijeni u koraku 
indukcije. #8 

Svaka takva uređena k-torka (A, <<< A,) podskupova A 
10, zove se rastav (ili razdioba) skupa S na k dijelova. 

U vezi s tora vrstom problema vidi V, 3. 

Drugi način da se dokaže Teorem 10. je da se svi elementi u A, smatraj 
jednakim, h2..k, da se tako konstruira jedan multiskup i da se primjeni 
Teorem 9. Slično se i Teorem 9. mo? eesti iz Teorema 10. 


je trivijalan. Za k=2 n,-članih podsku- 


+ Preslikavanje 2, (5)-+?, (Sj dana sa 
ua : 


S, kao u Teoremu 


Primjer 32. Koliko jrna redičitih pacautacija od slova riječi“ 2) »RANAMA«? b) »OPAGADOUGOL« 


ou, 


bavnoj se matematici »smistena« permutacija slova nuke riječi ili rečenice zove premelaljka 

ili utgrarm Tako su npr, neki anagrami imena i prezimena uutora ove knjiga: Dejan Lovrak, Jadranko 
Lev, Ena Vrdoljak, vji lado, orden valjak, roljav dekan id. 
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Rješenje: a) Ovdje Heba gači sve permutucije multiskupu M iZA 2:11:81. Njih ima 


Primjer 33. Promotrimo broj 62714277, Koliko možemo napraviti a) Becifrenih, b) S-cirenih 
brojeva od eifara tog broja? 


šenje, a) Pitamo se koliko imu permutacija multiskup (2,2,4,6.7,7,1,7). Stoga je odgovor 
ši 


EDIN 


SEA 


B) Serilteni broj se može sasjajuti od 4 jeda«ke cifre i jedne različi 
jednake i druge dvije jednuke (77722): od 3 jednake i 2 različi 
jednukih i jedne različito: (77224), 177220) ili od dvije jednake i 3 ruzi 
jrincipu sume, triženi je braj 


E 


% (77772), (77714), (TITIGK od 3 
728). (77728), (ITI46): od 2 para 
čite cifre: (77246), (22467). Prema 


KH 


dna EJ 
HH 


34. Nu koliko n 


dovjeg lijevog polju šahovske ploče doći u vjeno desno 
ati tuko da nukon svakog pokeeta bude bliži cilj? 


Rješenje. Pomičući se bliže cilju, kralj se može kod svakog pokreta pomiceti za jedno polje ši u 
korizentalnom smjeru A, Hi u vertikalnom smjeru r di dijagonatno sl, Jedan takav put na skioij je 
šiherdevdhd. Dijagonalnih pokreta d može biri aajviše 7. Ako je broj dijugonalnik koraka 4! čvrst broj k 
O<k 7. onda horizontalnih koraka 4 ima 7 &,a isto tako i vertikalnih ». Mus stoga zanima koliko ima 
(id "ka 


permutacija moRiskupa (Ze (/— kJ, (7 kroj za Švesto ž. Njih jas pa ja traženi 


2 ft 
Interpsetirajte taj rezultat i kao X ( 

imo 
Prirodno se nameće pitanje, koliki je broj reperutacija mmliiskupa s konačnim 
kratnostima 1,,...,1, za koji je z<nen,+...+007 Na to je pitanje najjednostav- 
nije odgovor dati pomoću funkcije izvodnice (v. VII, Primjee 131 zad. 30). Razna 
netrivijalna kombinatorna svojstva permutacija muitiskupova mogu se naći u 11231. 
val. Iš, 5.1. 


24 


EZ 


si 


ša 


EZ 


$5. Kombinacije multiskupova 


Neka je M multiskup, reN,. r-kombinacija multiskupa M je r-člani podmulti- 
skup od M. Drugim riječima, r-kombinacija mukiskupa M je (neuređeni) izbor od r 
elemenatu iz M (i, naravno, dopuštaju se ponavljanja elemenata). 

Uočimo da, ako M ima n elemenata, imamo samo jednu n-kombinaciju od M, 
tj. sam M. O-kombinacija od M je £. Nadalje, ako M ima k različitih elemenata, 
onda imamo & I-kombinacija od M. Ako M ima sve elemente kratnosti i, tj. ako je 
M skup, onda se pojam r-kombinacije multiskupa i skupa podudaraju. 

Uzmimo jedan primjer. Neka je M = (3-4. 4-b, lc]. Tada je O-kombinacija 2; 
1-kombinacije od M su fa), 1), fc): 2-kombinacije su: (a,a), 14,5). fa.c), (b.b), 
(b,c); 3-kombinacije od M su: fa,a,a), (a,a,b), (aa,c), (a.b,bi, fa,b,c), 
ib,b,b), (b,b,c); 4-kombinacije od M su: fa,a,a,b), (aa,ach, (4,a,b,b), 
(a,a,b,c), la,b,b,b), (a,b,b,c), (b,b,b,b). (b,b,b,c); 5-kombinacije od M su 
(kraće pisano): 13:a,2:b), 13-a,b,c), (2:4,3:b;, (2:4,2'b,c), (24:0), 14,3'b,e), 
(4<b,c); 6-kombinacije od M su: (3:4,3:b). 13:4,2:b,c), [2:,4:b). (2:a,3:8,c), 
fa,4-b,c); T-kombinacije od M su: (3-a,4>b). (3:4,3:b,c), (2:,416,c) i ko- 
načno 8-kombinacija od M je sam M. 

Kao kontrola da smo popisali sve kombinacije može poslužiti 


AE REM 11. Neka je M multiskup s k različitih elemenata koji imaju konačne 
krdtnosti redom 1, fiz. ++ Me Tada je ukupni broj svih mogućih kombinacija odnosno 
podmultiskupova od M jednak (n,+1):(mp+1H.. (m +1) 


Dokaz. Neka je M = (1, *4,,1,*03,..., 104), gdje SU 4,47... -,0; međusobno 
različiti elementi od M. Možemo smatrati da je tipični podmultiskup od M oblika 
(fi apF'0,.. a rića,), Bdje je O<r,<n,, 0Sr,<n,.. 0 <rnSn, pri čemu pri- 
padni a, uopće ne pišemo ako je neki r,=0. Prema tome, skup svih podmultisku- 


pova 4(M) je u_.očitoj bijekcija al 0,1 " 
Preme-principu produkta;-laj-skup ima (u, +1), 41)... "(m +1) elemenata i 
i a o ae 


pogrom je dokazan 


Kao specijalan slučaj za m =n,=...=n=1, dobivamo Teorem 7. U pret- 
hodnom primjeru je nj=3, 1=4, n,=1. pa ukupno mora biti popisano 
(3+1)(4+1)(1 +1)=40 podmultiskupova od M. 

Problem koji nas zanima jest da se izračuna broj r-kombinacija danog multi- 
skupa. Opću formulu za konačne multiskupove naći ćemo kasnije (pomoću formule 
uključivanja-isključivanja), a zasad čemo naći taj broj za multiskupove čiji elementi 
imaju beskonačne kratnosti. 

Označimo sa .M,(M) skup svih r-kombinacija multiskupa M, a ako M ima 
n različitih elemenata, od kojih svaki s beskonačnom kratnošću, definirajmo 


(714,00) Elementi od //,(M) zovu se katkad (pogotovo u starijoj lite- 


raturi) kombinacije r-tog razreda s ponavljanjem od n elemenata. 
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TEOREM 12. Neka ntuliiskup M ima tačno n različitih elemenata, od kojih 
"u 
svaki ima beskonučnu kratnosi. Neka je reN. Tudu ed . ti. broj svili 


E 
> uza 


+r-1 
rekombinacija od M jednak 3 3 ) tj. 
r 


rate) 


Dokaz. Dokaz ćemo provesti tako da pokažemo: 


a) skup 4,(M) je u bijekciji sa skupom svih uređenih nepudajućih mtorki ele- 
menata iz N,, lj. 


MS M G= KSK EN, x XN Ss, <. < Shi 
b) M,(n) je u bijekciji su ?,(N,,,-,h 


iza), b)i Teorema S. tada će slijediti 
n+r-1\ ad 
|£,Ml=|1Mmi=|7,N,.,-10 -( ; i tj. tvrdnja Teorema. 


Dokaz a) Neka je M =(00-q,. 2 :0,....,00'4,). gdjesua,,...,a, svi različiti 
elementi. Tipična »-kombinacija A od M izgleda ovako 


A= (koa kn02,. Koj 


gdjesu kk, >0ik,+k,+...+k,=r. Definirajmo pridruživanje 


k, k, k 


(Pritom pretpostavljamo da se broj i uopće ne pojavljuje ako je neki k,=0.)Kako je 
kt... +k,=r, 10 je o(AJjeM,(n). (Npr. ako jen=4,r=5, 4=(1:a,,3:4,1:4,h, 
onda je &(A)=(1,2,2.2.4).) Lako se provjeri da je g bijekcija sa 4,(M) na M, (n). 


Dokaz b) Definirajmo W: M,Q1)>?,(N,,,,-;) ovako 


TORE RNA LI PREDAN A 


gdje je y=x+(i>1)i=1,2,...,1. (Npr za n=4,r=5, preslikava (1,2,2,2,4) 
u (1,3,4,5,8).) Očito je tada 1<ji<)y,<...<y,€n+r-1, pa je stvarno 
de E (1,2. 1 +1— 1). pje bijekcija. Zaista, neka je (x,,.x f(x XL) 
Tada je za neko ie(1,...,7), x,#x;. pa stoga yy=x,+(i— l)ćxi +(i— 1)=y;. Odatle 
slijedi da je WQxx.okda (Jeo JE LDL om VOX U. O je 
injekcija. Neka je y=(y,.-KJE(12,...,n+r—1). Definiramo brojeve 
x=y-(6i-1, i=1,...,,. Možemo smatrati da je i<y,<y,<...<y,Sn+r-l1, 
pa je x=y-li- <a >li- =a >D+l=sn,t lx, SXia,. Stoga je 
i<y=Xx<...€x<...<n, pa je x=(X,,X2,...,s,]6M, (1) i b(x)=y, tj. W je 
surjekcija. Time je Teorem dokazan. 
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Napomenimo da Teorem vrijedi i ako je kratnosi svakog elementa od M ba- 
fem r. Drugim riječima možemo taj teorem izreči i ovako: broj načina nn koji se s 
predmeta može izabrati između » predmela. od kojih svakog imamo u neograni- 


don 


< B H u 
ženim količinama, jednak je ( 


ls. m una 
j li drugačije rečeno, broj načina du se izabere 


roolenonslu t (jeo pri ćemu poredak nije važon, a ponavljanja su 


dkr=idl NE € boce na 
: (Stoga i naziv pekombinacije s ponavljanjem od u 


dozvoljenu jednak j 


clemet 


ta). 
To je toliko vužan teorem da čemo dati još jedan (više nefarmalan) dokaz u 
duha prethodnč napomene, 


Dokaz ii. Teorema 12 
prikazati kao niz simbol 


Tipičan ruza 


rak s ponavljanjem od upa... raože se 


Dj 


aa dlagla, [lea 


gdje imamo vrtu | između odabranih a, i 4.,. Dvije uzastopne crte i ukazuju da 
neki a, uopće nije izabran, Listvari, u ovoj notaciji uopće ne trebamo indekse, jerje 
apr. zapis cajlalal|[ana dovoljan da se zapiše izbor 4,4,0)8,66016). 


oj f aja tih, simbola. Ima- 
1 crta | (jedna između svakih 2,, 4.,,). Švih šimbo- 
a reuzorak jedinstveno je određen izborom r mjesia 
Stoga je traženi broj prema Teoremu 9, jednak 


Primjer 38, Koje su i koliko ima 3-kombi 


cija multiskupa (20-195 :217. A d.kombim 


fak 


f 3-1 
ijušenje. Prosna tvaremu je traženi broj (| B ri 


“kombinacije su: HEH, 112, 1122, 1222, 2222 njih ji ( 


Prirajer 36, u) Na koliko se načina 20 jedna! 
(iNeki ljudi ne moraju dobiti nijedan predater). 


je. 0) Imenujmo osobe s 0,,0,....,0,. Tada je svaka vaspodjejt od » jednskih predmeta 

a posve određena s listom od a imena osoba koje su dobile jedan predmet, Npr, ako osoba 9 
dobije 2 predmeta, D, jedan predmet, 0, ne dobije +. 0, dobije 3 predmeta, onda je ta lista 
99,0,0,0,0,. I obratno, svaka takva lita određuje jednu raspodjelu. Na taj se način dobiju sve 


Breg n-Hr-1 
p-kombinacije 5 ponavljanjem skupa (1,,,..,0,). Njik ja prema gornjemu ( )- i ) U 
a iz 


šobnom jo slu 


O uekombinacijama multis 


PGD... 9:0.) 


7 KOMIHMHATORIKA 
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koje LIE. NEK ž s 
b) Prema nj, prvu vrstu predmeta možemo rasnodijekli nu ( 1 ) načina. Kakav gad izbor iu bio. 


broj načina da se 


raspodijeli dru 


\ 
mtr ft] mr) 
traženi je broj ("* Š ne \ Za ) m 
\ ei daa 


red 


vesti predmeta jedvuka ji šta. Poena principu produktu, 


Primjer 375 Nu kolika naćina znotemo ruspodijelti + jednakih predajota među E ljudi? 


Bžešenje (koje takoder moža poslužiti 
ispred ljudi 6,,...,0, 


O model za dokaz Teorema 12). Manižimo predmete 


Svaki 0, zagrabi s pregradom nekoliko predmeta. Traženi je broj jednuk broju perut 
objekuta, smeđu kojima ima s jednakih (predmeta) i k- | jednakih ipregraduj. Dakle 


UHITE 
kas) 


' 
že 


čiju od naki 


in - i 


35. Koliko rješenju ima jednadžba x,+x,+ 


u skupu S, 
enja smatramo uređenim storama)? 


kN) BU. 


Rješenje, Kao u dokazu Teorema 12, svaku rekombinacija 4 od M je oblika 


EPRA ra: 


gdje su x,3:8, x, +, 44 
šokom (£,,... 


f5+—\ 
\ MOME pa 


Prirajer 39. Koliko ima nepadujućih nizova duljina z čiji su članovi iz (1,2....,n09 


. Premin lome, 
x Ba, tako du | 


saki takav muhiskup je u | 1 korespondenciji s uređenom 
Kk. Fr. Prema Veoremu £2. traženi je broj stoga 


Rješenje, Svaki takav niz dobije ss tako da se odabere rekombinačija multiskupa 
Mei on) oi oueedi promu rastučoj veličini. Stega je traženi broj jednak 


he on=("* ) a 
7 


Pilmjer 40. Koliko ima nesukladnih trokwmova čije duljine stranicu imaju vrijednost u skupu 
15.6.7892 


Rješenje. Očito je pvdje riješ o S-kombinaciji multiskupa (2:5,00:6, m7 


ga Jem. m 


Primjer di, Polinom od x varijabli je homogen ako svaki sumnad (nosom) ima isti totalni stupanj. 
dpi. 25y 424x242 komogeni je pohaom stupnja 4 od 3 varijable x, y,2. Koliko ima članova fi 
imonoma) opći hornogeni polinom »-tog stupaja od n varijabli? 


::8). Mjih je 


Rješenje. Tipični monom (do ua konskintu) od varijabli =... €, stupnja s izgledu ovako 


Šid k kos 
ERASI Ap k,20, 


ča 


ie 


2 


Stopa je to pitanje ekvivalentno pitanju koliko imu uređenih mdvrki (&, kh nenepativnih cijelih 


brojevu, čiju 


& stima e, fa Primjera 38. slijedi du je traženi broj jednak ("5 ) " 
s 


Prinjer 42, Koliko imu svih rečlunih podskupova ud N, = [1.....01. 0d kojih ni jedum ne sudrži 
dva uzustopnu broju? 

Rješenje. Primijenit ćemo sličnu ideju kuo u dokažu Teorem: 12, 
Mmažantlisi. u— i). Želimo izračunati [1]. Neka je = 
Definirumeo gp: A>B su pix, mituku ha 


-r+1 -r+l 
jeočio |oje(* ' ) onda sila=(" f ) “" 
hod , 


TEOREM 13 (De Moivrć), Neku je M multiskup nu u različitih elemenata, od 
kojih svaki ima beskonačnu kratnost. Tadu je broj r-kombinacija od M u kojima se 
«-| 


sku je da (S... EN, 
<r,Kn-r+t1 
ija, pa budući da 


svaki od n različitih elemenata pojavljuje bur jednom jednak ij 
i 


Dokaz. Neka je M=(x-a.....X'u,h Nas zanima koliko ima r-kombi- 
naciju od M koje su oblika A=(ky-a,,... Kvadi. Bdje je > li ki+.. tkm. 
Skup svih takvih r-kombinacija u bijekciji je sa svim uređenim n-torkama 
(kl, k,— 1) nenegativnih cijelih brojeva čija je suma (k,-l)+...+(k,=li=r-a, 
a njih ima koliko i rješenja jednadžbe x, +... +x,=r—n u skupu Ng. Prema 


-n)- -1 — 1 
Primjeru 38, njih ima nak 1) (i \(: ) 
r-nu r>u n-1 


Dokaz se može provesti i izravno iz Teorema 12. 


Primjer 43. u) Na koliko se naćina r jednukih kuglica može raspurediti u 9 rezličitih kutija tako 
da nijedna kutija ne bude pruzna? 


bi Koliko rješenja ima jednadžba <, +1, +... +x,=7 u skupu N x... x Na N" (Tj. koliko imu rastava 
broju r u a sumunuda. pri čemu se uređaj sumunadu uzima u obzir?) 


Rješenje 1. u) Budući da su kutije različite, recimo K,,....K,, Onda je, označimo li s «, broj kuglica 
koje stavljamo u kutiju K,, problem a) ekvivalentan broju rješenju u N" jednadžba x, ++... >A, Sr 
tj. b) 
bi Da to riješimo. uočimo da smo u dokazu Teorema 13 imali zapravo isti problem (&, +...+k,=r)i 

r- 


i 
vidjeli da je broj rješenja ( D) što ja i odgovor za a) i bj. 


Rješenje 11. a) Predstavimo situaciju nizovima od » elemenata x i »pregrada«, tako da će uvjet da 
nijedna kutija nije prazna ovdje znučiti da svaka pregrada (osim krujnjih) mora biti između dvu elementa 
x. Npr. xlsxx|xxlx znaći da smo 7 kuglica rasporedili u 4 kutije tako du je u prvoj kutiji jedna, u drugoj 
3, u trećoj 2, a u četvrtoj 1 kuglica (10 odgovara r=7m=1+3+2+1), u kutija razgraničeno je s 1— 1 
pregrada. Tih m—! pregradu može se slaviti na mjesto bilo kojeg podskupu od r—i praznih mjesta 


r—i 
između r elemenata x, Broj načina da se to učini očito je ( 1) 
ća 


b) Svakom rješenju x,+x2+...+x,=n 1j. rastavu (x...) broju m pridružimo niz (parcijulnih 
suma) 
SEK zx RKn X FZ kaje SK HA E EK RT 


FS 
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Svaki rasluv daje stoga jedan i samo jedun skup parcijulnih suma. ! obratno, svaki skup 
aa itEs<n<... <, Sr-1 određuje jedinstveni rustav. Stoga je traženi broj jednuk bro- 
ju načina da se izabere (u— Ikčlani podskup [8.058,48 u 11.2,....1— 17. Stopa je odgovor 


ka) 
mi 
u-1 
TEOREM 14. Neka su r20, nž1, u2 -| cijeli brojevi. Tada je broj urede- 


nih retorki (ad...) elemenata iz N,=(1,2,...,n) za koje je d;,(—4,>0 
i=12,...,r— 1, jednak 


Knn=("-0709) za n2ž(r-l)o 


Dokaz. Neka je R skup svih uređenih rmtorki (a,,a,....,a,) elemenata iz 
N, za koje je a,,,>0,>0, jel... 11. Tada definiramo preslikavanje 
E:R>97,(N,_,,_11c). formulom 


s 
še 


(ea. ada, > 6,00, do, a, — kr de) 
Lako se provjeri da je to bijekcija. Stoga slijedi tvrdnja. (Napomenimo da se 
trivijalni slučajevi r==0, 1 te n=(r— 1)v lako provjere izravno.) Bi 


Taj teorem zapravo je generalizacija Teorema 12, jer postoji bijekcija između 
skupa svih r-kombinacija multiskupa (e0-1,20"2,...,00-n) i skupa svih uređenih 
rstorki (a,,4,,...,4,), ajeN, za koje je a,£4,, 1. 8;4,-0,> — 1. Ta je bijekcija 
zapravo ista kao u dokazu Teorema 12. 


Ako dakle u Teoremu 14 stavimo v= — i, dobivamo Teorem 12, kao speci- 
jalan slučaj. 


KOROLAR 1. Nekasur,n,veN,, 1 >(r— 1)0. Tada je broj r-podskupova SSN,, 

takvih da je za sve x,yeS, x&y, |x—y|>v, jednak pm ri=("-1- M) 
r 

Dokaz. Uredimo elemente svakog takvog r-podskupa 5 prema veličini pa S 
promatramo kao uređenu r-torku elemenata iz N,. Tada Teorem 14. povlači 
tvrdnju. M 

m n—r+i\, , 2 

Specijalno, /; (n,7)= ž je broj r-podskupova od N, koji ne sadrže 

uzastopne parove brojeva, kao u Primjeru 42, 


Primjer 44. Koliko ima i koji su 3-podskupovi u Nj == (1,2....,10) u kojima nema 
a) nijednog para brojeva udaljenih najviše 2? b) elemenata x, yeN;, za koje je |x— PER 


Rješenje: a) Traženi je broj f009a(19777) 20 Ti su podskupovi (14.7), (1,4,8), 
(14,93. (1.4,10), (1, 5.83. (15,97, 11,5, 10) itd. do (4,7,10), 


10-23 
b) Traženije boj 0ya( ; 4 Tisu skupi (1,59) (15.10) (16.10). 126,10). 
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Gana 13 (L Kapi 


naka Se takvih cki je 2 


3%, 1943). Neka su rom 6 
ju X, VES, xp onoml) 


g >re. Broj repodsku- 
> o, jednak je 


URU] 


Dokaz, Trivijalni slučajevi r==0, 1 10 n<r(u+ 1) lako se izravno provjera. Neka 
je <£ skup svih podskupova SS N,šsa svojsivom iz a Svaki takav skup Se 
možemo zapisati kuo uređenu retorku [CI PRA A <a d ua 
nakon šio mu eglemente  poredamo po veličini. Ozaučimo nadalje sa 
€ £,=1S6LISNN, mim), b...00. Skupovi 
+ skupa 4 na r+1 disjunktnih podskupova. 


Dakle vrijedi 


mao 


Tvrdimo da je za m#0, 2, u bijekciji sa skunom svih fr P)epodskupova 
20 a KOJI imaju svojstvo da je za svaka xoreZi xy, ES sI>0. Zaista, ako 
Pp onda je m najmanji olement u 5, pa S možemo zanisati kao 
(im. 0,<..,6,). Pridruživanje koje ostvaruje tu bijekciju tada je 


M mi. 


dpžMnEn+ki a, 


m/, (8-29 


Prema Korolaru |, imamo tada da je 
1). Slično ja i 2, u bi BE a kupom svih jek ita 


lina sa 


BV IVE TOEI RR e 


koristeći se Korolarom 1. imamo 


Stoga je 


jelena) fale 2 dr) a a 


DERVE 
para 


* loving Kanplansky (e, 1917), suve, američki matematičar, 
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Pogledajmo podrobnije što znači broj i, r) 3 J Yo je broj 
š 

ME! VEZNI) 

..<2 smjestili na k ticu tako 

edne točke jednako udaljene. Mpr, za n=8, 4. (5, (Le) taca 


»-podskupova S 


U koji imaju svojstvo ds zu x 
. Zamistimo du 
sj 


je broj načina da se od 1 bre ojeva“ na kružnici odabere njih #, među kojima nikoja 
dva nisu susjedna. Dakle, io je slično kao if (i 1). samo šlo su ovdja £ i u susjedni, 
Slično se može interpretirati i općeniio g, dno b 

ila drugi se način kombigatorno i 
se identitetom (uradite lo sami) 


Zudari 
i. Koliko dijagonala ima konvekani nderokui? 


adrži 50 knjigu iz aunšize, 40 knjiga iz uigebre. 30 iz raču 
studeni može uzeti po jednu kajigu iz te četiri discipline? 


4 i 25 iz geomutrije 


3. Na koliko se načina može promiješati »špile od 52 igraće kurte? 


8. 8) Na koliko načina možemo odabrnti po jednu jabuku, krušku i narunču ako je u košnri 20 jabuka 
24 kruške i 10 narandži? 
bi Isto pitanje kao a), ako smo već odabrali jednu iakvu trojku? 


3, U savnini su zadane točke A, A2, A, Kroz iočku A, povučeno je a, pravaca, 
Odredite najveći broj presjecišta određenih s tim pravcimu. 


5. Koliko ima 5-cifrenih brojeva kojima je u) prva cilu paran broj? b) prva cifa neparan broj? e) prvai 
zašnja cišra paran broj? 


a koliko naćina može dvoje ljudi podijeliti među sobom n, predmeta prve vrste, 1, predmeta drage 
» ži, predmeta te vrste, pod uvjetom du svako od sjih dobije basem s, predmela prve veste, 
burom s, predmeta druge vrste, .,,, beam s, predmeta kdo za 


6. Koliko se puta pojuvljuje broj S mu Ksti svih priradnih brojeva od | do 1 0096097 


2. Koliko ima Seifrenih prirodnih brojeva koji imaju iste cifre kao i brojovi a) 34125; b) 12034. 
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dis 


CI 


ii 


šav 


šrop 


tt, Kotiko različitih (prirodnih) brojeva možemo dobiti ninoženjem nekih među brojevima 3, 4.4. 5, 5. 
07,7. 7! 


11. Koliku djeljitelja ima broj a ==990000? A koliko djeljitelju imu koji nisu kvadrati prirodnih brojeva? 
Poopćite zin bilo koji +. 


12. ni su uređeni skupovi Sa 11<2<3) i T= (a<b<c<d). Odredite brojeve |Inj(S. Ty, [75]. 
|Sur($. JI (surjekcije) [Mon (S, TI monotona preslikavanja ft 5-7, lj, igj=f(i)</U). 


13, Neku je [8] =", keN, Na koliko je nučina moguće izabrati uređenu ketorku (Ag, Az. +<, A))h tako da 
kdASAjE.. SAS 


14. Dokažite du ima najviše 899 999 100 različitih registarskih lablica automobila (Registarska tablica 
sustoji se od 2 slova i iza topa najviše 6 cifara; abeceda ima 30 slovu). 


15. si Neku je S aečlani skup. Dokažite da na S imo: 2-" refteksivnih binarnih relacija, zi 
ičnih binarnih relaciju i 2021-" binarnih relacija koje su refleksivne i simetrične, te 2" mrarnih 


bi Koliko sećnajviše podskupovu od u danih skupova može dobili, pomoču operucija presjeku. unije i 
komplementiunja? 


16. U trgovini imu k vrsta razglednicu. Netko želi posluti razglednicu svakome od svojih m prijatelja. a1 
Nau koliko nučina to može učiniti? b) Isto kae u) uko svima želi poslati različite razglednice? ch A ako 
želi svakome prijatelju poslati po dvije različite razglednice (različiti prijatelji mogu dobiti istu 


cazglednicu), dokažite da to može učiniti na 2 načina, 


17. ui Koliko imu kvadrata, a koliko pravokutnika na šahovskoj ploči« tipa 8 x 8 i općenita 1 x u, tako 
da su im strunice paralelne sa stranicama ploče i idu duž bridova mreže? 


bi tsto pitanje kao a) uko je riječ o ploči rz n (mgaf 
tj Formulirajie i riješite analogan problem u 3 dimenzije, 


18. Nu koliko načina mogu za okrugli stol sjesti 6 bračnih purova, ako a) nikoje dvija osobe istog spolu 
ne sjede jedna do drugo? b) muž i žena jednog od tih parova ne žele sjediti jedan do drugog? 


19. Dokažite da skup (1,2,...,20) ima &16 3.članih podskupova, od kojih nijedan ne sadrži dva 
uzastopna broja. 


20 Na koliko se načina 8 topova (kula) može postaviti na 12 x 12 šahovsku ploču, tako da se nikoje 
dvije ne napadaju? 5 


21. a1 Uredite leksikografski sve permutacije od a) (1,2,3,4): b) (ac,e.hj. 


22. Koju je po redu u leksikografskom uređaju skupa (1.2,3,4, 5,6) permutacija a) 123465; b) 241356: 
€) 415362; d) 5241637 


23. Nađite permutaciju u leksikografskom uređaju od N, koja ima redni broj a) 26: b) 175: ci 250: 
đ) 646: e) 700. 


24. Nađite algoritam koji opčenito rješava prethodna dva zadatka, 


25. r.kombinacije nsskupa S=(1, PRSA također se mogu leksikografski (iex) urediti ovako. Svaku 
rekombinaciju od S napišemo u obliku A=[4,,4,,....2,h gdjeje 1 <a, <a,<...<a,<n. Stavit čemo da 
jed<iB=|b,,b,,.-.,0,) 1 reči da je A leksikografski manja od B, ako za neko i,a, =bi,... 407. ibi. 
a;<b,. Dokažite: 


u) ln-r+1,n>r+2,...,1) je posljednja r-kombinaciju u lex-uređaju od P,(N,); 


b) Nekuje 4=(0,,4,....,u,) neka r-kombinacija od N, (1£4, <a,<... <a,<n), različita od posljednje 
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+ Dokažite da je neposredni 


u lex-urednju. Neks je i nujveći broj za ak jeajklgnta+i#na, 
sljedbenik od A a kexsuredaju fp.) ponjela; e2... 


e mir ti AJ 


kelori >i, Npr. 41352 ima imercije 
aj broj inve F čiju je druga komponea 
Drugim riječima e, je broj onih brojeva permutacije / koji pretbode j, ali su veči od j, tj, a, mjeri ki 


jako jej izvan svog mjesta j. Niz 1 (Ja (aag. 440) je 12 dnverelja od fa Uh |U mug +u, tia 
broj šuverzi 


a) Dokažite da je niz Kaye.) niz duverziju neke permutacije od N, ako i sumo ako je 
Bg Lune k kaba 


hi Odredite permutacini ad Ne, či niz inverzija (5.4.4.0.2.1. 1.0): 


e) Koliko permutacija od N,, ima točno 13, točan 14 i točno 13 iaverzi 


di Dokužite da permunic: 


it imat najviše mr 19/2 inverzij 


e) Permutu . Predanuk 
poemutaci Opet purni 
(usp. VIL 


27. Neku je S skup sa 


S mn, Odredite [7 (#(#...(7651.1|. 

k 
čenterocilrenih brojeva koji se sastaje ad cifura broja 745375 ima 102: bi peiern- 
62 774227 inu 26$: ci suma svih parnih deilrenih brojevu čije vifre su 1,2.2.4. 5 Gi6 


Dekažite 
d ci 
iznosi 2320072. 


29. Dokažite du (kim dijeli (kn)! 


3. Na koliko se načina od 12 igrača može izubrati pelorka igrača za košarku, a na koliko uko u pererci 
moraju biti dva najbolja? 


31. Neku je d, broj funkcija N,>N, koje su sume sebi inverz i nemaju fiksnih točuku. Dokažite đa je 
da a=0. 4 dy =(2k- hi 


32. Nazovimo dva prvenstva i. nagomente lige »u biti istt« uko im se podudara poredak od prvog do 
petog mjesta i ako ligu napuštuju ista dva (posljednju) kiuba. Ako se 1. liga sastoji od 18 (istih, 4j. stalnih) 
klubova, kolika ima bitno različitih prvenstava 1. fige? 


33. Na pravcu je duno m točaka, a na paralelnom pravcu ni točuka. Koliko je najviše sjecišta od dviju 
dužina određenih s lim toćknma. ne ubrajajući točke na paralejama? 


34. Neka je of familiju različitih podskupova n-člunog skupu S, tako da je AMA jm iza sve A, dje sf 
Dokažite da je 

[slq2". 
Ako je [| <2""'. dokažite da se cf može proširiti do familije od 2“-' podskupova s istim svojstvom 
presijevanja. 
35. Zapis dijeljenju n brojeva dh :a,:041...5a, nema smisla ako nije naznačen pareduk kojim ireba 
dijeliti. Dokužite du tom izrazu možemo dati smisao nu 2* “5 načina (1j. dobivn se najviše 2%"? različitih 
sazlomaka: uočite da je svaki oblika (a,...b(a,...)). 


36. u) Dokažite da prosi broj p sn ulazi u kanonski raslav od »H na proste fnktore s eksponeniom 


n| ha n 
MR NENE 
tUstvari. ima jlog,m] svmanudu.) 


bj S Kolika nula završava broj 100! u dekadskom zapisu? 
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37.4) Meku je uaM, Odredite neb, a potom u, taka ska je nie 
di je €, a0. Sueku do ponovite za broj uu, ihl, Odavde do 
iičin pisti u oblika asa dira, PR bek. gdje stu aje, Ua, S 


a<q+bi 


u, ga<tu Ed 


bj ia je Pu pozitivan rucinskin broj, Prvo neka je sebi najsanji broj Bika slu i 
sljenju: #5 sa m ao, ostatak pri djeljenju ter -a,žeon sa a = | itd. Odavde dokažite da se plu 
adi u oditiku 


39. Dokužite đu postoji ne, taka da sl u dekudskon zapisu podhije s vilrama 1987, 


4. Boku je p prosi broj, tač. g 4, a poka, pedkuz broja i pa b 
uduzi u kanonski rustav ad 1 s eksponentom 


ip. Dokužite da p 


mrp 


41. Dokažite \Ylionos teorem (iz teorije brojevaji za prost broj pi ip bf 
produkt =:i (mod pih. Vrijedi 
tmiod po) (vea, (nt)). Dokažije nadalje da, uko je nadi pije prost broj. onda je (— 1)iaG(modn). 


42. s) Mu kotiko se načina 15 (jednakih) bontona može podijeliti medu troje djeve? 


bi fsto piunje k nora ctobitš tur je 


gi Na koliko se načinu n bombosa može podijeliti medu ž djece tuko da svako dijete dobije bar s 


studenta, u au doe po 10 studenata“ 


bj Dokužite da je broj particiju meHanog skupa u &, blokova velićine 1, &, blokova e 
blokova veličina u jednak 


44, Ma koliko načina možemo respodijeliti 12 jabuka. 10 krušaka i S banana među prtoro djece? 


jedinic 


45. Koliko ima binaraih brojeva sa p nala i g jedinica. pg, u koji nisu susjedna? 


36. Ba koliko je načina moguće 20 jabuka | 10 banana razdijeliti među petoro dje 
dobije točno 6 plodova. u od toga bar 2 jabuke? 


o da svaka dije 


make, Ma koliko se načina 
nr? 


#7. Parlament neke države ima 3 
podijeliti raedu strankama ka 


1 mjesto i tri političko 
na stranka nema m 


a moga 


48. Zadun je nderokut Peel, 


si, Dokažite da kterokut: 
i 


a 


su vrhovi iz Pi čije sm uva stranice 


1“ 
dijagonele fa ne stranice) od P ima 


+1 ketorki predsta 


NEEE SVICE ZSK 
oi em od 


58. Nadite braj nuji puteva 
u mivnini koji no prolize točkom (7,43. 


odišta da začke (m, 1) duž bridova cjelobrojne koordinate mreže 


Si. Makažie da najkraćih puteva iz ishodišta do tačke (1,1) duž bridova u s ravnini 


-19/ ni "1% 
votanja promijeni tačno ž putu iga (" M ) za X purana "u 
vlanje prom " k2) \a2)-1 kis aa, 


tohrojne mre 


koti kojih se smjer 


zu X neparan. 


Mp1 


82. »Vrindip zeealjenjs«, Dokažitu da je broj najkračih puteva iz išta O do 1oške 
hi Sijuzonslom 


duž bridova S i začuku 
p d + \ 
: pj 


p 
jednsk ( a 
(Na bilo kojem putu od O do 4 uočite prvu zajedničku ročku 7 s dijagonafon i zrenlite dić puta od O do 
2 s obzirom nu dijagonsku). Dokažite nadalje du je nd nujkračih puteva od O do B(1.1). koji su čitavi 


2u 
ispod dijugonale (4 dotiču je sarno u O i 8) jednak ui A Jeo Cstalanov braj, v. VIL). 
ula 


Žan 1 

53. Dokužite da monotono rastučili Tunkcija fLN,M, (i). sd jefisžujtvhi ima ( ) Koliko je 
n 

takvih funkcija uko je još fixiqx, vveM)! 


54. Koliko ima najkračih puteva duž bridova cjelobrojne kogrdinatne mreže u prostoru od ishodišta da 
ravnine xk paran! 


35. Kolika ima rješ 
BET 


jeni 
sojeNa, 


34. Koliko sješenju f«,,. 
pr 


selel“ ima jednadžba 


51. Koliko rješenja (1,.<. 
=1,23.9 


jednadžba x, 


58. Kaliko rješenja (x,,....gdeN$ ima sustav nejednudžbi x, 


28. čeka suau, 


Dokažite da uređenih kdorki nenegativni 


na 


ama dia 


SB. Kolik 


61. U ravnini 
ponovno dolazi u | (a može i ranije na 
točno p puta doči u točku 3? 


katim skokom 
uko on mota 


atili u 1 Kolika ima različitih všetnji« skakavce 


raelscu, tako da svaki Britanac bude između 
Arapa. Na kolika js ta nači giiće učiniti? 
paran i neparan). 


ti a Arapa, b Britanaca i c 
stnjati pokra 
tog stola? (Razlikujte 


ć točno 5 komada voća? b) Dokažite da ukupno ima 231 matrica dipa 3x3 
je stima svakog retka i svakog stupca je 
odgovor je Ga+ 1J(n+2)ter generalizacija vidi X, 3). 


pm 
2 
rs 


27 


ee 


si 


idu 


V. Binomni koeficijenti 


& 1. Osnovna svojstva binomnih koeficijenata 


Lii . 2 
Simbol ( ) uveli smo u IV. poglavlju. Ustvari, on ima dva znučenja. Prvo je 
š 
kombinalorno kao broj r-kombinacija n-članog skupa, a drugo faktorijelno, ij. 
n a! E PRE hr Sa A : 
( Jem Stoga svi teoremi o tim simbolima imuju i dvojuko značenje. pa se 
r DHULESS 
stoga i mogu dokazivati na dva načina: na kombinatorni način, tj. prebrojavanjem 
načina izbora nekih podskupova, i na algebarski način, temeljen na algebarskim 
transformacijama s faktorijelima itd. Budući da se ti simboli pojavljuju prirodno u 
»binomnonm teoremu«, oni se i zovu binomni koeficijenti. 


Mi ćemo u ovoj glavi dati neka osnovna svojstva binomnih koeficijenata, koji 
daju onda stvarni uvid u prirodu kombinacija, a s tim u vezi onda i najraznovrsnije 
identitete među njima. Ti identiteti, već i sami po sebi predstavljaju stanovitu 
matematičku teoriju i imaju izvjesnu »unutrašnju ljepotu«. ali imaju i stvarna 
značenja, npr. u analizama algoritama u računarskim znanostima, u kojima se 
stalno pojavljuju, pa se tamo javlja stvarna potreba za formalnim manipuliranjima s 
tim simbolima, 


Binomne smo koeficijente definirali za sve nenegativne brojeve n,r. Za r>n je 


N 
("Jao te za sven, (o)=t Za neN, |<rgn je 
m 


()- mo nfn-1)..&u-r+l)_(1) 


tg opsi(n—r) ro bel Fa 


roma ()(2) GC) 
t u—rf \r/ »\r-l r r-1 
Podsjećamo da smo ta već dokazali na dva načina u IY, Teorem 6. #8 


TEOREM 2. (Pascalova formula). Za n, reN, | <r<u- 1 vrijedi 
(0) ma .) (7 ) 
= + : 
P r-1 P 
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Dokuz 1. Neku je S skup od u clemenata, a xeS. Sve r-kombinacije od S mogu 
se podijeliti u dvije klase A i B: u A neku su sve r-kombinacije od 5 koje sadrže xa 
u B sve ostale, ti. one koje ne sadrže x. Broj r-kombinacija od S koje su u A jednuk 


' : Soo o) Ples i poe 
je broju (r— 1)-kombinacija skupa SN sg. a njih je ( SJ Broj kombinacija ad $S 
"- 


koje su u B jednak je broju r-kombinacija (#— 1)-članog skupa SN fx. a tih je 


(2) o : (0) i) i 
. Prema principu sume, imamo = + X 
r fr "—1 ta 
Dokaz 11. Slijedi neposredno iz gornjih formula: 
n— | n-t (nij! (u-1)! 

(2) r =a —_ri! 

(n— HD! ( 1 FR TESS Na (2) 
<Dra-zi=rila-r (= Hite=izr)i ree) def 


8\ /8\ 8:7 8:76 9\ 9:8:7 
a me boa a =841.)=——=84. 
Npr. (2)+(3) 3 + S. 28+56=8: (5) SKI 84 


ispišimo sada binomne koeficijente u obliku sljedeće tablice koja se zove Pascalov 
trokut: 


po 
o. 
S 
- 
7 


OG s za 


e e LJ 2%. 
l4 641 


:) (0) (2 »(0) Lela sa 
0, 1 2 n +1 
1 6 20 15 61 
Koristeći se Teoremom 2 slijedi da je svaki član Pascalovog trokuta (osim onih 
u prvom retku) jednak sumi člana iznad njega i njegovog lijevog susjeda, npr. 


5=14+4, 15=5+10 itd. Na taj način, počinjući od prva dva reika možemo 
rekonstruirati čitav Pascalov trokut, zapisujuči da su krajevi uvijek 1. Isključujući 


: x n 
prvi stupac, broj u stom retku i r<tom stupcu je točno ( ) 
g 
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ama 


Promatnuno li sva binomae kosficijente u jednom retku Pa salovog irokuia, 
vidimo da prvo ti brojevi da nekog mjesta rastu pu Vada počinju padu To 
svojstvo konačnog niza zove se unhuodalnest. Točnije, vrijedi 


2 Za svako nešt niz (9) (0) Bh: ; do) unimodakin. Ako jen 
(o)« f., ) (nA sl 
W/O io i) dete 


sko je n neparan, onda je 
Če jih + =a u fm Afan 
Ben ZT Qi) e 


REI 


. onda ja 


(M\_(8\_ ba 
(o/“ li na m 
1 svakom slučaju, među brojevima () () ši (0) najveći je (i u 
: 0/4 u/ la/2] 


Dokaz. Promotimo kvocijent susjednih binomnih koeficijenata 
fa\lf n M 
UV 


"je e k+lek« 


ž 1 neparan onda 


nl E u+l LI 


+ [ee2k 


što sa tvrdi, Nadalje, & . Ako je n paran, 2k=n4+1 za sve &. 


Ako je mo neparan, Zkeen4+1 za ke . Stoga su za u paran svi binomni 


koglicijenti (do sredine) različiti, a za n neparan samo su dva susjedna binomna 
koeficijenta međusobno jednaka: 


mog 
a) * eena/ 


Ostali slučajevi slijede sasvim analognim zaključivanjem. Kako 


oiek. oo rk z aoce 
a in/2 : —, (nf2l E ag slijedi i posljednja 


ZA Xx paran 


1/2, a za n neg 


tvrdnja Teorema. #8 


Svojsivo maksimalnosti srednjeg binomnog koslicijenta is A posljedicu 
jedno važno korabinatorno svojstvo za familije podskupova konačnog skupa. 


TEOREM 4 (2. Sperner, 1928), Neka je S konačan skup, isl =H, a 
(A1,A2, ...) familija podskupova od S, tako da nijedan član te familije ne sadrži 


4 


i09 


nijedan drugi član (j. VR A,E Jednakost se dostiže ako 


ih Tada je [s] < (, 2 


12 veličine [af2]. 


sti svi podskupovi 
Svaku familija sf kao u Spernerovom teoremu zove 

skupu # (5), za razliku od lanca 6 u # (5) koji je obliku .£ 

B,GB,&... SS, Za dokaz Teorema ireba nam sljedeću 


zašitanae u pariitivnom 
184.8,...). tako da je 


=a. Tada svih  kmaca 
.7, imash 
jednak je LA Mu KIDA 


LEM E ševa ka je S konačan skup, 
ZeB,a = S, takoih sa je 1B, k, koa 
2) Broj lunaca I i s koji sadrže zadani podskup Aq&S 


Dokaz leme, Zbog 8. =&, kupovi 8, \8,,B,\B,....B,\B,., 
su jednočkani i međusobno različiti pa definiraju jednu permutaciju od S. Obratno, Vale 
ka permutacija (x,,...,x,) od 5 definira lanac (x,)c pain Mk... 
u #(5). Očito je to pridruživanje bijekcija pa sl di ividnja a). Ta ista bijeke 
pridružuje lancu koji sadrži A permutaciju od S, koja na prvih tal mjesta hmu 
alemente iz A, a na preostalih a Al mjesta elemente iz SNA, Takvih permutacija 
prema principu produkta ima |4]!(n A]. mt 

Lanci kao u Lemi su lanci maksimalne duljine, pa se zove maksimalni lanci, 


Dokaz Teorema. Neka je dakle,» antilanac u #($). Vada svaki maksimalni 
lanac € u 2 (5) sadrži najviše jedan član Naime, ako je Ajax, onda za jski 
$#, jer bi inače bilo Ar€ A; ili AJS A, Prema Lemi je stoga 

X jal ila— AD en (#) 


da 


Označimo sa ji; broj skupova Ae? sa jal «sk. Tada nejednakosi (+) povlači 


VA 


of n\ 
s nih 
\tani/ 
što smo i tvrdili. Uočimo još da je za svako & familija #,(S) svih k-članih 
podskupova od S antilanac u 9 (S), a ako je 7 maksimalan antilamac (tj. ima 


PU 
Mapomexa. Ako je (P, <) parcijalno uređen skup, lanac u P je totalno ureden 


podskup (il. a dva slemenia su usporedivaj, a antitensc u P je podskup čija 
nikoja dva elementa nisu usporediva, Spermerov teorem se tada može izreći i ovako: 


: fa\ f 
maksimalno elemenata), onda je | 7] >1max |P+£9)| = mu “| 
š & s 
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Lo) 


jen 


iva 


ina 


maksimalni antilanac u ?(N,) ima ( ) elemenata. Slično pitanje se može 


n 
' ma ab 
postaviti i općenito: Kolika je veličina maksimalnog antilanca u P? Više o tim 
sličaim pitanjima vidi u IX, 9. O raznim generalizacijama Spernerovog teorema i 
sličnim pitanjima, čitalac može naći u [199] iti [6]. 


TEGNENIE ()e(£) (720) (9900) 
0 1 r r 


Dokaz [. Koristeći se Teoremom 2, imamo 
BL) o) ps 
= + ž 
r r r—1 
BA MIRIkE u BE o) ma 
rema mu 2, = |. pi 
RE r-1 r-1 r-2 PoI 


n+r+l “u Mato) Po) 
= + + . 
E r r-1 r-2 


Rastavljajući opet posljednji član, dobivamo 
n+r+l ia A+r—1 bien akt 
= + + + ke 
r r r-i r-2 r-3 
n 


Očito da ovako možemo nastaviti sve dok ne dođemo do člana ( 


tak: 
o) Pa ako 


dobivena suma daje rezultat. 


Dokaz II, Promotrimo problem biranja r objekata od n+r+1 objekata. Broj 
+ a . 
r-+kombinacija u kojem nema prvog objekta jednak je % 9) jer se svih r bira od 
r 
preostalih n+r objekata. Broj »-kombinacija u kojima se pojavljuje prvi objekt, ali 


| 
se ne pojavljuje drugi jednak je (" u ) jer tada biramo preostalih — 1 objekata 
f 


-1 
od preostalih n+r- 1. 
Broj rekombinacija u kojima se pojavljuju prva dva objekta, ali se ne pojavljuje 


+r-2 

treći je jednak ( 2 ) jer opet biramo preostala —2 među preostalih n+r—2. 
r- 

I tako dalje, sve dok ne dođemo dotle da brojimo r-kombinacije u kojima se 


pojavljuje prvih r objekata, a ne pojavljuje se (r+1)-vi. Stoga ovdje biramo 
preostalih O objekata od preostalih u. Sađa tvrdnja izlazi iz principa sume. Il 


k\. (k+i n\_"fk+j\_fn+1 
KOROLAR 1. (ol . )+e +02 k elit 


il 


k 


pie O a o - 


a to je očito suma iz Teorema 5, uz očite zamjene ke+n, r>n—k. Stoga je prema 


g -ki+i 
Teoremu 5 ta suma jednaka kras EKE )- i = nRI B 
n-k nk k+1 


: SO ONONO 7\_/8 
Tako je naprimjer (1) (9) (0) (0) G)- (i) 
7 " € o n n—k ME n nr+k 
MAS BRE aRi k ) 
n\fr m Ki ni! 
oso OO ET e Sa“ 


nar: (n— ki * :) "nk 
kin kl (r-k)iln-k-G-k)J! O \K/\r-k/ a 


čime je prva jednakost dokazana. Druga se dokazuje analogno. 


, 2 fk+i k+j S 
Dokaz. Teorem | povlači ( )-( o pa je suma na desnoj strani 
i 


Dokaz fl. Dokazat ćemo opet samo prvu jednakost, Biramo & objekata od a, i 
to u dvije etape. Prvo biramo r-podskup u a-skupu, pa tada biramo k-podskup iz 


J Ukupni 
broj načina da se tako dobije k-podskup iz n-skupa je tada po principu produkta 


ia PK a 2 : 
tog r-podskupa. Prvi izbor se može načiniti na načina, a drugi na i 
Fr 


(0) () No uočimo da to nije naprosto broj načina da se među n objekata izabere 
njih k jer se jedan te isti k-podskup može dobiti na više načina. Naime, svaki od 
(.) k-podskupova je uračunat toliko puta koliko ima r-podskupova koji ga sadrže. 
Ostatak r-podskupa (a sastoji se od r— k elemenata) može se izabrati u ostatku /1- 
-skupa (a taj ima n— k elemenata) na (2 IJ načina. Stoga je ukupan broj načina da u 
n 
k 
Primjer 1. Neka je n=5, ra4, k=2. Tada je 
(90)-()G)-m 


Iiustrirajmo metodu drugog dokaza Teorema 6, na ovom primjeru. Neka je S=(a,b,e.de) skup od 
n= 5 elemenata. Želimo završiti s 2-podskupovima (k =2). Prvo pogledajmo sve 4-podskupove (z==4), 


Njih ima (Jes. i oni su fa,b.c.4). fa,b.c.0). [a,b,d,e). (a.c,d,e). (b,c,d,e). Iz svakog od tih 4- 


-k 
se tako dobije k-podskup jednak ( ile ) pa tvrdnja Teorema slijedi. ml 
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Za\ 5 
3 B Zg ŠA 

-podskupova možemo izibruti \x)=6 Zepodskupova, To men ukupno doje ( X )+ 
2 a/ ha 


30 Zpodskupova, 
Od Kojili se neki pomtvljuju, i su (izostavljuma zagrade i zarezey 

še ubedl ,., eb ode ad he bal bd, iz ubve o, db ate ae be de vel iz abfe i, ab ad ae bal be de, 

iz eee... ue ad ae cd ze doca bode... be bd bu oed ce de. 

5 


ana da ima ( 
2. 


Drugi način du se izbroji tih 30 2epodskupova je ovaj O različitih 2-podskupova u 


Soskupu fa,b.c.d.ed. Svaki od tih žepodskupova, npr. [h,c1. pojuvljuje se na prethodaoj listi tofiko 
Koliko se puta on najuzi u nekom s-podskupu. Da an, međutim. pripadu “podskupu, potrebna su još 2 


elementa ad preostia 3. Tu dva mogu se izabrati na ( 2/23 načina. Za (bc! pomrebna su još dva iz 
3 


5 
od () 2epodskupova pojavljuje se na Hsri k 


ci. To su dal, feed iti (diet. Sv 


) puta. Prema 


5\/3 DVE) 
tome, njihov ukupua broj je stoga (Ges Slo se podudara sa () (0) 2 


: moma 

Zbog svojstva | je (Teorem 1), sva 
\d/ \p-g 

jenata u Tgoremu 6 možemo napisati još na tri ekvivalentnu načina. Stoga Teorem 

6 možemo napisati na 48 raznih načina. To samo pokazuje svu »kareleonsku« 

prirodu binomnih koeficijenata. 


i od produkata binomnih koelici. 


$2. Binomni teorem 

Spomenili smo već da su binomni koeficijeni dobili ime DO tome što 
se pojavljuju u binosanom teoremu ili binomnoj foxmuki. To je jedan od naje 
važnijih algebarsko<kombinatornih rezultata, a njegova najjednostavnija forma 
(x+) 2xy+y* datira još od Euklida (oko 300. g. pr.n.e) 


i 7 (Binonmi te: 


Mokaz 1 laduksijom po u. Za a 
JA) 

(ekga? ( Ja “kv 
uso \K, 

Pretpostavimo da formula vrijedi za 2 i dokažimo je 


(kapi 


141. mario 


Chy) (hy) a to je prema iaduktivnoj pretpostavci dalje jednako 
đ 3 ff 
nasa kg lg ž( k 
(ž u) AA) 
Za 
pik REZE 
žb) 


fn\. 
"bg rig 
a/ 
5 KOMNIMATORIKA 
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Žamjenom indeksu samacije & u drugoj sumi sa 1, ona postaje 


zA H 
x ( je ik 
sa k-d 


mad 


Stoga je 


(x+rpši +p)opd je, prema Teoremu 2, lo 


dalje jednako 


a pati 
(x+) 


pa je formula točna za n+1 i iaduktivni dokaz je završen. 


Dokaz 1. Produkt (x+p)"=(x+)y)H(x+ yho(g+r) nakon svih naznačenih 
ranoženja jednak je zbroju izvjesnih monorma. Svaki od tih monoma dobiva se tako 
da se iz svakog od a faktora uzme po jedan član i tako dobivenih n faktora se 


di binomna formula. 8 
Uočite (iz dokazaj da u binomuoj formuli x i y mogu biti iz bilo kojeg 
komutativnog prstena. 


ž & k 


kea 


KORGLAR 2. (1) (x- 


(ia. 


\ ž 
Dokaz, (i) Slijede odmah iz Teorema 7 i činjenice (O pi (ii) Stavi se 
d Pe 


z=]u Teoremn 7, M 


Primjer 2, (x =a 432) 43, 


oro ijen (ev BJeod()ar.() 


PR ISNŠ dalj 


ŠIŽA sy 


Navedimo sada nekoliko jednostavnih posljedica binomnog teorema. 


m no ki m\ofa s ny_ zi 
TEOREM 8. (1) (0)+(0): (2): cd (0) kam 
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ina 


ia 


io 


in (0) (0)2)-- e mlježe (0)-o: 
m (0+) -(eG)lSž 


Dokaz. (i) Kombinatorni dokaz dali smo u IV. Teorem 7. Kratki dokaz je 
sadu ovaj: stavimo naprosto x=r=1 u binomnoj formuli. 
(il) Iz binomnog teorema to slijedi tako da stavimo «=1, r= 1. Kombinatorno, 
tvrdnje (ii), (iii) možemo ovako dokazati: 


jednakost (9) (0) g a +... =0 ekvivalentna je 

aKOS a: = šk VIVa| na S 

jedna 0 : 2 . e jes 

(9) (+6 » () m :) 
oto, 4 Sl Hatlsjtee 

“To znači da je ukupni broj parnih podskupova (tj. podskupova s parno mnogo 
elemenata) u skupu od n elemenata jednak ukupnom broju svih neparnih podsi 
pova (tj. podskupova s neparno mnogo elemenata). Neka je S= (x,,X,...00K, INMi 
želimo nući bijekciju između skupa svih parnih podskupova i skupa svih 'nepamih 
podskupova od 5. Jedna takva bijekcija se dobije tako da se skupu doda. odnosno 


oduzme x,. Naime, ako podskup sadrži x, oduzme se od skupa. a ako ga ne sadrži. 
doda mu se x:. Tim preslikavanjem parni padskupovi prelaze u neparne i obratno. 


(ili) U dokazu (li) samo smo pokazali da parnih podskupova ima isto koliko i 
neparnih, pa kako je svih podskupova 2" po (i). to je očito i parnih i neparnih 


22 runa 
ze . 


TEOREM 9 (Vandermondeova* konvolucija). 


0 (OO) k9(9)- 20020029 


(ii e (9)()G Ria (2)+ a (") Y :) mt ua 
BI oj lou fu / Neo t Za/ a2 &e/ kJ 7 a / 
= 2 fn\i of2u 
Specijalno za m=n je X = ) 

kmo \K. n 
Dokaz 1. Prvo ćemo obje formule dokazati algebarski. Radi toga podsjetimo 

kako se množe polinomi. 
(ao +aix+amxŽ 4+... +402") bo+tbix +baač +. da) 
= aobo + (Gobi + Bo) x + (dob2 + audi +urabo) xŽ + (oba + Giba + aba +tabolx* + 

nr 
+ Pa bas X (ob, +4;b,_, +A,b,-, ++ haa) x" 

(29 


pri čemu smatramo da jea,=0zar<0ir>nteb,=Qzar<lir>m. 


* A. T. Vandermonde (1735-1796), (rancuski matematičar. 


s 
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(i) Promotrimo jednakost (1 +x)"(i+x)"=(P+xh0m 


pa. koristeći se Korolarom 2 (ii). razvijmo obje strane po binomnoj formuli. 
Dobivamo 


[(o+(i)l)s (7) (0) (0) (2) (Pe) 
(Jebo) 


Prema gornjem razmatranju, koeficijent uz x" na lijevoj strani je 


((+(4E)+-(0(6) 


se s 0, (nm m dia ei 
a koeficijent uz x" na desnoj strani je ( ) lzjednačavajući la dva koeficijenta, 
r 


dobivamo tvrdnju (i). 


(il) Sada razvijemo prema Korolaru 2 (ii) produkt 


arata[(0)+(0)+(2)2+ + (0)7) 
(Joe) 


Slobodni član, tj. onaj uz x" dobijemo tako da zbrojimo sve produkte oblika 


(Jera santo ()(5)*(1)(1)+()(2)+--(2)(0) 
r r 0/\90 I/M 2) \2 nj\a 
S druge strane, budući da je 

(LHxP(l+x "i Jt=(1+x(x+ljrx "=x "(L+x)m 


slobodni je član u tom izrazu jednak članu uz x" u (1+x)"*", a taj je jednak 


+ 
ko "(9 ;. Njihovim izjednačavanjem dobije se tvrdnja (ii). 
n 


Dokaz II. (i) » predmeta iz skupa od n + m predmeta možemo izabrati tako da 
prvo izaberemo k predmeta od prvih n predmeta i /=r-— k predmeta od preostalih 


m, OXk<r. S druge strane, r predmeta se može izabrati od njih m+n na (9) 
+ 
načina. Izjednačavanjem tih dvaju načina prebrojavanja dobijemo 


£(0(0)-2(0(70-(79) 


t-lar 


i16 


Gi) Promotrimo skup S od a crvenih i m plavih kuglicu. Lijevu strana u (ii) nu 
kaže koliko ima podskupova toga skupa kuglica, tako da u svakom od njih ima 
jednako mnogo crvenih i plavih (može ih biti 9,1,2...,1). Desna sirana u (či) kaže 
koliko ima »-podskupova iz čitavog skupa S od m-+n kuglica. Svakom #-podskupu 
A iz 5 pridružimo podskup B od S, koji sadrži jednako mnogo crvenih i plavih 
kuglica ovako. Ako A ima k orvesih kuglica (pa stoga nk plavih), stavimo u 8 
odabranih uk plavih kuglica i neođabranih u— k crvenih kuglica (sl. 44). Tako 
dobijemo bijekciju imeđu skupom 2,(8) svih n-podskupova od Si skupom svih 
podskupova od S od kojih svaki ima jednako mnogo crvenih i plavih kuglica. 
Odatle slijedi ivednja (il). #81 


Ć iz identiteta imeđu binomnira kogficijentima možemo sada dobiti iz 
binomač formule na sljedeći način, 


Stovatimo jednakost 


(096) 


jednakosi dvaju polišoma. De 


an n 
nikaj! «(0)+2 (2)xe 2 bk 


pa ako ovdje uvrstino x =, slijedi 


n 
+2(0)+..- 


(n\_, 


»*) 


ramo li obje strane, dobivamo 


n a 
1.4 ai * 
pejs 


il+ 


n\ 
8, či 


Da ugo sad 


alex adu iJali+xi 


. dobivamo identitet: 


i) RANICEN3) 


a 


Stavimo ti ovdje x 


ni ada 202) 


odraal g : : 2 fM\ 
Ako pak iniegrirama obje strane jednukosti (1-+ x)": ja (o) od do 1. 
kao 


imamo 


; S fa\i 
MESO ZNEDIJE! ) stale, 
H k= X (u hak 


poso 9 


a odalle 


i a 
=a rje Si i 
ai szok +1 lk 
Drugi tip identiteta dobijemo tako da u binomnom ieoremu uvrstimo razne 
zgodno odabrane kompleksna brojeve. U tom smislu dokažimo 
TEOREM 18. Neka su a gaN i<aga- 1 1e(0,1,...,q4- 15. Tada je 


Bien Lan ran koda 


\P/ o o\rtg/ dq) 


Primijetino dla je suma na tijevoj strani ustrari 


Dakar. Neka je 


a 


: od) 
Mi 
=:0. Tada uvrštavanjem u 


oR 
ž ( )a redom x=1,€,g 
ka=0 k 

ps 


(re) be 


iz UL opa 


iza 


ind 


ivo 


Pomnožimo li te jednakosti redom sa 8%,€-",€-2/,...,g 7970" i tako dobivene 
izraze zbrojimo, dobivamo 


uza 
kre“ n u n 
pas irm ALGA sai pd 


Prilom smo se koristili činjenicom da je 


0, za kgr(modg) 


nE 
g. za k=r(modg), 


što se lako dokaže. No lijevu stranu u (+) možemo pisati ovako: 


dio & kon 
X (fra zreo“, 
kro 


a to je, zbog (&"Y'=(c0so+ising)"=cosne +isinn o, jednako 


I ( kRVTOoku-2 k(n-2 
» (2cos :) E 6 D+ lsin = 1] (++ 
q 


km0 


Međutim, lijeva strana u (+) je realan broj jer je desna strana realan broj. pa je 
stoga koeficijent uz imaginarnu jedinicu u (+ +) jednak nuli, pa odatle slijedi 
tvrdnja Teorema. M 


Primjer 3. a; Ako u Teorem [0 stavimo q=2, onda dobijamo za z»0: 
sjelo) (+ Li pa 
0/ \2/ \4/ “2 š 


zar=l: 


što znamo prema Teoremu B (iii). 


bj Ako u Teorem 10 stavimo g=3, onda dobijamo za #=0; 


()+()lo)--3(7+1e05): 
o) la/tle/te zi +2e0s7): 
H\ fa\ fu Ef: (n-2im\ 
(0) (0) (2) o42eas520) 
n\fa\ fu va (+2) 
(2) lo) [za 205 3 ) 
Tako npr. zan=15 


15 15 15 15 i15\ 1 13 1 
odao cos o Va (241) 10923. M 
(ll) k kose ) zo ale naa 


zar=l: 


zara2: 


ii9 


Isaac Newton pokušao je 1676. g. generalizirati binomni teorem u smislu da je 
želio nači izraz za (x+ y)*, gdje je a bilo koji realan broj. No za opći eksponent taj 
razvoj neće više biti polinom, nego beskonačan red, pu se odmah nameće pilanje 
konvergencije 1og reda. Naime, ako definiramo za aeR i keN opći binomni 
koeficijent sa 
(0) (a-1)(x-2)..(a-k+1) (ek 

k 


pa ako formalno generaliziramo binomni teorem, onda imamo 


(1 trea (P)re(2)+(5)24.. 


Već je Euler primijetio da tu ima nekih problema, jer ako ovdje uvrstimo npr. 
«= — 1, dobivamo 


(i axe 14 (< x+ O Zea m 
=1l-x+X2-x +... 


pa ako ovdje npr. stavimo x= — 3, dobivamo 


H 
(1-3) 1=1-(-3)+(-3)—(-3) +... odnosno -571+34+94+27+81+..., 


što očito ne može biti. Tek su A. L. Cauchy (1789-1857), C. F. Gauss 
(1777-1855) i N. H. Abel (1802 — 1829) potpuno riješili ta pitanja. Stoga vrijedi 
ovaj 


TEOREM (Binomni red), Za sve zeC, |z|<1, i sve aeR vrijedi (1+2)Y"= X (a 
ke0 


(Za dokaz vidi npr. [133)). 


Naprimjer za a= — | imamo da je 


(TEPE sja biži 


k 


1 za 1 
ST = X(-1l*z a ako ovdje zamijenimo z sa —z, dobivamo EEA 
z k=0 - 


x 
= Dz=1l+z+2+2+... 
=a 
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Ako nak stavimo e imo da je za kei 


Primjer 4. Dokažite 


; 
Rješenje. (1 4x) "'-(1 4x) Fee(1-4x) 01, 


(z *“) (z (0)s)- že i is 


mito, 


te je 


sa 


koju je vrlo pogodna za razne identitete među binomnim koelicijentima. Isto tako, 
vrlo je važan identitet 


koji odmak slijedi iz definicij 
Mnoga svojstva bisomnit kortićijenala prenose se i na opće binomne kosfici. 
jenie. Tako np: m 


Primjes s 


Kaj i ornime identitslima, a nape 
binomnim kosti entima. U £i201 jedan jam pregledan popis raznih identiteta. a u 
156] sustavno su izložene saažne metode za dobivanje raznih kombinatornih suma i 
identiteta. 


83. Multinonmi teorem i koeficijenti 


Binomni teorem daje formulu Koja duje prikaz od (x- s d 
od x ir. Prirodno se sada nameće pitanje, da li se može dobiti analogna formula za 
(x+ Vi općenito za (xy 4bNxg+.., box? Na to če odgovoriti »multinomni 
teorema. No prije nego fonmuliramo taj teorem objasnimo što će biti analogoni 
binomnih kosficijenata. 


Neka su maa... oč 20 cijeli brojevi i i ++... bien. Mirtinonini koefi- 
cijeni definiramo formulom j 


/ x» ) ! 
Jama 4 jo 


Podsjetimo se da smo se mi već srefi s tim brojevima u IV, 4, Tamo smo 
pokazali da je gornji muliitomni kosficijenit jednak broju permutacija multi. 
skupa s krainosijma člemenata 1,..,,1,. Također smo pokazali da je taj broj 
jednak broju svih rastava (Ap... Ay) Skupa od +... elemenata, 
tako da je la] i čemu sm dva takva rastava jednaka. ti. 


(A AJ (d0,.0 8 q,....k. Madalje, (, A ' jE jednak 
boočik 


ni 


Za Sve 


broju svih funkcija /! N,>N,, takvih da je [f '(ill=u, 
je 


.....k. Konačno, kako 


DI (a \fu-n H>M-...-Mk a 
MH (, ia iša Hy 


inj broj možemo interpretirati kuo broj načina da se m +... +m=n kuglica od 
kojih su mn njih prve vrste,.... 2 k-te vrste poredaju u niz. 


n Po 
Binomni koeficijent ( )( ) 
F Pa=E 


TEOREM [i (Multinomni teorem). Neka su k,neN, Tuda zd Sve Xa KEC 
vrijedi 


pa u 
AAS PRR ra 


ELI 
hnk ) 
URINA 


pri čemu se stumira po svim kstovkama (m2... oMh 120, i=1,....k, taktim da je 
mtr... Fk=in 


Dokaz. Mi ćemo ustvari generalizirati drugi dokaz binomnog teorema. 
Napišimo 


(mr..obasin +... + MkrH. HK dXrRH... HK) 


Da se oslobodimo svih zagrada treba izvršiti sva naznačena množenja (njih &"), i 
potom skupiti istoimene sumande, Svaki sumand je tada oblika xtx?...xš, gdje su 
Mm.mkž Binm+...+m=n. jer biramo po jedan x; iz svakog od n faktora. 
Ustvari, taj član dobivamo tako da biramo x, u in faktora, xa u nz od preostalih 
nt faktora, ... Xx U nx od preostalih "sm —...— mu faktora. Stoga je prema 


principu produkta braj pojavljivanja člana xy: sx jednak 


n\fa-n\fn-n,-n, N>m-..>Ba 
"i m na Ja GR : 


: ž a: UH 
a to je kao što znumo jednako ————— 
DRA! 


Tako npr. ako je k=2. dobivamo 


Stavimo li sn =r, pa je stoga ii» =n—r, dobivamo 


(n+x= X ( . Vatetra X (0) stog 


izolFit>r/ Km 


što je upravo binomni teorem. 
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Primjer 6. 
boano lazna) lana) lana)“ 

a Xi Netu kalje kida I «X e 

PASA RER ISE gj, dlana dalo S(oo+ nA 


( ž ) ( q ) ( ' ) : ) 

Paoa) Ao. 10/54 1,0,0.1 jeli sna 
( : ) 
+ K 
0.1.0.1 


b) Opčenito 


2 E] I 2 a 
a Han nja zet +odkaž ta 


2x, HŽ 2 +2 +2 


R 
ita taPeKel+2 X 
i Ieiafek 


ch Slično je 
(txt. Pa 2st +3Ladxr+H3Exa) +6X Arka 


(itazko Pa žej +4 Kajak AExo)+6Fslsi +122 


pat 
HE xožra $ I2E x č + 24E pak 


Primjer 7. Odredimo koelicijeni u razvoju od (X +12 + X9+ xu 4 s)" uz alazadal. Tuj je koefici- 
jens jednak 


( 8 ) 8! 
== 1680. M 
3.1,2.2/ 3iMiN! 


Primjer 8. Odredimo korficijent uz xixax3 u razvoju po mulinomnom teoremu izraza 
(xu Ssz+20)lž. 
Traženi Koeficijent jednak je 


i2 \. : : 
ke (-5)2?= -20528-10%. a 


TEOREM 12. Broj različitih sumanada u razvoju izraza (a+x+...+X)" 
po multinomnom teoremu jednak je 


fu+k— ) 
( "o / 

Dokaz. Napišimo opći član xr'xž...xf u obliku x,...Xi Xn.NIoOX3.00X9 
Xx +Xx. Broj faktora očito je n fto je i stupanj tog, kao i svakog člana). Različitih je 


faktora k. Stoga je ustvari riječ o broju svih n-kombinacija inultiskupa od k 
različitih elemenata x:,..., Xx (a svaki ima veliku kratnost). Taj je broj jednak — 


prema IV, Teorem 12 — 
(s)-(0) = 
n n 


2+4-1 5 
Npr. u Primjeru 6. a) imamo ( 2 )-G)- 10 sumanada. 
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kh 


TEOREM 13. Suma svih ( ) rat mulsštomnih koeficijenata, čiji je 


dt 
gornji broj u, a clolje ima k brojeva jest £*. Drugim riječimu, vrijedi fornuda 


: (m 

o t 

& ( ) 
Pi? 


poem 


iokau 1 Stavimo fin multinomau Tormulu x, 1, dobivamo 


Dokaz 14, Suma tih multinomnih koeficijenata znači ukupan broj načina na 
koje 56 skun od u slemenata može napisati kao rastav u najviše k dijelova, jer svaki 
pojedini kosficijent broji koliko ima rastava u dijelove, čije su veličine 1,,...71, 8 
mi zbeujamo sve takve kosficijente. Pokažimo još da je broj svit takvih rastava 
također jednak £*, Meka je S=(4,,...,a,). Pitanje je koliko ima uređenih ktorki 
(AAn o AA A E8, AUAU., UA, 8, 1fjeA NA, Bi. Element a, može se 
staviti u svaki podskup A, a to je istina za svaki element iz S. Prema principu 
dukta broj : 
mogu biti i prazni) jest x: & 


može rasporediti u 3 (označene) 
BD tal, 


Vidjeli smo da uvrštavanjem razno-raznih vrijednosti za x, y u binomni teorem 
dobivamo mnoge identitete i posljedice. To je, naravno, istina i za multinomni 
teorem. Evo samo nekih iz teorije brojeva. 


TEOREM 14 (»San brucoša«). Neka je p prost broj. Tada za sve cijele brojeve 
KiXa..., KrEŽ vrijedi 


Ka THX... 4x8 imod p). 


kaz. Multinomni teorem daje 


nez 


Pritom su u ovoj posljednjoj sumi svi m,12,..,, m <p, a budući da je p prosi 


broj, svaki je inukinomali kosficije iu posljednjoj surai djeljiv s p. Odarie 


slijedi tvrdnja. 8 
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KOROLAR 3 (Ferit). Za kaN i p pros broj uljedi 
ki 


k (mod pj. 


Dokaz. Stavimo x = 1 u Teorem 14. 8 


Na kraju ovog pogluvlja evo još dvaju zanimljivih primjena ove materije iz 
icorije brojeva. 


Prhajev 19. Dokažie du je za svako kei, (EH)! djeljiv s (dk li. 


Rješenje. Promotrima muitinomni kocšieljent za mjedi 
one ke(k- dpi 


oo 


Kako je mukinomni kovficijem cijeli broj, tvrdnja neposredna slijedi. Tuka je npr. već za £==4 malo teže 
izravno provjeriti da je (d1)!a III djeljivo s (GIV ==720%. M 


Ii Tuda je 


KETA 


Primjer 1i, Svaki na jedinstveno se može zapisati u obliku 
je >> >e,28. Taka dobiva binarni zepls (Gli zapis po bu 
11001), Broj re 261) je broj jedinica od 1 u binacaom zapisu: npr. (25) 


. 24Ž). 1. ukapan broj jedinica binarnih zapisa svih prirodnih brojeva manjih od 


Gti dinje X (ee (č'Deseneova ferniula). 


štješenje. ti) 3100. ,.0),. Svaki manji broj ima na zadnjih a mjosta izvjestan broj m jedinica. 


di af) 


ku/ 


meg 


(li Dokažimo prvo 


Atnj= S "(e jea ia da dla («] 
or 
Zaista. usna je da je 
" = 
ra fo) 
ke 


(2) 
m) 
pu dvostruku suma u (es) nakon kračenja daje prvo sumu u (+), Drugu sumu u (es) je jednaka 


(lezija X 14 X 


BEkda-Iu = Bdkća- 


čime je (e3 dokazana. Uzasiopnom primjenom formule (#) slijedi tvrdnja (ih. 
Mapomenimo du zbog joge "— | <e, slogan treba očekivati da je dn) <(12\og 
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že» 


ša 


dasa 


EZ 


Zadaci 


1. Dokažite u) (“ ) 
r 


"tr 


R . (n+k n+k-1 
L Dokužite du je 2 + < potpun kvadrat. 


3. Dokažite du je: aj suma členova u (u+1)-om retku Pasculovog trokuta jednaka 2"; bj ruzliku 
kvadrata uzastopnih brojeva na trećoj »hipotenuzi« Puscalovog trokuta kub prirodnog broju. 


4, Dokatite X ke ob See (2) (20) ru 2a-neee(% 9 


«< i “i 
m\f un m+n\ e u" 
S. Dokužite kombinutorno: ( .i ) ( ) «(i )- ad 
3 E rek) 7lmarh 257 


6. Riješite jednadžbu 


(dl jd (ln 


7. Napišite identitete u Teoremu 6 na nekoliko drugih nučinu. 
2 fu re) nk ' : 
&. Znamo du je k ia k )- Pa + "2 Pomoću toga dokužiile da zu dano & i 
um ? R A m) uf Pk-a 5% i 
neN postoje jedinstveni m>m_,>...>n,ži tako da je u= k + +. ik Stavite 


k-1 
m k s m\. 
hi max sim k <n), postupite slično za u k id. 


9, 25 studenata žele osnovati svoju delegaciju od r studenata. Za koji r je broj različitih delegacija 
nujveći? 


2+) (2u— Kk 
10. Zu koje k e( X " ) maksimalno? 
La n 


11. Promolrimo sve binarne brojeve duljine n, Reči čemo da je binarni broj uya2...ux pokriven brojem 
biba. ..ba ako je ab za i=1,2.,... u. Koliko najviše ima binarnih brojeva duljine #, među kojima 
nikoja dva ne pokrivaju jedan drugoga? 


12. (Erdčsova generalizacija Spernerovog teorema) Neku je st= (4,4 


| omaksimulna familija 
podskupova od S, tako da ni za kojih /+ 1 skupova iz sv ne vrijedi A, EA, 


-SA,.,. Dokažite da je 


tada || =suma nujvećih | binomnih koeficijenata (0) (Kao u dokazu Spernerovog teorema desnu 


stranu od (=) zamijenite sa Ž-"!. Primijenite aritmetičko-harmonijsku nejednakost.) 


. * /k m+1\ fm 
13. Dokuži = s 
kisi 20) e) de)! 


14, Izračunajte a) 1200). u=0(0)...s0an(") 
GI ĆI CI -:(5) 
b) (0)+2(.)+(0) DO; 


$. Odredite kosficijent uz x, x". 


i x' u polinomu (1 -dxf(1+3x). 
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16. Odredite koclicijeni uz 159, 24, 42", 125 u polinoma (1% - a5. 


17. Dokažite da je (1+v3 


ži Bt a(1- VA" cijeli broj, u drugi sumand između — | i 0. Đokužite ada 
du je UI + 112 djel 


zi 


18. Za k, neN označimo su s = 1 +25 +... +1č. Dokažite du je 


k+1 k+l k+1 K+ 
a+nee( Ju+( Ja Ja sa Mada: 
U 2 3 ko 


19. izborom nogodne vrijednosti od x u binamnoj formuli (ili derivacijumu itd.) izračunnjte: ' 
a) 52(.) bj ema() CG] še iP e(0) 

o ref fer 
4X sa-n(0) e) s (2). n š ak+n() 

Ka i iu 


, iV3 p— : Ž . < 
20. Stavite raj u binomniut formulu i pomoću Moivrćove formule (cosa +isine)*= 


=vosna + fsin na, dokažite da je 
() (9)+5() 5) 2 an 
1) 3lo7/75ls/ pl Ra 


21. Dokažite kombinatorno X, (om rani 


iro 


22. Dokažite da za m reN i m=[a/2] vrijedi 


S a 1 4+(r- 
pie [414-197 


k 
23. Dokažite da je za u<m s( WE (PJ 
m m 


24. Na koliko načina se mogu u N,g odabrati d međusobno disjunktna podskupa A, 8, C, D, tako da je 
|4l=2, |B] =3, |C]=4, |D|=35 za svako ugA. beB, reC, deD. a<b. c<d? 


25. Dokužite da najkraćih putova (duljine 2") duž bridova cjelobrojne mreže u ravnini koji počinju nu 
Pravcu x +y= —a, završavaju na pravcu x + jema prolaze kroz ishodište ima 4". 


2nd 
26. Iokažite da je 4) š ken(e j tez " ) 
" 


ken 


wie()-(o(20)-2(0) 
m zeo(()e-v(/,) 

o Ze( ee v (a) 
O je zo) 
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E DE ai : 


nato fu 
dmeak 
nad kon 


mova 
Utak: ki ž t- n( : JA 


DI 


. e Ho f2p\ 
Lira. dje je €), ) 


prilp 
g (:) Kara 


g e (9 fa () 
k z pu) E : 
mid java Pj Ž E) pak () . 
m. 2ni 
2. Dokužite du je 2e[ o dean Pr 


Na u 


: Ks PRN an 
28. Dokažite ova svojstva binomnih kosfieijenatu s ponavljanjem ( ž )= 


Gale ke(i) 
(6. 
\& / iN 


29. Ruzeojem (tar 


30. Kari; 


či se Moivrćovom formulom (605 49 +5 sin 1" ==cos nep + isinai, da 


(Ja: - (Je (0): Pg 
joe jin 


af Pošt broj p udi 4 


(zi 


«21 


sa 


200) 
b) S koliko nasta završava broj ("| u dekadskom za; 
\109/ 


cl dok čla je v, < [Ha nfin p| pa stogu pjegu: 


di) Ako je p prost broj. doka 


ip 1 


Žu 
Sa izrazite v, (( pomoću g, niz 
nd 


) najviše [loga] puta (koriste 


pa 
ip 

e [2 380 tnod p), 
im mod pj 


32. u) dz 


2 iz prethodnog za + [lag 2uf: 


i, 


gdi i) 


f2a 
bi Dokažite da g dijeti \ 
" 


LJ 


Ca 


ci D: 


ifou 2 ba zd 
e pk sop! Ku; dl) Dokažite du p? di 
" 


> ROMBIMATORIKA 
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33, Neka je p prost broja dodane. aag (O Kajeph kakadua. hardi 


u\ »()() o) ame Će 
BRE mima (most po). Specijalno. p, . 


hp zapisi od 


nik pa bazi p. Dokožit: da je ( 


iZnamo da u prstenu polinoma £, [x] vrijedi (1+ aprm 1 ga" San brucošne 


Pala jed avita| (exe af PH 4". Sard so usporede kovti 


jenti uz ĆI, 


ni 
34. Bokažite du je modu hrojevinu (o tuj je broj 


# a p 2 dje LA: 
( , broj neparnih matenciju vd 2. Točnij 
m. 


jednak 2161 ty, Primjer 11) 


2 
i 


“ 
Gonod p), pilje je p prost broj, 


a 
38. Dokažite du je ( ) 
, 


\ c 


a 


uko u nije 


a\ fa 
Neku je M najveća zajednička mjeru brojeva (0) (): .. 
u nrostog braja 


) Dakažite da je M 


pa 
Moxpi tko jo ee 7, p prost broj, raN. 


potenciji 


ŠI Provjeršte da je luri 1.7(nfinn) za n-21200 i inđukeljom go u, pokažite 
u>1200: 


zGg ado ski 


3B. Abalov identitet je ix +4 


(Za: ijuj. 


Go je binonma formula, pa je to njena generali 


ka n 
a) Dokažite dn je Xu He,+ak+.. ta, 
: sjeta Z 


ČO) 


B 
binomnih kosficijenata 


= U'ula, za bilo koji polinom ugtm,E4..+agko 


(Koriste SU + 1J'8,,. nakon što taj polinam napišete kno linearnu kombinaciju 


b) Dožažite Abelov idesttat za x+ 


") Dokužite Abelov idemitet tako du zapišete p kao pair) desnu strnini 


od (rar prim 


te po fiteneiju: 


di lvestite u Abelov identitet apr. va 


39. Neka je S skup za [Sema 97 15)% # (5) binarna relacija na partitivnom skupu s 
sa ApBleADB = 8. Dokužite da je ole 3. 


1) definirana 


L. Čebišev (1821 — 1894), ruski matematičar. 


ije 


ija 


ved 


sva 


40. Neku je S skup sa 
dd st 
UBirajte presjek i ruzliku 4, a: oda je tadki određeni, 


st, Nat koliko je načine moguče odabrati 141.44 


SZ USK sh # ela. tako da je 


42. Dokažite du uredenik tocki u 101. ...1l s parnim brojem kovnlinatu jednakih U i neparaim 


i 
brojevi koordinata jednakih 1 ima [r+1- ta -310, 


of s m > 
33. Pogodnim purcijalnim deriviranjimu multinomne formule, dokužite du je še jna, 
KE 


gdje se sumira po svim uredenim četvorkasni 11,5, 5,188. i+jaek+l=n 


44. Neku je i=/> 1. Promutrite Re (141 +14). pa dokužite 


bon hm 
s( jr Peas, 
Zli konaka o e Aa 


sumiru po svim (4, Ay Ej BJENj Kk, + ky+ky m. KA kje2Na, 


gdi: 


45. Koristeći ruzvoj (1 +2 ,..+k9', izračunajte 
“u . 
s( m. 


46. Suma peti potencija od nekoliko cijelih hrojevu djeljiva je 
djeljiva s 5. 


47. Dokužite kombimuorno i algebueski fiz muttinonie fommatej 


nm "| ki u-1 
< )- 23 
teanu dim dana Niue m. 


48. Izjednačuvsnjem kocficijennta u (sy +... aka. 


( m+u )ex( UT \( u J 
Lari Led mm nn ra in rear 


se sumiru po svim m. 1,20, tuko du je prjenj=r, jebo Kkim+. M, mn. 


2 ind 
49. Nokužite pomoću Slirlingove formule du je ( NE2 vra i zu velike sk: 
" 


9Jejale(2) (0). (9) 


50. Beta funkcija B(x, ri definira se za x. y>0 Formulom 


i 
B(s.ri=|e ća rd. 
o 


Dokužite a) B(x,1)= B(l.xim lji b) Bix+tpl+B(xp+ lje Bixyli o) Binris((s+ryp Bisy+ ti: 
d) Blxuy)= Fl) T(oy/T (seri. gdje je T gama funkciju: 


r 1 
e) a zika B(k,r—k+13: 1) pomoću Stirlingove formule du je za velike r 


> UTik+l). 


13f 


51. Dokažite du je ukupan hroj svih jedinica u binarnim zapisima svih prirodnih brojeva manjih od u 
približno jednak (#/2Hog, u. Točnije, taj je broj jednak (2/2) log, i 4-0 (a1. 
: sha ž LEA: 
52. Dokužite da se svaki polinom Pisek [x] stupnju 2 može nspisali a obliku P(H= X n( ) 
tso 
Pomoću toga dakažite dk su sve vrijedunsti (x) cjelobrojne za 
cijeli. 


6%, uko i sumo uko su svi brojevi h, 


svj x 
(Uočite da se 1x. x* mogu napisati kuo linearne kombinacije ad Bl jal) Promotrite 
" 


2 
vrijednosti P(xh. za k=0,1.....m 


£3. Neku je s natilanse podskupova n-članog skupi S, tuko da je Makes, Za sve Ae sf. Dokužile da 


: DI 

je iste) 

54, Dokužite Bollobasov teorem, Neka je (S[=n, 4 44.444 Bre. 8,,8 5, tko du je ANB,= Devi 
Neka je a=|4d, b= |B, i=1.2.... m. Tada je 


ad +h, 
s uk Ven. 
ia ki 


55. Neka su PuPa--..Pa ruzličiti prosli brojevi. Dokužite du je maksimalni broj djeljuelja broja 
» 


Lof2y/' 
NeeR, [x] 21, za sve ia 1=[0.1]eR. Tuda je broj 


izvodite odatle Spernerov icorem. 


N=mp 


Pa koji ne dijele jedan drugog jednak ( 


54. Dokužite Erdosov teorem. Neku su u.Xa. 


linearnih kombinacija S &,x,, 1,610, 11. koje su unutar / mujviše jednak ; a, 
i nj 
(Svakoj takvoj sumi pridružite skup indeksa i za koje je €,==1). 
51. a) Dokužite Lelbnizovu formula za n-tu derivaciju produkta dviju funkcija 
2 (m 
ra (Jr 
neo 
(Indukcijom po s ili je svedite na binomnu formutu); 
bj Generalizirajte Leibnizovu loramuig na više faktora; 
€) Zu fix)=asetgx, iz (1+ačH/ (s)= 1, odredite (0). 
58. Dokažite da u skupu od n23 objekata ima više trojki parova nego parova trojki, lj, 
() 
2 
> 
3 2 
59. Neka su p.gaN čvrsti brojevi za koje je (Ps pa Dokažite da postoji no=n9(p.g) lako da za nžno 
q, 
vrijedi 


u\ u 
(Koristite se time đa je zu čvrsto k, (0-2 zau») 
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po 


PT 


VI. Formula uključivanja-isključivanja 
i Mšbiusova*' formula inverzije 


Ši. Formula ukijučivanjadisključivanja 


U probleniima prebrojavanja konačnih skupova često je lakše prebrojiti vle- 
menle indirektno nego direktno. 


« Koliko ima prirodnih brojeva između | i 1060 ruključivoj koji nau djeljivi » 202 


Rješenje. Umjesto direktnog prebrojuvimja. mi ćomo traženi broj nači jndirekina ovako. Cijetih 
rojeva komodu 1 | ESB koji su djeljivi sa 24 ima 1 O04:20 SU, pu stog anih između 11 LOBO koji nisu 
: (80 0$9. M 


Primjer 2. Koliko imu permutacija 


slabo skupa 14 


FIENA 
bI slova ubvetujij 16. nrij 


Ti u kojima ! nije na prvom mjestu, 1. za koje je ij =) 
u omfubese ahefoijh. u kojima se ne pojavljuje »riječa geef? 


Rješenje, u) Izravno 
prvom mjestu podijele u 6 + 
permunicija u K., ij. onih kojima je r na prvom mjestu ima toliko Kotika i is 
iooepedrad.oo.00) m tih je 63. Prema principu sume. traženih je peranut 
imeditim, m o ovako ri i 
prvom mjesiu irau toliko kolika i siki LR ee? 
broj jednuk 71-- 61 - 


u kojima | nije ua 
3....7. Svih 
permutacija skupa 
4 6-61. indirektna, 


&) Slično kao u u), svih riječi ima 71, a ako riječ gad smutramo kao jedinku, onda je broj penautacija u 
kojima se pojavljuje gad jednak broju permutacija preostala 4 sovu i jedinke ge. 1. (6+ lje 51, Traženi 
še broj stoga jednak 7! 


Ustvari, u oba smo se primjera karistili ovim očitim svojstvom, koje odmah 
edi iz principa sume. 


AKO ja S konačan skup, a A 
imeni skupa A u skupu 5 


. onda je 14] =(5]— [A], gdje je A= SNA kompis- 


Svrha je ove glave da se 10 svojsivo poopći i onda primijeni na 
konkretne probleme, Slijedeći korak poopćenja je da se promatraju dva podskupa 
A Be znišljajmo čitav skup S kao pravokutnik. Situs jednim podskupom 
Ai dva podskupa A, B mogu se tida Vennovim dijagramom ovako predstaviti: 


ZNOVrSne 


* August F. Mdbius (1790.- 18681. njemački matematičar. 


ERdH da 2|Ed 38. Kaka se 
o Dačke je 


ili time du je BOPNS 
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Pamnožimo ži (e) s 2 i od toga aduememo (093, dobivuma 2 ]0]4|0,[4-2 [5o[4 ]F4[-=0. Po je suma 
nenogativnih brojeva, pa more biti |ool Lj te stoga [0] =1Q0] +101 +10.[ 00. Dakle. 
du uko se neki učenik bivi nekim sportom, 


onda se bavi ijoš Sav Stoga duma: 
17 dB o [BO PJUGOSK a [BOP ajs: 
1 [Ples KPABUPOS 


= |Poni+|ensi 
SOBI SNP. 


iz ovog nui 
je sumo dvoje 


z. Dukle, plivača koji znanju skijati 


dla izrecimo sljedeći općeniti Teorem, koji je prvi sustavna koristio Sylvester, *! 
REBA 1 (Fo 
upo AA, 


uključivanja-šskijučiva ši kratko FU. Neka je S 


AES RES KI 
ANa,0. NAJ =15|- zlaja ZANA) ZLA DA NA| 4 4 (PADA. 


konačan 4, Tuda je 


gidlje ju prva suma uzeta po svim i641.....nj. druga suma po svim % conabinacijuma 
ije... 1), ireća po seim 3ekombinacijama fijoke in, DERETA 


Stoga na desnoj strani formule vključivanja<isključivunja imamo 


“ sumanada: 


Katkad se formula uključivanja-isključivanja (ili formula Ul) zapisuje u ekvi- 
valentnoj formi na sljedeći način 


TEOREM 2. Za podskupove 4,,A,,.... 4, S konačnog skupa S vrijedi 
I4,UAU.UAj= 214] SA NAJ +2 +(> NJA NAN. Nad 


pri čennu se sumira istu kao u Teoremu 1. 


Dokaz da su Teoremi 1. i 2. ekvivalentni slijedi iz De Morganovih formula: 
Kompiement unije je presjek komplemenata, a komplement presjeka je unija 
korapjemenata. 

Prije nego što predemo na dokaz Teorema 2, zapišimo ga u jednom kon- 
nije i u getki obliku, što ća nam pomoći i u pregladnosti dokaza formu 
le. 12,..., 1) neka je 
ada Teorem | mo- 


2, (tad 


jesi 


matematičar. 


si 


u Teorem 2, možemo izreči ovako 


« 
UA, 


las) 


= S oGijilale XoOGijtvnaj 


BrreN BalePiN 


Dokaz Teorema 2. Indukcijom po n. Za n=1, formula je trivijalna, a za n==2 očito 
vrijedi 

JAUBI = 14] +18] - 418) (+) 
Pretpostavimo da je formula točna za n i dokažimo je za n+1. Tada (+) povlači 


CE n 


] U di=i U AJUA,, d= 
ist imi 


2 A|+]|4,al- KU ANA, gd = 
im i=t 


=14..11+[U 41-10 404,0). 


Na posijednja dva člana primijenimo pretpostavku indukcije, uvodeći oznaku 
PANj= (11e7(N,) [11 22) =skup svih podskupova /€N, s bar dva elementa: 


|O 4i= X 4+ x ata 


lee Na 

ie 
IVANA, = X (> 1 1404,.:|= > (= 14|. 
izi Baležina ETO SKORI 

Uvrstimo li ta dva izrazu gore, dobivamo 

m1 nea 

iUdl=Zldde X Glas X o Gifejajk m 

izi iz ULKOJANI Zute7iN,.,4 


Obično se Teorem 1 koristi u sljedećem obliku. Neka je S konačan skup od N 
predmeta od kojih neki imuju neka od svojstava a,,a2,....,G,. Neka je N (a;š broj 
elemenata iz S koji imaju svojstvo a, N (a;a;) broj elemenata iz S koji imaju oba 
svojstva 40 aj, Nilaaxn) broj elemenata iz S koji imaju sva tri svojstva ay, ay. ax itd. 
Tada je broj elemenata iz S koji nemaju nijedno od svojstava q.42.... 4. jednak 


N=N- Nade S ONiaa)- X Nima). +(— 1) N (aya2.. 09). 
ii isi<jsn Sei<j<kću 


Spomenimo ovdje da je zapravo pravi okvir za formulu uključivanja-isključiva- 
nja teorija vjerojutnosti. Naime, označimo sa p(X) vjerojatnost nekog događaja X, 
sa X + Y'označimo događaj »X ili Y (ili oba)«, a sa X: Y događaj »X i Y«. Tada za 


događaje Ai,da...., Aa vrijedi formula p(Ay+A2+...+A,)= X (IX P;. gdje 
jail 
je Pj= X opl4)). Po=|, pri čemu je za 1£(1,2,...,1), Ap=[1 4, plAg)=1. Ta 
Mis) fel 
formula odmah slijedi iz Teorema 2, dok iz Teorema | slijedi da je 


Pl Area > Ep(Al+Ep(AprA)- +6 pl Ar A d= LGP, 
jao 
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Napomenimo da za nezavisne događaje imamo da je 


Pts Am p(A DG p(A,h. 0 = p(A,)) Vidi npr. [206]. 

Uočimo također da formula uključivanja-isključivanja slijedi iz svojstava ka- 
rakteristične funkcije podskupova ASS, 

Tada vrijedi: 
Zsz1.Xo=D. 2 =1— Xa. Kanu "Xa Ka Kun Ka E Xu — Kara 
iz tih svojstuva ondu slijedi (indukcijom po n) da je 
žana, nateže Uz 
što je zapravo reformulacija formule uključivanja-isključivanja, 

Sada ćemo pokazati neke primjene formule uključivanja-isključivanja u teoriji 
brojeva i kombinalorici. 

Za neN oznučimo sa (u) broj onih prirodnih brojeva koji ne premašuju m i 
koji su relativno prosti s 1, se zove Eulerova funkcija. Npr. za u=24 relativno 
prosti brojevi s 24, a manji od 24 su: 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, pa je p(24)=8. 
Prema osnovnom teoremu aritmetike, za svaki prirodan broj n>1, postoje jedin- 
siveni prosti brojevi p1.p4,..04) PI<PI<...<Px i prirodni brojevi 21.42... x 
tuko da je 

n=pfpF...pt. 
Takav rastav broja # zove se kanonski rastav na proste faktore, 


TEOREM 3. U: gornje oznake vrijedi 


so=(-8(-8)-(4) 


Dokaz. Označimo sa A,= (reN,jr je djeljiv sa 71), i=1,2.....k. (1) je broj 
elemenata skupa N, koji nisu ni u jednom od skupova Ar, A2.....< dx. Stoga je. 
prema Teoremu 1. 


om)="-E|41+ž|A4NA|—...+(— DZJANAN.. Nad. 
Ti sumandi lako se odrede. Naime, prirodnih brojeva između 1 i n djeljivih sa p; ima 


točno l4l=>. Ti su brojevi Po ŽPu IP s Pam Nadalje, brojeva koji su 
i U 


no. i o n i 
djeljivi sa mipy ima JANA =-—, jer su ti brojevi pipy, 2PiPj,. o — Pipa n itd. 
BiPi PiPj 
Prema tome, 
n 


n n 
njen-X—+X-—-...+0-1X-———= 
iN bi ra as 


(Db) + 


138 


KOROLAR L Eulerava fimkcija tp je nudtiplikativna, 1j. ako su um i refativno 
prosti, osa je qa nje apionij pd 


Dokaz, Meku je m=huji 


'. di kanonski rastav broju m, a od n kao gore. 
ko su prion relativno pr 


+ svaki je p, različli od svakog 4, pa je prema 


i 
(= 

m/Noog 
Tako je, naprimjer. 


(30-49) 2 9 (30) 6 (49): (1-3 slali BIC \ 
\ 


Inače, u vezi s Eulerovom funkcijom naponmenimo da vrijedi ovaj 


i 
di j= pin) B8 
: :) inje pl) 


TEOREM (Eudes). Za a, neMN, u.zon, (anje 1 prijedi a1 (moda). 


Ako je u prosi, lo se svodi 


naiov teorem (Y, Korolar 3). Vidi [128]. 


Korabinacije muitiskunova 


4 M 


izračunali smo broj rekombinacija multiskupa koji ima konačno 
čitih elemenata, ali svaki s beskonačnom kratnošću. Da podsjetimo, 
t Nia smo dozni Masa Meka je S==(00'X1,00'X2...,06:x4) multiskup sa k 
Xy, svaki s beskonačnom kratuošću, a reĐi, Tada je broj 
Slanih podmultiskupova od 5) jednak 


di k kar i\ 
(ie ) 
Ne/ Ao 


Sada ćemo izračunati broj rekombinacija proizvoljnog konačnog multiskupa. 
IJ , 5 


TEOREM 4 (P.A. Mae Mahon*). Neku je Ted x), M) Xx, ah 
konaćan multiskup s različitim elementima x,...,x, i kratnostima redom 1,...,1. 
Neku je vell. Tada je broj rekombinacija od T jednak 


k 
Šeste 1 WYk4r-m-...- 
A een ao 
r asa kod k—i 


su9 


s I\ 
/ 


..<i,ak. (Kao i uvijek, prizom smatramo 


Druga sumacija se vrši po svim 1 < 


obep (\ 
“\p/ 


Mexander Mac Mahon (31854 — 1929). cugleski matematičar (major u britanskoj 


dla je 
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Dokaz. Neka je HB 
ali s beskonačnim kralnomiima. 


si o maltiskup nad 1,0... 
€ (8B) skup svih #-kombina 


ke 
ja 


od 8. Znamo da je [S] 


io ) Oznučuno nadalje za 


BRE SEVE kup svih kombinacije od 8, u kojima se x; jevlja više od m, 
puia, Pada su Aid». pa neka je NAK 
izračunati 


bh... ko Mi želimo 


\ 
MB. : 
(“ : PEDE 


Kori 


it ćemo se Teoremom |, pa izračunajmo sv 


Skup A, sastoji se od onih ;-kombinacija od Bou kojima se javlja barem 
med pula. Ako od svake r-konibinacije ud, odstranimo n,+1 xpova, ostaje 
nam f7-(n;+libkombinacija od 8. Obraino. ako s u (06, Vjekombinu 
ciji od B dodamo (a,+1i xprova. dobivamo re kombinaciju od Bou kojoj je ba- 
rem nj+d oxpova. je la =broj [r-(n,4+ li)kombinacija od B. u tih ima 


( SIC sA ) 5 
hote (a;3 
. 8B u koja se ox, javlja barem nj+1 puta, a 
. Ako opet iz svake takve r omoinacije odstrenimo (n,+1) xprova i (u;+1) 
ova, preostaje nam (, + liPkombinacija od 8. £ obraino, sko 
svakoj [7 (ud) (nel) ombinaciji od 8 dodamo a, NJE spova i jed 
Nova, dobivamo se kombinaciju od Bos barem (n,+1) 
vj-ova, Stoga je |A, de. broj [7— (nel) iFH Pobinaća od , KS Riu inia 
Pkar—in,d Helu;+1)-1\ 
\ k—1 / 
sumand je stoga jednak 


sumand, Prvo je | 


ce 


MA, sastoji 


onih skombi 


barem nj+1opu- 


jasno kako treba 


lje postupati. Gp, 


kbr (nd) (01) E 
na,nnaje( br (1, . (+1) )- pe 


Uvrštavanjera u formulu u Teoremu |. slijedi tvrdnja Teorema. i 


\ 


Primjer 7. Koliko ima i koje su a sve 8-korabinucije multiskupa 


Rješenje. Ovdje je 3 mek need. Prema Teoremu 4, traženi je broj 


3e6-1-2V] [ 348 
nai «( 


(346-343 
A ( 2 


Tražene G-kombinavije su 13- 2. dade 


Piimjer 8. 9) Koliko ijošenju ima jednadžbu x, karh..o a, u skupu Nyx. x 
jeBsna 2 


i30 


ii 


bj Koliko ima cjelobrojnih trojki (x, 22.54] za koje je x, +24 ay = 14. tako da je 0 gs, <8.0£x,£7. 
DESTE LH 


LIUJRARU 
Rješenje. a) Kao u IV, Primjer 38, vidimo da je odgovor jednak ( sia 3 kao u Teoremu 4. 
r 


bi Tujerald kade. im 7, ty =6, pr je hroj rješenja jednak 


1443-1 144+3.-8—2\. (1443+ 1-2). (14+3-6-2)] [/1443-8-7-3 
E -| a PLO PU VE 2 bj 
14+3-8-6-3 i4+1-7-6-3 i14+3-3-7-6-4 
f A ž A . : =35. m 


Te vrste razmatranju korisne su u linearnom (posebive cjelobrojnom) progra- 
miranju. 


Stavimo li u Teoremu 4. n=m= m=l, ondaje T=(x.X2....,Xx] Skup, 


pa kako svih r-kombinacija od 7 ima č I dobivamo sijedeći 


KOROLAR 2. "rijedi identitet 
(k 
(že 


83. »Totalna zbrka« ili »le probičme des recontres« 


Na ulazu u zgradu instituta svaki od 7 znanstvenika mora predati svoju kasticu 
identiteta. Na koliko im načina vratar može vratiti kartice tako da nijedan od njih 
ne dobije svoju vlastitu karticu? Osam je »svjećica« izvađeno iz cilindra automobila 
radi čišćenja. Na koliko se načina one mogu postaviti natrag u cilindar tako da 
nijedna svjećica ne dođe natrag na svoje mjesto? Na svečanoj podjeli diploma bilo je 
100 studenata. Na koliko irm načina (rastreseni) dekan može dodijeliti diplome tako 
da nijedan student ne dobije svoju diplomu? 

Svi su navedeni problemi specijalni slučajevi jednog općeg starog problema (»ie 
probičme des recontres«) koji potječe od Pierrea R. de Montmorta (1678— 1719), a 
glasi: koliko ima permutacija (tj. bijekcija) f: N,>N, bez fiksnih točaka, tj. takvih 
da je f(i)2#1, za svako ieN,? (Inače se općenito kaže da je točka xaX fiksna točka za 
preslikavanje f: X —>X, ako je f(x)=x.) 

Označimo traženi broj sa D,. Broj D, katkada se zove i broj »deranižmana« ili 
»totalne zbrke« od n elemenata. Stavlja se Do:=1. U spomenutim primjerima 
pitamo se redom koliko je D;, Dg i Dio9? Prvo, očito je Dr==0,a D»=1, jer je jedina 
permutacija od (1,2) bez fiksnih točaka 21. D;=2, jer su od 123 jedini deranžmani 
231, 312. Da =9, jer su od 1234 jedini deranžmani 2143, 2341, 2413, 3142, 3412, 
3421, 4123, 4312, 4321. Općenito vrijedi 


TEOREM 5. Za naN je broj deranžmana od n elemenata jednak 


D.emfi loto. < 
=a brašna Kri da HPT) 


141 


Dokaz. Neka je S skup svih m! permutacija skupa N,=11.2....,1!. Za 


d=l.2.:.2 n. označimo sa 4; skup svih permutacija feS zu koje je tij. Tada je 


li ! Creorem 11 zu odrediva- 
bilo koju 
=(n— 1). 
odo porautacija skupa 


očito 2,=lA,NA,N...NA,). pa ćemo stogu kori 
nje D,. Permutacije od (1,2... 8) u dh oblika su li, 
permutacija od 12.3.....1). Stoga je lAl=tn- 
Permutacije u ANA oblika su 12ida.. da. gdje je 


(d...003. Stoga je LADA, =(n—2H, a isto tako i ANA jee(d- 2)! za sva. 
ki dvočkni podskup iij;e(1,2.....1). Općenito za svako £, permutacije u 
ANAN...NAx oblika su 12. ie gdje je dki1. da permutacija skupa 
ik+1.....m). Stoga je JA NAN.. ajetu ki. ni općenito zu bito koju k- 
“kombinaciju lipi APE41.2..... n) vrijedi [4 N4.9...N4,| = k)1. Kuko 
k-kombinačiju od N,, ima fj Teorem | povlači du je 


Đ, -u-(P)u- n+(2)u- 21 (7) gr-34. 041 A (Po 
: 1 2 a He 


a n" oni m (iš 
= B tn Me X mn i g 


k=v su ' k=o 


čime je Teorem dokazan. Ii 


Kraće i u duhu dokaza Teorema 2 možemo taj dokaz ovako zapisati: 


Za 1€N, neka je 4, skup svih permutacija od N, koje ostavljaju na miru sve 
točke u] (tj. feA,=f(i)=i, Viel). Tada je |4,|=(n—11])!. pu je 
it k 
D= X (-iFial= X ok Ja-ktt=n S a .. 
fen, ko k=D | 
Prema tome, odgovori na postavljena pitanja na početku su redom: 
) 


1 ! 1 1 X 
Den(1-gtz-e—g)185 De=8(1-qe7- «gj v4039 i 


i 11 i 
= 109! kese 
Diogo = 100! (17 TEST st 8) 
Broj Diog nismo izračunali jer to iziskuje dosta računanja. pa je stoga važno da se 


dobije približna vrijednost od D, za velike u, tj. asimptotsko ponašanje. Radi toga 
podsjetimo da je 


i to1 
kg iti PORRKE LOG VOOR: RIA = 
e''=i ut riki ... 20,3678794, 
pa je stoga 
D l Lj DU H 
Peta (— IJ +(-1jU? +...D,-—< S 
SST gradj "radni | S n+1 


Stoga je D, najbliži cijeli broj broju nie *, Lagani račun pokazuje da se Duniie * 
podudaraju u prva iri decimalna mjestu za 4 57, pa su za praktične svrhe Duli 
7! jednaki za u, Uočle du je lim D,ntee i, 


Broj Do/u! je jednak vjerojatnosti du je nasumez izabrana permutacija skupu 
HŽ.) totalna zbrku, lj. bez fiksnih točaka. Tako je npr. vjerojatnost da od 
ibo studenata nu podjeli diploma nijedan student no dobije svoju diplomu približno 
jednaka 27! 20,2678. Zanimljivo je i pomalo neočekivano da ćemo dobiti gotovo 
istu vjerojatnost ako ja uajesto 100 studenata njih 1000 ili 10006 ud. Ili npr. 
uzmimo du je puhnuo vjetar i raznio 200 numeriranih listova rukopisa i potpuno ih 
porazbacao. Vjerojatnost da nakon skupljanja tih listova papira nijedna stranica ne 
dođe na svoje prvo mjesto je približno e“!, tj. nešto veće ad 1/3. 


Drugi način računanja brojevu D, dat ćemo kusnije pomoću vekurzivnih 
relacija, a u narednoj točki ćemo poonćiti »le probleme des recontres«, 


Ša4. Još neke posljedice i poopćenja formule uključivanja-isključivanja 


Navedimo još uake zanimljive primjere vezane uz primjenu FLI. 


# 9. Kolike ima zecifrenih trijudskih brojeva (ij. s cilrama 6, 
cifru 0, bar jednu cifru 1 i bar jednu cifru 2 


. 2). koji sadrže bar jednu 


Rješenje, Meku je S skup svih necifrenih trijedskih brojevu, a zu ie 
koji na sadrže cifru i. Tuda je broj onik koji sadrže svaku od cifara 0. ! 
3". Broj neifrenih trijndskih brojeva bsz ema je broju svih 

roga je Ida] = = 270i slično iZ I=i rij 
2 (u dvoji, Stoga je |MaOhjai i nisa ' 2 2 


jE broj 


=0.1.2 2 4; skug svih onih 
jednak |AoNA, Nj. Očito je 
cifrenih trijadskih brojeva samo 
ijadski broj koji ne sadrži ni O aiti P je 
LA,fvb|=!. Konačno, ne postoji vijadski 


HoNA NA d=37-(ZAZAR ZA 4 del 


Primjer 10. Na koliko se načina n različitih predmeta može raspodijeliti u 5 različitih kutija, tako 
du bar jedna kutija ostane prazna? 


ih? predmeta u 5 (različitih) kuti- 
Mila broj razmještaja je tada jednak 
jih svaki predmet ide u 
rtu 2, traženi broj jednak 


Rješenje. Označimo sa A, skup svih razmještaja n (ra 
ja tako da ista kutija ostane prazna, i=1,2,5,5,3. 
JA PUAUA UAA, 2:10, Očito je laje, 
preostalih 4 ično je LANA] 


jedan 


1B-G)oob) 


Sada još dva geometr 


ka primjera. 


raparice nekog »hipija« imaju na sebi pai zakrpu, od kojih je svaku površina barem 
vih traperice. Đokažita da tadu postoje dvije od tih 5 zakrpu, čiji presjek ima površinu 
o hlača. 


12 površine čita 
barem 1/5 povi 
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Rješenje. Možemo uzet da je povi 
|| površini zakrpe A 


e Jad, Zauna da 


sa 
je To|U aje M, 
kaj tua 


KPA EP Zo Poja Prans Žde u 


ša te mojednakosti pokušajmo sada adjiranili posljednje ii sume. 
Hrema FU opet mimo 


način, 


ići lj 


PSA UA UA UA 


kPa DP Pije Piana 


izdje se sumiranje indeksu vrši po skupu (2,3,4.51. Mapišemo li analogire nejednak: 
sve ih zbrojimo, dobivamo 


B 
X PIX 


X Pin +4 a Pig 
e 


BoAXN,AXP, 


PARNI 
Pinar 


S Pija Š Paga 20. tas) 


Pomnožimo (s«) sa 1/3 i zbrojimo ta sa (2). Ms taj smo način edstranili žlan S Pije Dobijumo naime, 


2 U 
GAP E Por 


A 
ui hz Pia? (aos) 


Nadalje, keno je da vrijedi #,, 


LIZ Pia 23 Pasa Ž Pragas 28. 


Najednakosi (ss«] doga povlači | 2/ 


Stoga je Xp 


ij 


PoeH/3X.P,, 20. Odavde slijedi S P,,2 


3 
Kuko je broj sumanada u S) 2); jednak := 30, to bar jedan sumand mora bi 
š, Žžašuj 2 


kajati dok: Ta je ocjena najbolju moguća. (Za poapčsi 


ja dog rezultata vidi zađaiko), #5 


Pidmjer 12. Na koliko se načina može sg u boja obojini sten s + sobe čiji je taeri aa slici, sli iuko 
du susjedne sobe (tj. one sa zajedničkim vratimu) budu obojene raxličitim bojama? 


ježenje. Sabe smo označili sa Srif==1,2,3,4), s vrata st Vj 23,4, 5). Ukupan broj načina da 
se oboji stan je Nr“ (n boja za svaku sobu). Ono što ragrarao izbjeći jen da susjedne sobe (povezane 
vratima) budu obojene istom bojom, Stoga za svaka ota X dofinirajra skuj A, kao skup svih Arln 
stana, tako da u tim bojenjima sva uz vrata #; bude obojena istom bojom. Tada je Pjer je 
svaka sobu uz ; obojena jednom te istora bojom, a ostale dvije sobe proizvaljno su obojene. tao se 
zaključi da je JANA =a*. Malo pašlivije treba raditi sa JANA,NA:l. Koskremo, vrata Ki, Va, "5 
povezuju ukupna samo 3 (a ne 4) sob, pa je |A1NA NAJ =a (po jedna boja za sobe $,. S;. S). a jedna 
boju za Sa), Slično je LANA DA: 2", Sve ostale trojke vrata povezuju sve 4 vobe, ps su odgovarajući 


Z 
rajevi LANA daje, Ukupno je dakle JANA Nadle dot BIG m. Četvoro ili petoro vrata 
Nd “ 


iš4 


I 


E 


tea 


ue 


5 
povezuju sve 4 sobe, pu je KLANA NANA (m te JA ALO BNALNA lem. Prema FUL. odgovor 


na nađe pitanje jednak je 


m me? Ej "(S 5 
ADA NANA Na =a < 51 + niedača 2 [np+U Ju n=n*— 51č + đu — da. 
PI 1 4 


Primijetimo du je najmunji u za koji je taj izraz pozitivan jednak 3, pu je potrebno bur 3 boje. (Te vrste 
problema susluvno ćemo obraditi u 1X, 5.) u 

Sada ćemo obraditi jedan poznati stari kombinatorni problem koji polječe od 
E. Lucasa iz 1891. g. Taj je problem poznat kao »problem bračnih parova«, a u 
literaturi prema francuskom originalu »probičnic des mčnages«, a glasi: na koliko se 
načina n bračnih parova ( = »mčnages«) može posjesti oko okruglog stola tako da 
muškarci i žene alterniraju i to tako da nijedna žena ne sjedi do svog muža? 
Označimo taj broj sa M (u). 

Da riješimo taj problem, postupimo ovako, Neka je u 22. Prvo, neka sve žene 
(njih »r) zauzmu položaj oko okruglog stola. Broj takvih mogučnosti je očito 2-n!. 
Fiksirajmo sada jedan takav položaj žena za okruglim stolom i numerirajmo ih sa 
brojevima od i do s, počevši npr. od najstarije žene među njima. Npr, za n==6 vidi 
sliku. Označimo sa s; prvo lijevo sjedište od žene označene sa i, a sa M; muža od te 
žene. Zahtjev problema je tada ekvivalentan sljedećem: za i<n— 1 muž M; ne smije 
sjesti na sjedišta s;, 5141, a M, ne smije sjesti na s, i si. Označimo sa g (i) sjedište na 
koje će sjesti muž M;. Nas zanima koliko ima permutacija o skupa (1,2,...,1), 
tako da vrijedi 


za ign-1, o(ijsii+l, te s(u)#n, 1. (+) 


51. 49. 


Označimo sa R (u) broj svih permutacija od N, za koje vrijedi (+). Taj se broj zove 
reducirani broj »m&nagesa«, Tada očito vrijedi M (n)=2n!:R(n). 


TEOREM 6 (J. Touchard,* 1953). Broj R(n) dan je s formulom 


Ruj= X (1 (Jun 


»=0 


* žacques Touchard (1885 — 1968), francuski matematičar, 
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Dokaz. Neka je S, skup svih permutacija od N,. Promotrima ove podskupove 
od S,: 


Au-a=iseSdo(i)sij. za iefi,2,...,"] 
Au=igeS,lo(i)=i+1), za iefh2.....1—1) 
Am= igeS,la(n)=1). 


=n_ i 
Zbog (+) imamo da je R(u)=| 11 Aj, gdje se komplement uzima u S,, Prema FUI 


jet 
je stoga R(nj= X (> 1 14,|. Izračunajmo sada sve članove A,. 
iqN, 
Prvo. ako / sadrži dva susjedna elementa »kružnice« (1,2,3,....21, 1). onda je 
lAl=INA(=0. Npr. ako je 1=13,4,,..)ENza onda je ACA;NA. No kako 
er 


nema bijekcije o: N,>N, za koju je istovremeno o(3)=3 i o(3)=4. to je 
ANA, = 2). pa stoga i A = 2. Isto tako je i A = 5 ako su 1,2nef. Ako pak | ne 
sadrži susjednih elemenata na »kružnici« (1,2,3,...,2m, 1), onda je 4 =(n— |I). 
Zaista, ako je H>". onda (prema Dirichietovom principu) I sadrži dvu susjedna 
clementa na toj »kružnici«. pa je A, = . Dovoljno je, dakle, promatrati slučujeve 
ESB Neka je f=(2,> 1.201,20 028,. JE Napdujneo <a i=ragn 
Tada je A = Ay. 1NAu,.11...DAy, NA, M... skup svih permutacija geS, za koje je 
o(i)l=i, o(i)ei,.., odd =i+1, Sihj= =j,+l,... ukupno r takvih relacija. 
Stoga je l4.] jednak broju permutacija preostalih #— r ; elemenata, tj. (n—>r)!. Slično 
se zaključi u slučaju da je jedan od j,=n. 

Treba još odrediti koliko ima takvih /. Točnije, ireba naći koliko ima podsku- 
pova i=(ip,i,....č)=N,, sa svojstvom da k#l=2n-2>|i,-t|>2. Prema IV. 
Teorem 15, takvih r.podskupova i ima g, (2n.r). Prema tome, imamo 


RG X (-16r-rig2mr)= X irs 2 lo Jem = 


r=9 (20 


»Mćnages«-brojevi su. dakle, M (u)=2n!:R(n) i vrlo brzo rastu, a prvih 
nekoliko je dano tablicom. Može se pokazati da za n=+00, M (n)a2(m) e"? 


n 234.5 6 7 8 


M(m 0 12 96 3120 115200 5836320 382072320 


Sada ćemo generalizirati FUJI. Teoremi 1. i 2. omogućuju nam da izračunamo 
koliko elemenata nije ni u jednom od danih podskupova ako imamo podatke o 
čitavom skupu i podatke koliko elemenata imaju dani podskupovi i svi njihovi 
mogući presjeci. Sada ćemo izračunati koliko elemenata se nalazi u točno m 
podskupova ako imamo analogne podatke. Za m==Q dobit ćemo FUI. 


TEOREM 7 (poopćen FUI). Neka je S konačan skup, a AA, AES. 
Za k=1,2....,m označimo sa W, sumu W= X [4 i M=xial 


Tesle k 


W,=XJANAJ.. W= jA DAN. NA te W= Jsk W,=0 za k>n. Neka je 
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Og 
lpodosao# 


taćima su F7 hroj elemenara 


: S Koji su sadešuni u točno m podskupova 
(red) broj elementa 


sti zadržani u burem mi podskupovi A, 
\ 


alu je 


sdf 


Specijalno 1 Fo duje Feorem baza me=1, TČ duje Teorem 2. 


Dokaz, Skicirat ćemo dokaz formule za 7, Dokazani ćemo da su elementi u 
više od m skupova €; brojani ukupno 0 putu na desnoj strani te formule. Uočimo 
prvo da elementi koji su u manje od m skupovi u uopće brojani u sumi na desnoj 
strani formule za Ti, jer #, broji elemente koji su u burem X podskupova A: #4 


broji elemente u r 


ta & h pr x. 
k) podskupova ( puta. Stoga. svaki slement koji je u više 
k 


/& 


od m podskupova, npr, u njih r, 


zm, ubrojen je u članu (> i ui )m iočno 
tuj 


mmaave . ko . . : r\fr-m 
(- ix" Šk ) puta. Prema V, Teorem 6, to je jednako (iP 7" : 
m/\k m/\k-m 


iJkupun broj puta koliko 


taj element brojen u svim članovima sume 


k 
- i ( ) iP, je. dakle, jednak 
m 


" PN , ži ea X Pa: 
ie (6) ei \(2) Sreše(i) 
Kon UJAČI Me mak mi m) Kk m/ 
No premu V, Teorem 8 (ii), posljednja suma jednaka je 0. Dakle je i ukupni broj 
puta koliko je svaki element (koji je u više od ir skupova A;) ubrojen jednak 0, što 
smo i tvrdili, 

Formula za Z% može se dokazati analogno. a može se dokazati i silaznom 
indukcijom po m (prvo za men, pa za m i — 2 itd.) koristeći se pritom 
očitom jednakošću T= 7+ T8.,: »u barem m skupova« znači »u točno m 
skupova« ili »u barem m1 skupova«, ili koristeći se 7 
prepuštamo čitaocu. i 


Primjer 13, Koliko ima S-cilrenih wijadskih brojsvu s 
u) točno dvije cihnr 1 bj barem dvije cifre £? 


Rješenja. M 


up svih 5-cičrenih trijadskih brojeva. u A; 


brojeva Koji imaju ) na ktom mjestu. #12345. Tada je |Sl 


(s(n) 


io 


Prema Veoremu 7 slijedi tada: 
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3 ći fS 
ah ie m-(2)m+() are (Naravao, i odmah se može izmwno dobiti da je 


Kao primjenu remu 7, nači ćemo sada broj svih peri čija odn elemesnai« 


koji imaju točno m fiksnih točaka. 


po 


FEOREM & (gaopćeni »probičmoe de revontrese), Za 1 
st D, (om) (Dž (ml) broj svih perimu 
tačaka. Tada je 


SN, Ogm&n, označimo 
a od Bi, koje imaju točno (barem) m fiksnih 


DE (nr x 


(m-— IJ 


Specijalno, za m==0, D, (Q) == D, == broj deranžmana od n elemenata, 


Dokaz, Označimo sa S skup svih permutacija od N,,a sa A,= ijesi;i ij za 
42.001. Tada je |[SP=nh a za laH,, |A|=(u-- 101 Mi tražimo broj 0, (m) 
vlemenata iz S koji su u točno m ad skupova A, A,... A, Prema Teoramu 7 je 


k-m & u a df c - 
D,m)= X. (1) COGJa dex 6-1 


Stavimo li ovdje k—m-= 


dobivamo prvu formulu. Analogno se dokazuje dr 


a 
formula. Uočite također đa je Dimj=( )o, em (Z0Št07). 4 
in 


Jedan primjer iz vjerojatnosti, 


Primjer 14, Svako od % ljudi došavši ua sustanuk ostavio je svoj šešir u njegov tjedanj pretinac 
Natko se želio našaliti, pa je proizvoljna porazmjestio šešira u tih istih & pretinaca. Nakon sastanka 
svatko je ozugrabio« u svoj pretimic i izvukao jedan šešir, Kolika je vjerojatnost da od tih & ljudi svoj 
vlastiti šešjr 


a) niško gije izvukao? b) točno iroj izvuklo? e) biram troje je izvuklo? 


Rješenje. u) Broj svih mogućih izvlačenja šešira je 81, a broj povoljnih izvlačenja je Dy(Q) =D. 
Staga je tražena vjerojatnost jednaka 


PoDjSl=e 1 1/2 N36... 4 181 0,36788. 


b) Analogno kao ua), tražena je vjerojatnost pe 0, (3VBEa 31 LEA 12) LJ H41 1 Še DON. 


<) Broj povoljnih događaja je 2313). pu je tražena vjerojatnost jednaka 


a DŽ GBLe AH1H/3 174-134 175:2 


GPS UJ TA 1 1/8 SVJ O DBO LA. PE 


Daljnja primjena formule 1JI odnosi se na računanje izv, Btirlingovih brojeva 


; do 
drage vrste j (1,1). Mi smo dosada 


1 
im 
čunali broj svih preslikavanja kao i broj injekcij skupa od u slemenata u 
skup od m elemenata. Sad čemo izračunati broj surjekcija. Vrijedi 


| za gim 0 (rabe se još oznake Spa i 
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os 


see 


ispia 


TEOREM 29. Neka su m,neN, nžu. Teda je broj svih swjekcija N,>N,, 


jednak 


LA BN LA RR LA no mrava 
mia (0)u (Jo 042) 2)'-...+(- 0) (2) 
= s (-1r (Jon 
r=Q 


Dokaz. Neka je S skup svih preslikavanja fiN,—>N,, Znamo da je [Si= 
Neka je A,= (feSlićimf] (podsjetimo Im/=/(N, JEN,, ) za i=i,2,...,m. A, je, 
dakle, skup svih funkcija f: N,>N,, koje »promašuju« element ieN,, Komplement 


od A; (u S) je skup d,= (feSlelm/i, pa je broj svih surjekcija [ANA,N.. DA. 
Zal=li,,..0, JeN,, skup Dade = A, je skup svih preslikavanja sa N, u (m—r)- 


člani skup N,, NI, pa je |A, I=(m- r)". Kako takvih r-članih podskupova / u N, ima 
(5) prema Teoremu 1 dobivamo da je broj surjekcija jednak 
ž 


[Sur(N,, Najj= X (-ijijal= X cr(7)m—or 


ten r=0 
n 
a to se obilježava još sa m! i) a 
Drugi dokaz dat ćemo malo kasnije pomoću binomne inverzije. 
KOROLAR 3. Za m, naN i polinom P deg P<m, vrijede ovi identiteti: 


(“ ) Pe zanm 
i 1) ope oi 
tI pK Uj kačtda ml za n=m, X cv (7)po=o 


re0 


(ii) s že i? (Op =m", za sre mn. 


km0 jao 


Kosisteći se Stirlingorim brojevima druge vrste i Teoremom 9, te identitete možemo 


" 0, za m>n m fm n 
Baka . m E m. 
ovako pisati: (i') Bi i: akke: (if) 260): Ki m 


Dokaz. (i) Ako je n<m, onda nema surjekcija sa N, na N,, a ako je m=n, 
onda je svaka surjekcija N,,>N,, ujedno i bijekcija (IIf, Teorem 1), pa kako ima m! 
tih bijekcija, iz Teorema 9 slijedi tvrdnja. 


m (m\Š KA : en? 
(i) (7) x gO)rje prema Teoremu 9 jednak broju surjekcija sa N, na sve 
Eo 
moguće kččlane podskupove od Ni. pa je lijeva strana jednakosti jednaka broju svih 
funkcija N,>N,, a tih je m". 
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Uočimo da se gornju Formula (i) može pomoću padajućih Faktorijela 
(mk =mlan- 1),..0m— K+) ovsko zapisnti 


m" n hi dome 
Kat 
Zamijenimu dar sa x, onda bi sumiranje išla do sali zbog (m), =0 za k>mi 


f 


codad <: jat mare 
Dzak> amo du =) . Stojir vrijiđi formula 
Ne Za iu imamo da je y RO) Š uefe Stoja vrijiđi formuli 


kou kot 


A 
=y ( kon 
Ko (I M 


se može napisali kao linearna kombinacija padajučih faktorijela 


1_f3 3 [3 3 
"=4 (h+ g th], (xh+4, Grk (2) +3 (92 + (ra. 


Drugim riječima. Stirlingovi brojevi druge vrste su kovficijenti prijelaza iz buze (x“) 
u bazu ((x),) vektorskog prostora polinoma. 

Teorem 9 nam sada omogućava da prebrojimo sve pariicije skupa. Podsjetimo 
(usp. NI, 2). da je particija konačnog skupa S svaka (neuređena) fam međusob- 
no disjunkinih nepraznih podskupova (blokova) B. čija je unija S. Nadalje. postoji 
prirodna bijekcija između skupa svili particija od S i skupa svih relacija ekvivalenci- 
je na S. Podsjetimo, ako je f! S—> 7 neko preslikavanje, onda skup svih nepraznih 
originala f7! (w), veT. određuje purticiju na S, koja se zove particija inducirana sa 
ili jezgra od fi obilježava sa Ker(ri. 


Naprimjer. x? 


ovuko: 


TEOREM 10. Neka je KJ EZE Tada je broj particija na S, a što je isto kao i 
broj relacija ekvivalencije na S jednak 


m šbže()p 
k=1 KH io i 

Dokaz. Za ku, svaka oder J:S>N, inducira particiju Ker/ na 
S: Kertfi= If 1602)... 549). Za dvije surjekcije /4g: S—>N, vrijedi 
Ker(/)=Ker(g) ako i samo šta je skup Ker(/) neka permutacija od skupa 
Ker(g)= (g7'(hg7'(2),....g 70 4ki;. a to je ako i samo ako postoji permutacija 
g: Na>Nu, tako da je g=gof. Sloga ima točno K! surjekcija S>N, koje određuju 
zadanu particiju od S na & blokova. Prema tome je broj k-članih particija na S 
jednak 1/k! pomo s brojem svih surjekcija S>N,, a to je prema Teoremu 9 


k 
jednaka 1/k! ž i “(OJ j“. Ukupni broj particija na 5. 1j. P, jednak je sumi tih 


brojeva po k Sd ] do », pa slijedi tvrdnja. M 
Broj P, zove se n-ti Bellor* broj za aeN. Stavlja se još po definiciji P, = 1. 


* Eric Temple Bell 11883 — 1960). američki malemaličur, 
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Mapomena. iz dokaza Teorema 9 110 jasno je du je Stirlingo\ broj deuge vrste 


DI a i + xh F 
du dna broju particija nskupa u & blokova, pa je zato broj particiju ueskupa. 1j. 


3 


O Stirlingovim brojevima (prve i druge vrste) i o Bellovim brojevima će biti još 
riječi u VIL i VINU poglavlju. 


idi Bellov broj jednak P, 


Prije 15. Ma koliko se načinu 8 ruzličkih predmeta može rezmjesiiti u 3 različitih kutija lako da 
nijedna kutija ne ostane praznu? 


Rješenje. ni broj je očito jednak broju surjekeija Ma > Nu, g to je prem Teorem 9, 


(ll deva 


Teorem MacMuhona. 


slijede: 


TROREM 11. Neka je Qian 2. eia) nudltiskup sa ok 


elemenata x,,... x, i pripadnim kratnostima ng... Za PeN, neka je 


frkm— fra B 
kad a 
/ 


Tada je broj uređenih metorki (8,89... 
podimultiskupova ad S, čija je unija čitav S ji 


diruk 


So) medusobno disjuuktnih. nepraznih 
nak 


KE 


funt 
NI jn ; 
I mj pa H (Je 


/ 


ija re 
predmeta 


0, diko iman 
Dr 
lijele medu m 


; 1, predimeia prve vr 


Ny predmetu druge 
onda nam gornji broj daje ukupan broj načina du se ti pr sirhjioti 
udi, tako da svatko od njih dobije bar jedan predmet. 


lj 


Dokaz. Prema 1, Primjer 36, znamo da je M, broj načina da se svi ti predmeti 
razdijele među r ljudi, Označimo sa A; skup svih razdioba tih predmeta među m 
ljudi, tako da i-ta osoba ne dobije nijedan vredmet, ? m. Traženi je broj 
jednak JA,1...04,), gdje je komplement uzet u skupu svih razdioba predmeta 
ineđu m ljudi, Očito je [Al =Nyoa, JANAjl=N-a, itd, općenito Al=N,-p gdje 


: i pa B , GL ka x 
je LEN H|=j. Budući da takvih podskupova 1 ima I Izorem |. povlači 
\] 


tvrdnju. S 


Primjer 36, Na koliko načina može červoro djece između sebe podijeliti 7 jabuka. 8 krušaka i 19 
naranči, tako da svako dijete debije bar jedna voće? 


itlešcaje. LJ skladu s oznaku 
formulu i mato računanju daje di 


mu iz “Ceorema 11, tuje: 
igovor 5239868. M 


+4 m2, ng8 iu, 10. Uvrštavanje u 


83. MGbiusova formula iaverzije za parcijalno uređena 


ugove 


M ovoj ćema tački na apsirakinom nivou opisati jednu opću metađu koja 
nolječe od G. C, Rate i odatle dobiti formule iaverzije, koje daleko generalizisaju 
formulu uključivanja-isključivanja. 

Neka je (X, <) porcijaino ureden skun ili kraće p, u skup. To znači du je na 
skupu X dana binaran relacija < koja je refleksivna: x < x: VxeX; ahlisimetrična: 
xy kysska ox. peK | tranzitivna: x<y ye kav hozeX. Katkad 
pišemo y zx umjesto xx y, tex<yakojexgyixg#p Nadalje, uko za x, yeK ne 
vrijedi x <p, pišemo x gy. Ako su m, MeX takvi da ja mgxixgM, VxaX, kažemo 
da suomi Af redom pje glement (minimum) i najveći element (maksimum) u X. 
Za x. vaX, označimo sa [x,p]e [zeX|x<z lj se skup zove segment u X od x 
do y. Ako je svaki segmeni u X konačan skup, kaženio da je (X, <) lokalno konačan 
parcijalno uređen skup. 


Šrimjer 18. a) Neka je X «Noa € obična relacija manis ili jednako. 


B) Neka je XMa za x jek x x dijeli». 


e) Neka je S konučen skup, u X a2(8) teza mi 


Sp lij. skup s jo sadekna u skupu jd). 


LJ sva tri slučaja očito jo (X, <) lokalno koj 


Čan p. u. skup jer su svi segmenti [10.9] konačni skupovi 


Meka je A jokalao konačan pu. skup, 8 ; "riK) skup svih funkci 
«X —C, takvih da je f(x,yl=D za xžy 
mo njikovu konvofucija formulom 


U*9)(%, 9 


ij. sumira se po svim elementima 
Zbog lokalne konačnosti od (X, 
Prgeše. 


9) 
leona strana ima smisla i odmak se vidi da je i 
PROPOZICIJA 1. Operacija konvolucije je asocijativna, tj. (oglede frlgsh). 


iokaz. Neka su /, g, eZ. Tada za (x, yljaX x X imamo 


Uslgshijlcy)e X fGzghieyl= X fo) 16 ž geojhina 


zdrar sKray 


(egvrhkis vj. KR 


2 Pa ( X Jezgra PREZ JER IO 


TETI asvdy 


jedinični element 29 operaciju konvolucije u #4, je Kropeckezova delta fikcija 
delinirana sa 


šing)ie= 


PRUPOZICIJA 2. Za sve je 


da 
pa 


pz 


Dokaz. Za (x, yJeX x X imamo 
(8) (yj= X of 2)dke gp) /f(s. p)i slično 


«Kray 
(Beixpl= X OSanifizgi=f(s) 
sLigr 
Mi sada želimo nači elemente u Fe koji imaju inverz s obzirom nu konvoluci- 
ju. Reći ćemo da je element feF. invertibilan, uko postoji gre, takav da je 
frgi=5 li geF« takav da je gp*f=5. g, se zove desni, a g» lijevi inverz od f. 


PROPOZICIJA 3. Element JEF. je invertibilan ako i samo ako je f(x,x)#£0, 
za sve xeX. Invertibilam element f ima jedinstveni inverz f-!, 1j. takav da je 
ff ef Vafač. 

Dokaz. Neka je f invertibilan. a ge takav da je f*g=5 (ili g+/=8). Tada je 
za sve xeX I=(fsylx.x)=(gx/)(x,x)=f(x,x)9(x,x), a odavde slijedi f(x, x)#0. 
Obratno, neka je f(x.x)#0, VxeX. Tada definiramo lijevi inverz f-' induktivno sa 


i l 
Li u PU. Ba - 
(nas fp) -7; S xEM(2.9) 
3 Fox) 2/0, če, 

zu x<y. Osim toga, stavljamo da je f7! (x, y)=0 za xy. Slično se definira desni 
inverz. Sada se lako pomoču asocijativnosti provjeri da se ti inverzi podudaraju. 
Isto tako nije teško provjeriti jedinstvenost tog inverza, pa to prepuštamo 
čitaocu. If 


Napomena. Skup SF očito je vektorski prostor nad C; zbrajanje i množe- 
nje sa skalarom definirano je po točkama, tj. U+g)l(x,»)=f(x.y)+g(x.9), 
(Mx p)=Af(x,y). za sve f1geF e i MeC. Zbog toga i zbog Propozicija 1, 2,3, #£. 
je algebra (množenje je konvolucija), koja se još zove algebra incidencije nad C p.u. 
skupa (X, <). Analogno se definiraju i algebre incidencije F, nad bilo kojim 
poijem K karakteristike 0 (npr. Q, R itd.). Dakle, svakom p.u. skupu (X, <) 
i svakom polju K karakteristike O pridružuje se jedinstveno određena algebra 
incidencije #, (X). Zanimljivo je da vrijedi i obrat (Teorem R. P. Stanleya): ako 
su algebre incidencije F(X) i FX (X) p.u. skupova (X, <), (X", £*) izomorfne 
kao algebre, onda su i p.u. skupovi (X, <) i (X", <) izomorfni. P.u. skupovi 
(X, <), (X, <") su izomorfni ako postoji bijekcija gQ:X—+X' za koju vrijedi 
x<y>0(x)<'00), Vx, peX. 

Neka je X lokalno konačan p.u, skup. Definirajmo zeta funkciju če. sa 


4 x<y 
Gi): i iEy 


iz gornjih razmatranja odmah slijedi da je inverz t"!, koji se označava sa u, dan 
formulama . 


pixx)=lu(y)=— X ou(xz)za x<yi u(x,y)=0 za xgy (+). 
KT?3) 


Funkcija u zove se Mčbiusova funkcija p.u. skupa (X, <). M&biusova funkcija igra 
osnovnu ulogu za dobivanje tzv. formula inverzije. Naime, vrijedi 
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TEOREM 12. (Močbiusova formula inverzije). Neka je (X, <) lokalno konačni 
pat. skup, a meX najmanji element u X. Neka su gi X >C (ili bilo koje polje K 
karakteristike 0. Pretpostavima da je 

fo)= X g(2) VreX. 
Prae 


Tada vrijedi sljedeću formula inverzije 


uQx)= X ft)uins)h 


msiće 


Dokaz, Za čvrsto 5. m&£:<x imamo prema doliniciji od £: 


X glu= X glvčinr) 


mxrgr mxećr 


Označimo h(xh: = Vasca (Spa 9 (6602. 
Promijenimo li poredak sumacije, dobivamo 


U GEDITOBNES CHINESE 


mar miš 


I= Vue GI (Ex) 


Odatle slijedi da je 
k(xl= X 9(0)8(nx)=g(x). 1 


mer 


Primjer 19. Neka je X=N. u uređaj obični uređuj prirodnih brajeva. Tada formola (=) daje 
Mčbiusovu funkciju u ovom slučnju: 
ha=r 
aj dh s=y-i 


0, inače, 
Naprimjer, p (2. 21=f. p(2.lje -pu(2.2Je- 1. pi2 dje -[p(2.2)+p (23 -(1+(-1i]e0. 
u(2.5)= —([u(2.90+p(2,3)+p(2.4Ge < [1+(-1]+0] 0 id. S 


Ako jefim=X;.,9(k) onda je formula inverzije oblika g(n)=f/(n)-,f(n—1) a to 
je dobro poznata formula iz diferencijskog računa: Af(n)=f(n)-f(n— 1). (O tome 
više vidi u [198], [80], [139]). 

Primjer 20. (Mobiusora funkcija u teoriji brojeva), Neka je X =N, a uređaj u X neka je djeljivost, tj. 
sKy:eexly. Najmanji element je tu m=1. Treba naći Mčbiusovu funkciju i formulu inverzije. 


Rješenje. Formulu (+) daje u ovom slučuju pld.di=1. pil nj=0 za din te za dju 
pidnj= — Epid. siti. sumacija je po svim cn, za koje dlx i x|n). Odatle slijedi da za proste brojeve ji 
imamo p(d.dpl= — 1, u(d,dpi)=0. Odavde induktivno (po r) slijedi du je za sve r22 p(d,dp)=0. 
Nadalje, iz gornjih jednakosti slijedi da za različite proste brojeve p,q vrijedi u(d,dpqle(-1Pel.a 
odavde i gornje formule za u(d.1), indukcijom po keN slijedi 


Htddpi ma. mj=(- 18 (+) 
gdje su pi.Pa...-.M različiti prosti brojevi. 
Tvrdimo da je općenito 


load 
pidnj=1 (1. nd P:P Adio SUP), Pa TAZličiti prosti brojevi, 
O. inače, 
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Zaista, trek sno dokazati još posljednji reduk. Ako dljn, onda je prema definiciji pete, nj = 


Todd inramo (korist 


mar 


Mek PIEJECI po svim dijeljiteljima dn). Ti 


gta) Yoga Hedo) fd). S druge stranu, u icoriji brojevu definira s 
ovako, Meka je nep, py. opj kanonski ra 


). Bleku je 


"Apps. e. gedje je has jedan u,» deri 


Bih do i poč: 


da prem formuli inye 


slijedi du je 
that 


Mšbiusova funkciju ji: N- 


prirodnog broju », Tuda definicimo 


ba=i 
4 U 

(1 e 

U. inače 


fu 
a slijedi da je penju (3) za jn. pu je Vormula inverzije u ovora slučaju 
g 


ito: 


[e gorajih jednakosti ond; 


gtn= Sa Gi Ftai 


o ng ako je gp E sa funkciju (usp. 1.1.3. onda se kiko dokaže Gaussova formulu n= X), 6(d 


= idemiitetu, Hi g =19 pt prethodnom inverzijom slijedi 


Vu je 


Ho u 


BOBO mpi 


žsnuno i id prije. BVRO i obratno, iz ove jednakosti odi Gaussova formule. € 


Primjer 24 (broj ogrlica iti broj oikličkih nizova), Pretpostavimo da imamo neograničenu količinu 
porli iz k ruzličilih boju. Treba naći koliko ima ogrlicu koje se sustaje od u perli. Pritom dvije ogrlice 


snunramo du su jednake ako jednu iz druge možemo dobili nekim vikličkim pomakom (i-ta perla prelazi 
u die Ljevuj. 


ta skupu svih preslikavanja Ji IN, 18, 

olaciju ekvivalencije /- Pee 
mo da še vektori (111... HUDEEIH KU 
zlikuju za neki vi pomak, Stogi 
odgovara ekvivalencije preslikavanja zvati edklčkI niz. Broj tih vikličkih niz 
enom broju ogrtica. 


<eb, jetu boju delini 
i modula moj 


va š4,, je jednak 


Broj d je period cikličkog pomaka vektora (F1... f(m)) uko je ulehj=/(i) 2.00. Svi vektori 
UG)... F0) koli dola klase ekvivalencija preglikavunju imaju jedan te isti najmanji period e, 

pu neka je M (d) broj klasa ekvivalencije Kova za kojs vektori (ft11.....f(8)) imaju najmenji period 4. 
Broj elemenata svake klase očita je #4 Stoga je ukupan braj preslikavanja F kod kojih veklori 
«u JQ) imaju najmanji period cd jednak (42 (4). Sumirmjući po svim «lu. dobijemo broj svih 
preslikavanju, 1j, E" So, dM (41. Odavde i iz formule inverzije u prethodnom primjeru dobivamo da je 


Nai 


Kako su svi najmanji periodi djeljitelji od a, to je traženi broj konačna jednak 


(U posljednjoj jednakosti koristili smo se posljedajam jednakošću iz prethodnog primjera. Uočite da se 
ža dobiva Guušsova fosmulak 8 
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Osnovnu je metoda računanja Mšoiusove funkcije konstrukcija složenih pu. 
skupova iz jednostavnih, a jedna od najčešćih tukvih konstrukcija je Kartezijev 
produki, Meka su (X,, < Ji. <.) dvn pu. skupa. Njihov đirekini ili Kurtezijev 


produkt je pau. skup be pxAX, na kojem je parcijalni uredni «< definiran su 
ipo) nisi S ipi ds, E 


o 


TEOREM 13 (OG preduktu). Neka su na lokalno konačnim pu. skupovima 
USI, <,) Mobinsove juukcije redom u,.2,. Tada je Moebiusova fenkcija na 
Kartezijeooni produštu X dana sa g(Qx4, 2), (4, polj ezju (popu) (62. 90). 

Dokaz, Slijedi lagano iz ove činjenice. Ako su X i X“ p.u, skupovi s M&binso- 
vim fuskcijana pp god ako je [xoglelx\y] (kao pu. skupovi), onda je 
uQxyl=u(.y). Ta pak činjenicu lagano slijedi iz Teorema 12. Detalje prepušta« 
mo čitaocu. 86 


Pokažimo sada kako Mčbiusova inveszija povlači formulu uključivanju-isklju- 
čivanja. Neka je S=(Xx,...,Xa; nečlani skup, a X =5(5) partitivni skup od & 
uređen po inkluziji. Tu je najmanji element £/. Meka je 8, skup svih binarnih nizova 
(sastavljenih od 0 i $) duljine n. 8, se još zova Booleova algebra ranga n. Uređaj na 
8, definiramo po komponentama, lj, a=(aq,,...,4)8(b,...,b,)=bia; Kb, Vi 
Tada su pu. skupovi X i 8, izomorfni, Taj je izomorizam g:X-+B, dan sa 
EADea=(q....,0,)6B., gdje je &=0 28 x;€T, djel za xaT. Međutim, očito 

u =BixBix...x 8; (u puajaza Bjixsyiz B; je pix je(-1)"*, jersu samo 
dvije mogučnosti: x==y ili x==0. 1. Neka su A&BS&S i neka pri izomorfizmu 
P(S)aBx8x...xB; skupovi A i B korespondiraju redom (q,...,4,) i 
(bi... Da). Tada je prema Teoremu 13. 


piA Bj=uila, 0 (bube Ilatedai, 


Meka su fi g: 2(S)+C, tako da je f(B)=%.,;,9(d). Tada Mčbiusova formula 
inverzije povlači da je g(Bj=%.,,9(— DI A). 


Neka st A, A1... A, 658 2a 16N,, neka je NU) ==broj elemenata iz S koji 
se nalaze točno u skupovima sl (i nikojem dregom skupu A). Očito je tada 
NG) JA,NAJl Neka je N, (1) ==broj elemenata iz S koji se nalaze u skupovima A,, 
jel (a možda i u još nekira A) Tada j je očito N, (= San ND |,, All), 
ili drugačije zapisano X. (I): 4N ed). Tada prethodna formula inverzije za 
JN, g=N. povlači 


ia 


5 (BING. 


in dobivamo Teorem 1, 1j. 


NAl= I — DIA 


jedan specijalni tip formule inver: 
inverzija, 


ije je do važan, To je tzv. binomina 


i56 


pr 


zi 


ta 


TEOREM 14 (binomna inverzija), Za nizove to,,42....dbo,b1,ba,... realnih 
(ili kompleksnih) brojeva vrijedi 


du= X (i Ji neNijeba 3 esa e Ja rea) 


k=0 ke0 


Dokaz. lako se dokaz može provesti pomoću Mčbiusove inverzije, mi čemo 
dati kratki izravan dokaz. Dokažimo =. Stavimo li izraz za a, u desnu stranu, 
dobivamo 


sa «(1 kO/k i. . a : B 
bi= X (-1) Bh X. 1. ]bi. Skupimo li članove uz fiksni &,, dobivamo da je 
1 


i=0 =0 


o šok do Alek (00) 


m RR s sm : ama 
a odatle, koristeći se činjenicom X;., (— v( i. dobivamo identitet. Posve 
i 


se analogno dokazuje obrat. I 
Taj Teorem može poslužiti da se Teorem 9 dokaže na drugi način. Naime, 


Stirlingov broj druge vrste Bi jednak je broju particija n-članog skupa S u & 
blokova. Funkcija fiS>N, je surjekcija na /=/(S). Stavimo li audi) 

. A : k 2 . 
b,=|Nfl=k", imamo da je h=Zena=Xho(f)a pa odatle prema binomnoj 


k 
inverziji slijedi da je a=Xo(- ne(o)e što je u skladu s Teoremom 9. 
đ 


Na koncu ćemo navesti još neke od raznovrsnih primjena Mčbiusove inverzije. 
Sljedeći primjer spada u kombinatornu geometriju poliedara, a ima važne reperkusi- 
je u linearnom programiranju i optimizaciji. No prvo neki pojmovi. k-dimenzionalni 
simpleks je konveksna ljuska od k +1 točaka u općem položaju. Tako su simpleksi 
u dimenziji O, 1, 2, 3 redom točka, dužina, trokut i tetraedar, 


Maco 


4 Bin 


Sl. 50. 


Konveksni d-dimenzionalni poliedar P je omeđeni skup u R“ dobiven kao 
presjek konačno mnogo zatvorenih poluprostora definiranih hiperravninama 
HuHy...,H, u općem položaju. Na slici je trokut definiran poluravninama 
određenim s pravcima #,,H,,H,. Svakom takvom poliedru P pridružene su 
njegove strane. (4— 1)-dimenzionalne strane od P su PIH, itd., sve dok ne dođemo 
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do I-dimenzionalnih i O-dimenzionntnih strana. koje se zovu bridovi odnosna vrhovi 
od P. Za svaki takav poliedav P vrijedi Kulerova formula (vidi 1X, 6 za d=3, a 
općenite vidi [98]) koju vezuje brojeve f; jedimenzionalnik stranu od Pa glasi 
Sla (- if t+(— D006. Konveksni poliedar je simplicijalan sko mu je svaka 
prava strana (1. osim Ši P) simpleks. 


Primjer 21. Neka je # simplicijalin ef dimenzionakni poliedar. Za sva ku nje: 
tx) broj k-dimenzionalnih stranu od # koje sadrže x. a sa fix: 


VU STANU s, OZNUČI- 
zu 0gkgd2 


aa jedini 
BE JEFATS KI nl KEIN 
(-iy hd) A \ pouka nE 


Specijulno zu x = 2. (> 
izv. Neha-Sommervillvor 


1. uz oznaku 1 Bi= :/; = broj Bdumenzionalnih strana od 2, dobijamo 
jednukusti 


i+*1 
(HU ta= prera NJ 


jea 


(Zak=-1if ,:=1i0 se svodi na Ealerovu formulu za simplicijalne poliedre,i 


Dokaz. Neka je X =#(P) pu. skup svih stranu poljeđra P. uređenih po inkluziji. 
Euierovu formult može i ovako xi ranu xeA' označimo su 6x. Pi Krone 
“funkciju. Tadu je Jd- dr Nešix. Pu Odavde i iz formule Sopta šta. zi 


Tada se 
erovu dekta- 
slijedi du je 


budući je segment 10, x] izomorfim kno pu, skup 
&1. Kako je P simplicijalav poliedar, 10 je sepment 7 
izomorfan pu. skupu podskupova (d(yt-tx1j-člunog skupa. jer je svaku siramt simpleks" opel 
simpleks. a svaki podskup vrhova simpleksa daje strune simpiel iz formate (+) (prije Tenrema 
12) sumiranjem pai PI po svim vasa st dtrtek<d, slijedi kurano gornju terdnja. i 


sar 
vrijednost Mčbiusove funkcije pie. Pit ić 
sa (xh to je uk gi=(- 107 24 zao 


Vratimo se opet malo particijama. Neka je S n-skup. u x=(1m.m2... 3 particija 
skupa 5. Kažemo da je particija m tipa h=(b,.h2....k ako ima bh; blokova veličine i, 
i=\.2.... 


PROPOZICIJA 4. Broj particija tipu b==(b,.h,..,.) jednak je 


(4) 


m 

a. “he 5519.91... rex. 
Pišemo zgo i kažemo da particija s profinjuje ili usitnjuje particiju o ako je 
svaki blok m, iz m sadržan u nekom bloku g, particije g. (Kaže se još da je 
svaki blok g, dobiven ujedinjuvanjem nekih blokova m, Tako je npr. 
M243 [41 < £(1,2), (3,43). Na taj način X postaje p.u. skup [](5) i zove 
se rešetka particija na S. Mi želimo izračunali Mčbiusovu funkciju u(z. g). Radi 
toga pogledajmo segmente [mo]. Kako je g dobiven ujedinjavanjem blokova 
particije m, to za nas nije bitno koji elementi pripaduju konkretnom bloku od m. 
Stoga je dovoljno promatrati takve particije čiji blokovi sadržavaju samo jedan 


* Max Dehn (1878.— 1952), njemački mutematičar. 
D. M. Y. Sommerville, enpleski miematičar, 
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element, ij. potpuna usitnjenja, Takve parti Č označuvamo simbolom (6. Dakle 
Promatramo segatente [0,6]. Neka je == 24,....,(,1. Budući da se svako usitnje- 
tije po particije o sustoji od particija svakog bloku o, onda se na pomože slednti 
kao na ured na. :dlnrku (PD) ogdio je p, usitnjenje bloka a, Sloga je 
2x [0,0]. Prema Teorema o produkiu dovaljno je promotriti 
una se, Kmehnu obli a [£0,11. gdje sma s i obilježili particiju koja se sastoji ad jodnog 
jedinog bloka. blok | odma x elemenata: stavimo g,=u(0.1). Prema 
Teoramu 0 preduktu stoga je 


vo ze Ge[1(5). (2) 


s? 


gdje 


jeg= (61... Gaj di tab A 65, je unija točno u; blokova 


Neka je sada Ji; 5X preslikavanje n-skupa S u skup X,1X[=x,a x particija od 
5.1. ne[[(5). Označimo sa Nu (g) broj svih funkcija f:S—>X za koje se particiju 
indu ina sa f (ili jezgra od /) podudara sa x, tj. kU)a=m. a sa N, (x) broj svih 
funkcija / za koje je U (u smislu uređaja na [1(5)). Tad 


>= x Nlo) (3) 


asa 


Mč&biusova inverzija povlači tada 


0 dobivamo 


Broj N , (0) je broj svi 
onda odmah iz d 


injekcija S-»X pa je X, (Q)= 
& od X, (0) slijedi VN, (o)= 


je Ako o ima bio) blokova, 
. Dakle dobivamo 


s(x—1) (nl 10, oo i6j 


" 
Ta jednakost vrijedi za beskonačno mnogo vrijednosti od x pa je možemo shvatiti 
kao jednakost polinoma. Očito je b(o)=1 ako i samo ako je a=1, ij. ako se 
particija & sastoji od jednog jedinog bloka. Izjednačavanjem koeficijenata u i6) uz x 
dobijemo da je u, - 


unix. oj=] 


CR NETES I Gj u ICREEITA 7) 


Sadu ćemo to 


rimijeniti na jedan problem iz sigebre. Meka su s... 


var >R je sim 


Flšgan- a Npujef(š10.. X) ZA sve ga 


dj. ako joj se vrijednost ne mijenja pri bilo kojoj psrmutaciji varijabli), 


Medu najjednostav mije i najva \Žnije simetrične funkcije spadaju elementarne simetrič. 
ne, a definiraju se za 


RL DRRE ORKA 
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isumiranje po svim Psi, i; < r), Gli ekvivnlenino sa 


PA koa 


Ud+aHit+s, ETA (8) 


ie sume potencija 


Naprimjer, e, = 
Osnovni iarem o d aki simetrični polinom 
inad 2) može jednoznačno zapisuti kno polinom inad 2 2) od elemenitarnili simeiri 
nih funkeij .ividi npr, Fi28). 
Tako nuprimjer, ako u no uvrstino 
Raracnu lag S, 2 


1+ zbrojimo po i dobiva 

es ble dve, koju z 
e). Npr. za svako rad, 

— dele, +262 ga zsk Problem je kako: izraziti obraino. polinome e, 

SR suma potencija 5,.5,.. 


it ee 


Primjer 22 (Waringosa formula). u svako u vrijedi 


do 


NEREDA s) 


pdje se sti Zbi4. koban, 


Doka [i 1S]e=u. pridružimo produki 
gdje ju kfhi= 3 .r. Zane|[] (S) ć iniraro fvakeiju 


fee X 


dai Kedia 


dvimo g(al= S (o) Mčbiusova inverzija na [[(S1 daje za 0 


IU ERNSOEINI CA ik 


s 


RBA tit) 


ha, (s] 


Zaista, mamo da je 


KOZELEI 


S druge strane, nakon rješavanja zagrada u (12) dobivamo točno jste sumanda, pu je (12i dokazi 
ag 


dpi ke tha 


ri (tii. 


u. 2j 


pa odavde i iz dla 120) Htp (I 2j slijedi (va 4 
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ii 


EZ 


ie» 


ie 


asa 


Tako je npr. Go, =:7 — 355, +25), 260, = 9] — Gsls, +855) + 352 — 3. 
O teoriji simetričnih funkcija vidi [152]. 


Kuo posijednje, Mčbiusovu ćemo inverziju primijeniti na vektorske prostore 
nad konačnim poljima. Označimo sa 1',(q) n-dimenzionnini vektorski prostor nad 
konačnim poljem GF (g) od q elemenata. Označimo sa L(V,(g)) p.u. skup svih 
potprostora od V,(g) uređenih po inkhuziji, tj. za U, KeL(V,(q)), U S V ako i samo 
ako je U potprostor od KF. Potprostori konačnog vektorskog prostoru u dubokoj su 
analogiji s podskupovima konačnog skupa. Ta je veza mnogo dublja nego prosta 
analogija. Jedan od vidova te analogije doči će do izražaja u sljedećem razmatranju, 


(4) nam kaže koliko ima k-podskupova u n-skupu. Po analogiji s binomnim 


koeficijentima, uvodimo g-binamne koeficijente ili Gaussove koeficijente 


(0 kao broj k-dimenzionalnih potprostora od #,(q) ovako. Znamo da je 
Li 


n _broj uređenih k-torki različitih elemenata a-skupa _ (nx 
k broj uređenih k-torki različitih elemenata k-skupa  &!" 


Da izračunamo g-binomne koeficijente. postupimo analogno. 


() broj uređenih k-torki nezavisnih vektora prostora #,(g) 

k/a broj uređenih k-torki nezavisnih vektora prostora V, (g) 

(treba podijeliti s brojem uređenih baza k-dimenzionalnog potprostora). Nađimo 
prvo brojnik. Svih vektora u V,(q) ima g" pa prvu komponentu možemo odabrati 
na q"— 1 načina (sve vektore osim nule). Taj odabrani vektor (recimo v) određuje 1- 
-dimenzionalni potprostor, koji se sastoji od gq vektora oblika Zv, AeGF(q), pa 
za drugu komponentu možemo birati sve osim iz tog potprostora, tj. g"—q 
mogućnosti. Dva odabrana vektora određuju svojim linearnim kombinacijama g? 
vektora, pa treći vektor možemo odabrati na g"— q? načina itd. te je stoga brojnik 
gornjeg izraza jednak (g"-1)(q"—g)...(q"—q*-') Za n=k, nazivnik je jednak 
(q*— 1(g*-a).. (4-07!) Stoga je 


(0) _(a"- d(g"-q).. ("gt _(g"- Niro d). ka") 
kje (f-1)(d-0). (88 (IMA - 1)... 60- 1) 


(+) 


Ako na desnu stranu od (+) gledamo kao na funkciju od g, onda se lako 


a 
dobiva da je lim ( -(4) što možemo interpretirati, u nekom smislu, da su 

qa q 
»skupovi vektorski prostori nad jednočlanim poljima« (što je samo po sebi 
besmisleno, jer polje ima bar dva elementa). S tom analogijom su u vezi i 


n 
granalogoni formula za binomne koeficijente. Tako npr. vrijedi (a 
qa 


MH KOMBINATORIKA 
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l 
HE ih ša )= (2 NE (0): unimodulnost itd., kao i Gausso- 


va inverzija (tj. g-analogon binomne inverzije): 


Sofa i ko (fan 
ko (0) tatoo Žir) a 
KBT ićo kja 
što sve za g+1 prelazi u odgovarajuće formule za binomne koeficijente. 

Izračunajmo sada Mčbiusovu funkciju u(V, W) rešetke potprostora L(V,(q)). 
Prvo, za V, WeL(Y,(g)) segment [#,W zavisi samo o d(W)-d(V), gdje je d 
dimenzija, jer se nadopuni baza od / do baze (v,) od W pa se s operatorom f(v)=0 
za i<a(V) f(o)=u inače, lako dobiva da je [V,W]=[0, W/V], gdje je W/V 
kvocjenini prostor. Budući su svi k-dimenzionalni prostori nad poljem GF(gq) 
izomorfni, treba samo izračunati u(0, V,(q)) za sve u. Tvrdimo da je 


Ba 100, V,tq)=(- 1196). (++) 


Za UeL(V,(g)), označimo sa N_(U) broj linearnih operatora _f: /,(q)»>X u 
vektorski prostor X nad GF (g) sa [X|=x za koji je jezgra F7! (Q)=U, a sa N, (U) 
broj svih takvih f za koje je jezgra f'(0)=U. Tada je N,(Uj= X N.(W) pa 
Hau 
Mabiusova inverzija doje N_(Uj= X u(U.WIN,(W) Za U=0 dobijemo 
lav 


N_O)=Xu(0. WN, (WW! (suma po svim WeL(V,(g)) No broj N (0) je broj 


Ww 

linearnih operatora s trivijalnom jezgrom, tj. broj linearnih injekcija. Takva li- 
nearna injekcija potpuno je određena s vrijednostima na (uređenoj) bazi pro- 
stora V,(g). Sličnim zaključivanjem kao za formulu (+) dobijemo da je 
Na(0)=(x—1)(x—g)...(x-q"'). Sada izračunajmo N,(W). Jezgra linearnog 
operatora f: V,(q)X sadrži W ako je f(W)=0, a ostale vektore f preslikava 
proizvoljno. Neka je (1....,2ggm) baza od W, pa je nadopunimo do baze 
(Dr...) Va +++ Ua) Od Vo(g). Tada se £1,..., 0x moraju preslikati u 0, a ostalih 
n—d(W) slobodno u bilo koje vektore od X. Stoga je N, (W)=x"-“". Iz gornjih 
jednakosti i (+) .tađda dobivamo. 


2 /n 
(x D(x-g).. (g = Vin e S (Ja (+++) 
kg k=0 


Budući da ta jednakost vrijedi za beskonačno mnogo vrijednosti x, možemo je 
smatrati polinomijalnom jednakošću, pa izjednačavanjem slobodnih koeficijenata 
dobivamo 

pe=(- DG). (=a), 


čime smo dokazali (+ +). Za q>1 dobivamo Mčbiusovu funkciju za Booleove 
algebre skupova u,=(—1)". 


Ova razmatranja mogu poslužiti za dobivanje raznih »g-identiteta«. 
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Prhajet 23 (g-identitet). Za lol <1 vrijedi 


mob B 
neni u 


jeo ia 


Dokaz, Koristeći (-+ +), formulu (+ + +) možemo ovuko napisati 


lee $ () (= alena 


po ise 


ino li ove i pomnožimo li 


ut se riješimo razlomaka, dobivamo 


še ini 
| : iša ( ) 
na Rea VJA 


Budući da ta jednukost opet vrijedi 
polinoma, pa stavimo Ji 


alba 


beskonučno mnogo vrijednosti g, ona predstavija jednakost 
=>1 i uzmemo li lg| <, onda za x dobivamo tvrdnju. Zi 


U VII. poglavlju podrobnije ćemo se upoznati s takvira formalnim beskonač- 
fini surnama i produktima. O g-binomnim koeficijentima i raznim primjenama, a 
brojeva, čitalac može naći u [9]. a o daljoj teoriji i primjenama 
[311 [198]. Rešetke (koje smo ovdje samo spomenuli; mogu 
Se proučavati za sebe. Njihovo proučavanje vodi ondu na važne grane kombina- 
iorne tgorije; teoriju malroida, konačne geometrije itd. (vidi poglavlje X). 


KA GEDI 


iu) Koliko brojeva iroa između 1 i 250 koji nisu dj nis 5, nisa 7 nis 112 


b) Koliko ima brojeva iz 1i 1008 koji nisu djeljivi ni s 6, ni s 18, ni s 157 


2. Koliko ima premutacija od M, u kojima «6 ne pojavljuju stogovi 462 ni 53. 


3, 8 jabuka, JO krušaka i 7 nan 
učiniti ako svakom djetetu treba 


oči treba podijetiti među ćetvoro djece, Na koliko je te načina moguće 
dati bar jedno voće? 


4. Nu koliko se načina mogu permutirati slova a, a, a, 8, 8, bh, e, £, € tako du nikoju 3 slova redom ne 
budu istu? 


5. U Nif je ušlo & ljudi. Ma koliko nać 
jedan čovjek? 


oni mogu izaći na 5 katova tako da na svakom kmu izade bar 


4. Koliko se šesterocilrenih brojeva može napraviti od cifara broja 3457 359 497 tako du dvije jednake 
Cifra ne budu jedna pored druge? 


aliko ima 4-cifrenih trijudskih brojeva (i. s ciframa 0,1, 2) u kojima se pojavljuju: u) točno dvije 
1 b) barom dvije jedinice? 


8. Koliko ima perautacija skupa (1,2, 
(204.00)? 


.7) koje nemaju fiksnu točku među parnim brojevima? A ed 


9. uŠpil« od 52 igraće kurte sastoji se od 4 »boje«, pik, tref, here i karo, a u svakoj je boji jedna karta s 
vrijednostima 2, 3,4,...,10, te jedan dečko, dama, kralji as. 

Kolika je vjerojat: madđu 13 karata podijeljenih nekom igraču bude: a) ber jedi 
b) bur jedn traf, o) edna jaka karta (1. as, kralj, dama i dečko, d) najviše 
karata? 


svake boje; 
dan tref u prvih 6 


ne 
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19. Koliko se tajnih kodiranja može nupravit tako da svakom slovu ubocede pridružimo jedinstveno) 
neko drugo slova (abeceda ima 20 stovay? 


11. a) Pastiajom puluje Karavnan od 9 deva, Li oazi treba promijeniti cedoslijed deva t: 
deva ga gleda ispred sebo onu koju je gledale da oaze. Ma kaliko je to načina moguće 


ah kod kojih kal one dolazi neposredno iza &. zn 


ko dl nijedna 
X 


bi Dakaae du peamutucija od (1,2... 
ka12.....m lima D+ 0, Hi 


12. Koliko ima cikličkih permutacija od (1,2....,2), kod kojih k4+1 ne doluzi neposredno iza &, 
kat2....17 


i3, Raspolažemo 
graniče bridom morsju bili različito obojene? 


o obojiti četiri zida i strop sobu, iko plohe koje 


14. izračunajte £ 1/2. gdje se suraira po svim keN, koji nisu višekratnici sri od 2, ni ad 3, ni ad 5. 


13. Svaki od sedam patuljaka D, 
Patuljak D, ne može ratiti po: 
može Ps i Pe, Dz nemože Pzi Pa 
patuljvi obave sve le poslove? 


+, Du mora u rudniku obaviti jedan od sedam poslova B,,...,P4, 
Pai Py Ber je premalen), u slično Dz no može raditi Pit Pu, Da ru 
D, ne može PD; i Dy mogu raditi sve poslove. ICotiko ima načina dn 


16. Ma koliko načina možemo n različilih predmeta razmjestiti u r različitih kutija, taka da točno 2 
kutije ostanu prazne? A barem tri prazne kutije? 


11, Dakužite, koristeći se formalom uključiv 


stljučivanja, da je 


nd) F\fu-k4rd\ (r—d 
"žen ženu) 


18. Mu ulasku u resloran svaki od a ljudi ostavio je na ulazu šešir i kišabran, Na izlasku oni nasumce 
uzimaju jedan kićobran | jedun šešir. Dokažjte da je broj načina da se to učini tako da nitko ne uzme 
svoje stvari jednak 


19. Koliko ima 10-kombinacija raultiskug 4 (3:x,4:9,3:2)? 


29. Koliko ima permutacija multiskup [q,4,b,5,c,2) u kojima se nijedna slovo ne pojavljuje na istom 
rajestu kao u permutaciji bbecaa? 


21. Kolika je površina presjeka 4 kruga radijusu a čija su središta vrhovi kvadrata stranice a? Poopćite, 
22. Neka je S konačan skup. Dokažiu da je 
S LArUArU.. ao] 


umira po svim izborima podskupova A;, 4 


- DALANAN..NAd, 


gdje 


$ 


23, Meka su P,Pr.., Po poligoni uautar kvadrata stranica 1. Meka su sve povišina [Plžu, 
i=12...,1. Pretpostavimo da je (r— justo <rju, za neko se(1,2,.., uh. 


a) Dakužite da je najmanja moguća površi 
a je najmanja moguća y 


i cd mujvećeg presjeka Pije BNP (ijm1.2 
baram | t- »(0)] [nu 


, a najmanja moguća površina od najvećeg prosjeka 


PD DP Ponoš IS <n, keu, barem 


I 


07 


b) Ako pretpostavimo du su za čvrsto # sve površine |PN..NBJ=|P.,,,4]20, 1 Sh<h<...<i<n 


2 fr \ fu " . 8 
te da je ( i )/()==(9/0) dokažite du je najmunja moguća površini najvećeg k-strukog 


presjeku tih poligonu, zu čvrste kh 1<iSk gu, danu sa 


KOG ONOe"20)1 


24. Dokužite detaljno Teorem 7. i dokažite lom metođom Teurem 1, 


25, a) Na večeru kod kralju Arthuru došlo je 2u vitezovu. Svaki je vitez posvađen točno s jednim od 
preostalih vitezova. Dokažite da je broj načina nu koje Lancelot (suvjetnik kralja Arihura) meže 
ruzmjestiti vitezove oko okruglog stola tako du zavađeni vitezovi ne sjede jedun pokraj drugoga jednak 


bra NuLara k- Ih. 


ao 


b) Na koliko se načina brojevi -n, —4+1,...,—1,1,2.....n mogu razmjestiti na vrhove A, A)..-A,, 
konveksnog 21-tlerokutia taka du € i — k ne budu susjedni ni za koji kefi,2,... 11? 


26. Neku su XX «X konačno dimenzionalni potprostori vektorskog proslont X, a 
K+X be +X, najmanji potprostor koji sadrži sve X,.....X, 


u) Dokužite dim (X, +X,)=dim X, +dimX,-dimiX,NX hi 
b) Dokužite du je 
dim(X+X,+K,)<dim X, + dim X, + dim X dim, OK + dim (X, Og) dim X) 4+ dim LOK OK 


Jednukost ne moru vrijediti. 


c) Pokužite du se ni ta nejednakost ne može generalizirati, Na, ipak vrijedi 


dim (XN. OX JK dim (Xi+ XA Sdim X, +... + dim X, 


21. Dokažite: makla) X (1! Yo ominfalie/), za sve neN i sve dp,0...,0,6R. 
rane m Ke 
(Ako je npr. Su) S... Ka, izbrojite koliko se SEU 4; pojavljuje na desnoj strani.) 


28, Za xeR“ neka je (x) broj prostih brojeva «x. Dokažite da je za neN: 


ue, HE sere z -| 
ma 


gdje SU Pu P2 <. Pa SVE prosti brojevi < /a. 


29. Neka su k, r, naN, takvi da je rakun. Koliko ima funkcija f: N,>N,, lakvih da je NAS/(NH 
(Postupite slično kuo kod prebrojavanja surjekcija.) 


30. Neka su A,An... AES neprazni, različiti podskupovi skupa S. Kažemo da li skupovi čine 
pokrivač skupa S sa k blokova ako je AJ UJAJU...UA, = 5. Ako je [5] =n, dokažite da pokrivača od S sa 
s 


ruse 
K blokova (k=1,2,...,2—liims X (- (9 k ) Nađite broj svih pokrivača od S. 
jeo 


31. Neka Su 1,11... ieN i aaN zadani brojevi, iako da su svaka dva 4, 21) relativno prosta. Označimo 
SA Ks aRiHz* ix. Dokažite da prirodnih brojeva manjih od u koji nisu djeljivi ni s jednim od brojeva 


7 (DD) 
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32. Dokužite da je broj nučina da se r različitih kuglicu raspodijeli u različitih kutija tako da m kutiju 
sadrži vočno k kuglicu jednak 
- imi -krja 
(-11 M oi: tu-&y 
Ko U utaji ikiit 


m! 
33. Dukažite da za reducirane brojeve mčnages R (1) vrijedi 
£ fd 
ki, Re kleni (RO):=1,R(lk=-b). > 
io \k 
34. Uz oznake kuo u Teoremu 7, dokažite: 
a Akai 
uBk=y (m bi E is Jr 
prrasj era t4-1 


Imterpretirajte to kuo binomnu inverziju. 


35. Uz oznake kao u Teoremu 7. dokažite Bonferronijeve nejednakosti 


K met afntr-3 
tii PH Wat+..+(> HI Wars (20, 
pr m 
e m+i af ntr-i m+r 
Ta | Ha— Hate H-1y ra dig Wan 
m m ho 


T2. (Zu red su gornje nejednakosti W—(o+ Ha STAS W,. ili ekvivalentno 


i slična s 


E s 

x(-1r ( Yim>0. za svaka 1. Tada se koristite zad, 34. a), pu lijevu stranu nejednakosti prikužite 
ss m 

pomoču Ty-ova i pokažile du su kozficijenti kod Ti. tgk<u, pozitivni. Slično dalje za r=2,3,... Te 
nejednakosti vrijede i ako »broj elemenata« zamijenimo s »vjerojatnost«.) 


36. Uz oznake kao u Teoremu 8. dokažite 


a) X D,Gni=n: bo X mD,(mjeaki = c) Y (m- IP Diim=n 


moa -eo -.o 
iDokažite prvo da je (m+ Dale 1J+(— (9). D,(m) ili pokušajte direktno kombinatorno). 
m 


37. Za Booleovu funkciju f: (0. 1;"—>(0,1), kažemo da je varijabla x; nebitna ako je f(x1,...\X-1 1, 
Kea a) se (Xu... Nase DOXa. ao 4+ Xa) ZA Sve vrijednosti ostalih varijabli. Ža OKr<n-i neka je 
M,(r) broj Booleovih funkciju od n varijabli koje imaju r nebitnih varijabli. 


Dokažite: a) vne(9) s cua "ob he npič MOJE. 
imo 
38. Dvije permutacija q, a od N, su nesuglasne ako je o(i) #7 (i), VieN,, utorka (n,,...,1,,) međusobno 
nesuglasnih permutacija od N, je tatinski pravokutnik tipa m xa (a za man, latinski kvadrat; usp, 1, 
Primjer 8). Dokažite da je broj latinskih pravokutnika tipa 2 x « jednak 


: 1 
LGna(? X (192 


kao 


Stoga je za velike n, L(2.n)-=(nif e-!, Može se pokazati da za m «nl vrijedi Lim,n)=(nijrjel2), 


39. Za naN oznučimo sa p(n) broj particija broja u tj. p(n)»=17,| (usp. zad. 47). a sa (ni broj particija 
Od u u različite sumande te sa pa (1) broj particija od » u neparne sumande, Dokužite pomoču formule Li 
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1). (Primijerite da je pla xjedroj particiju od a koje sadrže x ko sumand. 
Žike pa, kal plnjeplut- plu Žž plu đjakpbre 1OJ+pla-15-..09 


Stoga dol 


U. Dokažite konibinatorna i aluebarski ove identitete za Stirlingove brajeve druge veste: 
ful Kad] fn-dl fra ) 
m li a b 2 di 19 Lo 
> [E\ fa : u\fkad m 
(90 ani 
rulja pele ije onda 


24. u) Mađice broj načina du se u kugi 


a sazmjesti u i kucija tuko du iožno r kuriju ostune prazao. 


b) Vlak iroa # vagona, u u njega ulazi s putniku. Ma koliko načinu oni inogu ući u visk, tako du bude 
zauzeto točno » ga vagon? 


32 a) Neku gu A... događaji s ovjerojutnostima pl4), s ee X opt4j), #, izrazite 
sek 

pie pomoću sprovu, 

bi Neka su nadulje 8,= IKA &. polinomi u A A, (Npr. događaj AŽ 4, + Až je 

takav MBI 20 vrijedi za sve A4r,..., ha ako vrijedi u 


+00. KVrabu pi) izmaši kuo sumu vjerojatnosti satoma« i 
ti da svaki sumand ima koeficijent 2:0, Uzme se tipični valoma By, Aaaa <A, Stavi se 
Aa =0, u Bj=f(Ai,... AL Tada je BE B;»oB; #0, Stoga je kocficijent od 


biB) u sre Sp4Bi) jednak Dijaku ženiti B1)20, pa pretpostuvci). 


iz prethada: 


43. tx osmi 


BI, možemo uzeti plA)=...=p(4,) 


di (0) 
svodi na 
odi na (i 


44. Meka su 4, kao u Feoremu 7, dokažite (pomoću prethodnog + 


«(Gen [G 


+1, slementarie simetrične 


odi ba odavde indukci- 


Eni 


O pije 
ći Pa 


86. Neka su zg (51)... xo) olemontarne simetrične funkcije od x;,.. 
Dokažite 


Melka 
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pouvih nizova 
o Ieđjoaka je 2, 
oi odokažite Amy 


purcij Ini urodaj Dr 


Mecurd Ula; 25! konjugirana meticija od A. 


48. N je x &edimenzionalna strana poliedsu P dimenzije da f;(x) broj jedimenzionninih strana od P 
koje sadrže x. Dokažite ua vrijedi ge i Enderove Formule 


na 
S (e draanjei= 1 


49. Doka 
3fa 


59. Dakažže du su Dešn-Sommerviliove jednakosti skvivnienine s jednukostima 


: noga ) 
SL un: 


ite ds u dimenzijamu de 
G2fi fo hihi 


4, 5 Nehn-Sommervileove jednakosti 
di 10/9620, fa ši 15 


odd dA. 


St, Dokažite du za qebinomne kovficijente vrijede analogoni svojstava simetrije, Pascalove formule, 
ea 


. rp < a PS q 
unimolalnosti, Gaussove inverzije i RE 
jea 


52. Dokažite direktno (bez Mšbiusove funkcije) uebinomati teorens 
s 


čio 
žude 


53. Peebrajunjem rdimonzionulnih potprostara od Hala) koji sijeku #4 (g) po kedimenzionslnom 
potprostoru dokažite q-Vandeenondeovo konvokveiju: 


HEENETNBE 


LO Je(77"), 


Kam 


ep 


kha \, A 


Sumo bez predznaka) s 


ra Baga > rata 


He S, ape Atili. jeti 


ia jet 


2) Dokažite Ryserovs fovanilu 


per A 


istokastiika a xa matrica aka je Uzrima da je u 
jedna iopi U nakom momenu sva; padne natrag u 
neku od kutija. Neka je ag vjerojatnost da loptica iz ide kutije pređe u j-tu kutiju, Dokažite du je 
vjerojatnost ds nakon toga svaka kurija sndrži opet jednu lopticu jednaka perfay|. Dokažite da je ta 
vjerojatnost pozitivna (usp. Konigov torem. IX, poglavlje. Može se, raedutim. pokazati da je 
per A žulja", v. K1897, čime je pozitivno odgovoreno (1981, g) na van der Waerđenovu hipoteza 
iz 1926. g). 


168 


sa 


bos 


sa 


56. Označimo sa e, broj uređenih parova (x, pjeN, x N, kuji su relutivno prosti. tj, s.zam. (s, ji=1 
MNokužile 


a) can Vb + X dumb. 
m nem 
pulje se sume uzivaju po svim prostim brojevinu p, (brojevi su rehtivno prosti ako nisa obu djeljivi s 
islim prostim brojem !): 
bj co X din KP 
ii 


(skupite sununide iz a) s istim nazivnikom & =p,/,.. 3,10 


e) tim ećač= X Gi KKV (Promotrite razliku X (kuki — ej 
kod il kei 
A) uko je kanonski rustav grep ph“. pi ondu je 
Dite dau Sonpr+ Fofpg- o PU ple. U - E piši 
a 


gdje su same u sredini uzete go prostim djeljiteljima od «. Posebno je Xitdi=5,,. Odavde izvodite 
dn 

Cava BUKVEĆI (Zaza bije 1: 

e) Dirichtetov teorem (1839). Ako su x, g slučajno odubrani prirodni brojevi. oundu je vjerojatnost da je 

nznm (o. p)=1 jednuka 6 rč = 0,60793, (Koristite lim cp = La neš = G/ačh 


57. a) Neka su 2, ne? particije od 1, a>u (tj. žu, že v. zud. 47) ali takve du A natkriva u u 
prirodnom uređaju A 24 (<>2,>u,. Vi), lj. takve da Ažv>žup=v=2 ili vau. Dokažite du tuda pastoje 
i<j, tako da je A=Rgyp, gdje je Ry(plaln,...+l... 203 10) (AKo je 2 >u:. neka je i22 
najmanji indeks za Koji je Aj + +kuju +pu. Tada je X=Rup. Ako je pik 24 = pr, onda postoji 
i22, za koji je k=pn za k<j i Aj>u;. Sada se primijeni prvi stučuj na particije (A, Aja o Ji 
(Hg Head 


bi Neku je Z€2,, 1=(1.1,....,1,) netorka nenegalivnih realnih brojeva, a reS, permutaciju. Stavio 
miačji maden jee > žao 


i definiramo Ž-stedinu od x su 


1 
M,isk=— X mtisći 
Ne, 
Specijulno je M,,, (x? arilmetička, a Mi,,, 
dokažite Malrheadovu nejednakost 


.>€x) geometrijska sredinu brojeva x...) Za žpež, 


;ž>beM,(x)2M,lxh 


Jasno je da je to vešiko profinjenje uritmetičko-geometrijske učjednakosti, (Za dokuz = zbog a) možemo 
uzeti A2 Ryu a u tom se slučaju treba samo dokazati 4 >A a N2 ŠLO nije teško. Zu 
dokaz <= slavite x=a=, = i gdje je x vetik broj, pa dokažite 

m 


) Dokažite da za x. r. zeR vrijedi x*+gZ+ztaxčyrH ve 
nejednakosti, 


Žxy. Smislite sumi još nekoliko takvih 


58. M6biusova formula inverzije za prođukt. Neku su f(g: N>N dvije funkcije. Dokužite du je 


f=[10(degtnh=T1 Add) 


da 
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59. Problem Simona Newcomba, Neku je M = [11.21 "24...01,00) moltiskug na skupu Nm, +0, m. 
SN GM. min) broj permutaciju od Mf s točna n serija. Pritom je s permatacije 
E niz od nekoliko članova te permutacije obliku x,£x;,, Kr. Sa Kojije j 
ue može se više produljiti. Dokužite da je 


ak i -s- -s- 
Shi pea("+ ija s s ua s ) 
dera s "u m, 


60. Neka je me(nn.....mjeN; vektor nenegativnih cijelih brojeva s bar jednom kospeneniom 
#0. mam, + “m, Kompozicija vektora m ou o" dijelova je urederin ustorku o vektoru 
(a0... 2 ENG... 02... GPVJENI, [i opet svaki vektor s bur jednom komponentom =), tiko du je 


X 6st... 0)m (nm... ,21,). 


ia 
Oznučimo sa K (nt... m,tni broj kompozicija vektora m u a dijelova. Dokužite 


a) K(2. 11:2) 10 i nadite sve kompazicije vektora (2, 1.1] u dva dijela: npr. (2,101. (0.0. 111 (0.0.1). 
(2. L0)itd.: 
« 
m naj : 
bi Kim. jinj= Ka ( * SKU. Pin) usp. zad, 59.) 
iu 


-i-1 +n-i-1 
a ooamja šve“ i )e(" ui ) 
i i m, m, 


61. Neka je (S. S) konačna rešetka, 1j. konačun pu. skup Salx,...x,) u kojem svaki dvočlani 
podskup (x,.x,] ima infimum x,A X; i supremum x,v x, Neka je f:S>R neka funkcija, a plsi=Y,4,/0). 
Neka je ui =gfaA x) ije 1,1. Dokažite da je det(g)=f(x,)...f(2,). Tvrdnja vrijedi i za pu. skup 
za koji je definirana samo operacija A. 

(Stavimo f,= f(x) za i=j. fura za ij te zg=1 ZA XXX, Zi inače, Promotrite (u x »)-matrice 
F=(() Z=[3)h Ge=[g,] i dokužite da je G=ZTFZ) 


62. Koristite prethodni zadatak da dokežete da je dtM=&(1)0(2)...0(7) gdje je (nx nhmatrica 
M=((.j]], pri čemu je (i jj=najveća zaj. mjera (1,/) LjeN,, a p Eulerova funkcija. 
(Promotrite S=N, s djeljivošću kao uređajem i uzmite g (x)=x, Zbog Mčbiusove inverzije i Primjera 20, 


imamo fix)= X poso yE[2)-o0) 


sex ri: 
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VIL Rekurzivno relacije 


$1. Jednostavni primjer 


Jedna važna i vrlo primjenjiva metoda u enumerativnoj kombinatorici su izv. 
rel kurzivac relacije (roku urzivne foenanle ili vekuszije). re govor: 
ću 


arena Godi 11 ist) a opći ima dn) precizno se može definirati u 
matematičkoj logici u sklopu teorije izračunljivih funkcija, no mi se nećemo ovdje u 
to upuštati. Rekurzivne formule često daju djelotvoran način da se izračuna opći 
član a, nekog niza iz poznavanja (nekih ili svih) prethodnih članova a; k<n 
počev od nekog indeksa x. Naprimjer, vrlo jednostavna rekurzivna zelacija je 
. Ako zahtijevamo da ta relacija vrijedi za sve nali, onda imamo redom 
ao, dx=“, 320, .., pa ponovljenim uvrštavanjem dobivamo 4» =2a, 
Žao... 1, općenito, a, Pag. Baeksplicitno izrač 
itzv, maa ai jet Ako ji je npr do= < dovivamno ša je tm 


i pes su g; neke (zadane) KODde: te reN dani 
čvrst broji 


Ga 4 +f(1), gdje je c zadana konstanta, a / zadana funkcija: 


ča 


alisa kb đuđa2 Fo lea đd01 nak 7% pe gtoh Gra 


(ovo polonje je primjer »dvotndsksne« rekurzivne relacije). 

Rekurzivno relacije vrlo su pogodne za rad na kompjuteru, pa možemo 
slobodno reći da, ako kompjuteri nešto vole, onda su to iterativne metade uklju. 
čujući i rekurzivne relacije. 


zivnu relač 


broj Pin) premutaci 


skupa P4, | izračunajte & 


od Mi oi dobiva se na jedinstven način iz 


Hješenje, Svaka permutacija i, Ka 
E) umetanjem elementa u ili na prvo mjesto, ili između 


permutacija elemenata skupa M, = (1.2 
prvog i drugog r itd. ili na zadnje (m 


fa vajedno s početnom vrijednosti P(H)==1 dnje 


jeni Pbe2je 


zanfa-- il 


174 


Primjer 2. Za nek, označimo sa I, (1) broj dijelova ns koji x ruzličitih točaku na praven dij 
ha (m) oznučimo broj dijelova zavnine na koji je dijeli » pravaza u opčem položaju ( 
sijeku ge točno u jednaj tački, u nikoji iri ne praleze istom točkonti, 


iiaj 
vuka dva 


a) Nađite rekurzivnu relaciju među hrojevinta / 11) i odredite ih. 


bi Nađite rekurzivan eoluciju među brojevima b, (0). Koliko je 8,131. 1,15). kh, 11057 


e) Nađite opći član hz (1). 


Rješenje. a) Očita je idle 1, hi (lI=2. M 3. Za nd, pravac je x tr 1 točku razdijetje 
ho (u 1) dijelova. Dadajmo sada adu točku. Gdje god je umetnemo, onu će jedun od več postojećih 
hda 1) dijelova razbili na dva dijelu, 1. gusti če jedno novo padručje. Staga je 


boint=h(n-ijed. 


iHevimumo li tu forgušu, tj. pišema li umjesto 1 redom u ho-2...., | dobivamo 


halu jijehfa-2)ei 
huds— Znein (7 3)4+1 


nish D+. 


Zbrajanjem svih Formula 


ih, doe), (Oden 1. Taj rezultat se inuče lako provjeri i indukcijara. 


bj hiBj= 1 kl)=2, Igižjed. Ag(3je2. Neka je u31, Promatrajmo pres u 1 pravaca u općem 
položaju. Osi dijele ravninu na kg(- 5) dijetova. Dodamo U rom skupu u-l pravac, nazovlno gu p, 
tako da i skup od a pravaca budio u općem položaju, onda prvih #- | pravaca siječe 7 u n-- 1 različitih 
iočaka, pa ga dijeli na A, fa 1) dijelova. Svaki od tih dijelova na p povećava broj područja 
postojećim h, (n— 1), jer »sturo« područje p dijeli na dva nova područja tv, sl. za ned), 


Stoga dobivamo 
dadjeln tn jab (ud 
DA Zbog 1) odavde stijedi 


do (nbediz(a-edjten, 


Hopa adŠle di 4 Se 16, 3 slično se dobije hu (10115. 


* Ta melođa se ponekad zove i uteleskopiranjeu. 
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ita 


java 


ie 


S) Du se nađe eksplicitni izraz za u(n) opel se iteriru tu rekurzivna relacija, tj. napiše se za n—1, 
u—2.dt 


letu H=hntn-2j+u- 1 
ha("-2j=lutu- 3i+n-2 


M(2j=iUl+2 
h(l)=b2(0)+1. 
Sada se opet sve te relacije zbroje, pa se dobiva 


haGjeha(Q)+u+(n-1ljkln— Ih... +2 m 


n(n+1) (9) (9:6) LG e 
+ 3 o/*lu 2 zo ku + 


Primjer 3. Oznučimo sa h,(n) broj područja na koji je podijeljen prostor s # ravnina u općem 
položaju; 1j. svaki pur ravninu siječe se u jednom pravcu, ali nikoje se tri ne sijeku u jednom pravcu. već 
sumo u jednoj točki i nikoje četiri ne prolaze jednom točkom, Nađite rekurzivnu relaciju za brojeve h, (u) 
i odredite ih. 


Rješenje, Istim zaključivanjem kao u Primjeru 2 promatrajmo prvo #— 1 ravnina u općem položaju 
koje dijele prostor na #;(n—1) područja, Dodavanjem ite ravnine, tako da je svih n ravnina u općem 
položaju, prvih u— 1 ravnina sijeku tu n-tu ravninu u 11 pravaca koji su u općem položaju u a-toj 
ravnini. Tih #— 1 pravaca dijele tu ravninu na h2(11) ravninskih dijelova, od kojih svaki dijeli već 
postojeća prostorna područja na dva dijela, pa stoga pridonose novih h;tn— 1) područja. Dakle, 

hs(n)=hs(n-lj+ha(u—1) 


Opet kao u Primjeru 2, iteriranjem i zbrajanjem (tj. tefeskopiranjem) dobivamo zbog 43(0)=1 i zbog 


rezultata c) Primjera 2: 
Ka MITA AA jE 
hoeho+E no [(0)+ lo) : 


u odavde se iakim računom dobija da je 


nobo)b)b)(rorana 


Napomena. Rezultati Primjera 2. i 3. mogu se generalizirati na višedimenzio- 
nalne prostore. Za keN označimo sa h,(n) broj područja na koje je k-dimenzio- 
naini euklidski prostor R* podijeljen sa m (k— 1)-dimenzionalnih hiperravnina 
FM... 7, U općem položaju. To znači da je presjek svakih d od tih hiperravnina 
(k- d)-dimenzionalna ravnina, d=1,2,....n, pri čemu negativna dimenzija znači 
prazan skup. Tada analognim zaključivanjem kao u Primjerima 2. i 3. dobivamo 
rekurzivnu relaciju 


ba(n)=hx(u—1)+hx-i(n—1) 


Odavde iteriranjem i zbrajanjem (tj. teleskopiranjemi) dobivamo 


nr 


hn)=h(0)+ X ha (1). 
izo 
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Znamo da je ix (0)=1. Pretpostavimo induktivno (po k) da je 


noo(9)()()+-(/1) 


EPK \_ (HI a (s ; am 
onda iz = i činjenice da je ==0 za t>s dobivamo Sehiaflijev 
jao k k+i U 


teorem*: 
4 # n u" 
ht=(5 + : “(o + . 


nk-1 sisi = 
Uočite da je h,(n)=2"- X ( iL 3 a broj omeđenih području ( g . 
imo 


Primjer 4. Banka plaču štedišama 72; kamula godišnje na uloženi novuc. Nađite rekurzivnu 
sclaciju zu iznose ušteđenog novca nekog štediše nakon # godina, ako je njegova strategija ulaganja bilu 
slijedeća: 

8) Uložio je 100000 din i ostavio taj novac nedirnut kroz n godina 
b) Na kraju svake godine uložio je 10000 din. 
izračunajie iznose koje je imao štediša nakon 10 god, u oba slučaja. 


Rješenje: Ako je na početku neke godine štediša imao x dinara, pa ako kroz tu godinu nije više niti 
dodavao niti oduzimao novac sa svog računa, onda je na kraju te godine (tj. na početku slijedeće) imao x 
din. plus kamate na tih x dinara. Označimo sa a, iznos koji je imao na kraju n-te (1j. na početku 7+ 1-ve) 
godine. Tada imamo 


2) aa=đ,-1+0,074,-1 = 1,070,-1, uz početni uvjet ao =100000; 
b) Kako je novac ulagan na kraju svake godine, lo neće bili ni kamata na taj iznos u toj godini. Stoga je 
,=1,074,-1 + 10000. uz početni uvjet ao =0. 


U slučaju a) ao 2=1,07!9- 1000002196715 


10 
u slučaju b) to =(107+.,.+1074 1): 10000 10000=138164. 8 

Primjer 5. Poznata igra vTornjevi Hanoja« sastoji se od sljedećeg: na jednom od triju kolaca 
A,B,C. npr. na A, nalazi se n kolutova različite veličine nanesenih tako da je svaki kolu (osim najnižeg) 
manji od onog ispod njega (v. sl. 52). Sve kolutove treba premjestiti na kolac B, tako da i tamo budu u 
istom položaju. Pritom se kolutovi prenose s kolca na kolac tako da se svaki pul prenese samo jedan 
kofu1 i da se nikad veći kolut ne stavi na manji. Pritom se možemo služiti trećim pomoćnim kolcem €. 
Nađite rekurzivnu formulu za najmanji potrebni broj prijenosa kolutova da se izvrši premještaj s A na B 
i odredite taj broj. 


* Ludwig Schišfli (1814. 1895), njemučki matematičar. 


iza 


Rješenje. Oznučimo sa M, traženi minimalni broj premještanja n kolutova 5 kolca A nu 8. Očito je 
Na=DiNi =! (miprosto prenesemo taj jedan jedini kalut izravno s A na B). Meka jen22. Da bismo s A 
nojiće mogli skinuti najdonji (ati) kolut, moramo prethodno premjestiti prvi ut kolutova na Bi C. 
Kaka sti kolut ne saije doći na neki manji, moramo prethodno prvih = 1 sve smjesiiti na €. Za to je 
potrebno N,., prijenosa. Makon taga možema n-ti kolut staviti na kolu 8 (i to je (Nag kd) vi 
prijenos). Sada morumo upiramidu« s € od 1 kolutova prenijeti nu Zi, pa koristeći se sada koleem A 
kua s pomoćnim, treba još N,-, prijenosa, Stoga je 


Nas(Ni +14 Mja E 2Npa 3. 
Odavde ičeririnjem dobivumo 


Ne 


U svom radu »Liber abavi« (u prijevodu: Knjiga o abakusu), objavljenom 
1202, g., Leonardo od Pise, poznat još kao Fibonacci (skraćeno od »filjus Bonacci«) 
postavio je »Problem zečeva«, Zečevi se razranažaju prema sljedećoj shemi. Svaki 
Dar 
mladih: zeca i zečicu. Ako smo na početku godine nočeli s jednim novorođenim 
parom, koliko će biti ukupno parova zečeva početkom sljedeće godine odnosno 
općenito nakon u mjeseci? (Pretpostavljamo da zečevi ne ugibaju.) 


Očito će nakon prvog mjeseca biti još uvijek sama taj jedan par zečeva, jer ani 
sli za oplodnju. Nakon dva mjeseca imamo 2 para, lj. tijekom trećeg 
jeseca imamo 2 para. Nakon 3 mjeseca iraamo 3 para (originalni par i njihovi 
potomci nakon drugog i trećeg mjeseca). Nakon 4 mjeseca imamo 5 parova, jer od 
prethodno troje postojećih parova, samo dvoje su zreli parovi. Nakon 5 mjeseci 
imamo B parova, jer od 5 parova živih prethodni mjesec, samo tri para mogu dati 
potomke. 


Neka je fi, broj parova zeg-zečica nakon a mjeseci, tj. tijekom (n+ 1)-og mjeseca 
od početka godine. Prema pretpostavci je fpelifi=ladaljeje 3iid. 
Općenito, da se dobije fi, treba broju parova f;, koji su živjeli prethodni mjesec 
dodati novorođene parove zečeva koji mogu doći samo od /,-., parova živih prije 
dva mjeseca. Stoga je za sve n2=2: 


Tako dobijemo niz brojeva 


u | 012345 6 7 8 910 H 12 14 14 15 16 


89 144 233 377 610 987 1597 . 


ij. svaki broj u tora nizu (osim prva dva) dobijemo kao sumu prethodna dva. Stoga 
će nakon godine dana biti fi, ==233 parova, zečeva, 
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Najčešće se u Heraturi n-4i Kibonacelev broj #, definira tako da je | 
te Fam a +Fu-a za a2 ij. s malo drukčijim poćetnim uvjetima nego u 
problemu zečeva, Bibonaecijevi se brojevi prirodno pojavljuju u mnogim granama 
matematike i ostalih znanosti, a posebno u vezi s algoritmima. Godine 1844. je G. 
Lami ustanovio vezu Fibonaccijevih brojeva i efikasnosti Euklidovag algoritma 
tusp. 1, 5). Po: imo se na 


Euklidov algoritam, Dana su dva broja in seM. Naći najveći 
n.zava. (0,21) tih brojeva. 


: zajedničku mjeru 


El (Naći ostatak.) Podijeli m s u. Neka je ostatak p. (Vrijedi O<r<n.) 


£2 (Da li je nula?) Ako je 


O, algoritam zuvršava. Odgovor je 1. 
£3 (Zamjena) Stavi nea, ne-r i vrati se na korak F1. 


Dijagram toka tog algoritma izgleda ovako: 
agi 3 sg g 


Dali je nula?) MEL 


Da 
STOP 


BE 53. 


Lame je dokazao: ako m, #š,, onda će korak E2 biti izveden najviše k+1 puta, 
Za dokaz vidi [1231 vol. 1, a također vidi zad. 67. Razna zanimljiva svojstva 
onaccijevih brojeva proučavao je E. Lueas*, a kao jednu moguću primjenu, on 
je dokazao npr. da je 39-cifreni broj 2271 prost, Mnogi fenomeni u prirodi su u 
vezi s Fibonaccijevim brojevima. Npr, raspored latica u nskih cvjetova. Nadalje, 
poznata je pojava izv. filotakse. U nekih biljaka, npr. brijesta, listovi se duž grane 
čkvidistantno redaju na dvije suprotne strane i to je »l/dfilotaksa«. Međutim, kod 
bukve ili lješnjaka udaljenosti raeđu susjednim listovima dani su spiralnim poma- 
kom u koji je uključena i rotacija 1/3 punog okretaja, pa se to zova »1/3-filotaksa«. 
Kod hrasta i marelice susreće se 2/5-filotaksa, kod topole i kruške 3/8. kod vrbe i 
badema 5/13 itd, (ispitajte filotaksu fikusa!). Ma taj način listovi dobivaju najviše 
direktne sunčeve svjetlosti. Ti razlomci su kvocijenti Fibonaccijevih brojeva, sli se 
mogu svesti i na kvocijente susjednih F,, Npr, 3/8 okretaja punog kuta je rotacija za 
5/8( =F,/F3) punog kuta u obratnom smjeru itd. Zanimljivo je uočiti da je 


Ti se izrazi još zovu neprekidni razlomei, Kao šio ćemo vidjeti, za Fibonaccijeve 
brojeve usko je vezan tzv. omjer zlatnog reza & renesansnih arhitekata: »omjer većeg 


onard Lacgs (1842-1891), francuski matematičar. 
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CI 


EJ 


CI) 


i 


dijela prema manjem jednak je omjeru cijele dužine prema većem dijelu«, tj. 

1+ /5 
2 

pa odatle lim F,./Fpm=a. ; iu 


"a 


1 _u-l=0=a= 


| Li 
a=l+-=a = 1,61803. Stoga je dii obi s, 
bd &% i 


Zbog svojih mnogobrojnih i zanimljivih svojstava postoji i časopis koji im je i 
posvećen: »Fibonacci Quarterly«, kao i mnoge knjige, npr. [226]. 

Nekoliko jednostavnih svojstava Fibonaccijevih brojeva čine sadržaj slijedećeg 
teorema. : 


EOREM 1. (i) F+F+F)4+..+F,=F,42— 1. 
i) F+FRHFs+. RE Fae 
(ili) HR +. AF = FFA 
Dokaz. (i) Zbrojimo sve relacije (tj. »teleskopirajmo«) 
Fo=Fa-fF, 
Fi=Fy-Fi 
Fi=Fa—F, 


Fa=Faez— Fan. 
Tada nakon očitih kračenja ostaje 
Fo+Fi+Fa+..+Fa=Fpe—Fi=Fa1-]1. 
(ii) Ovaj put zbrojimo sve relacije 
Fi=f2>Fo 
Fi=F4-F, 
Fse=Fe—Fa 


Fuse RLER a: 
odavde slijedi traženi rezultat. 
(iii) Općenito vrijedi Fž=F4(Fa+r—Fx-1). Dakle 
Fi=FF2—FoFi=F,F2—FG 
Fi=F,F3—FiF, 
Fi=FaFa— PiF, 


FA=F,Pnea>FaiFp 
pa opet zbrajanjem slijedi traženi rezuitat. mi 


12 KOMBINATORIKA 
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Sada bismo željeli izračunati koliki je zapravo F, (kao funkcija od n). Prvi su to 
izračunali De Moivrč i, neovisno, D, Bernonili i J. P. M. Binet pačetkom 18. st. 


TEOREM 2. n-ti Fihoneecijev broj F, je jednak: 
Po. 


Dokaz. ideja je dokuza da se rješenje Fibonaccijeve rekurzivne formule 
Fe=F,-4+F,-2 "22 (zanemarujući za moment početne vrijednosti Fp,Fy) potraži 
u obliku F,=q(". Uvrštavanjem dobijamo 


geg! +q"-?% 
a odavde 

d-2(g2-q-l)=0 za n22. 
Naravno, pretpostavljamo g#0, pa je F,=q" rješenje Fibonaccijeve rekurzivne 
relacije ako i samo ako je g*—q—1!=0, tj. ako i samo ako je q rješenje kvadratne 
jednadžbe 

x-x-1=0 

odnosno 


Jaz 


st ž 5, (1-85 
oga su f,= i 

a pi ž 
No ako su F. G rješenja takve linearne (tj. nema potencija od F različitih od prve)i 
homogene (nema konstaninih članova) rekurzivne relacije, onda je i njihova 
linearna kombinacija : 


) rješenja Fibonaccijeve rekurzivne formule. 


H=2F+uG, 4 ueR - 


-/također rješenje. Zaista, budući da je F,=F,-1+F4-a Ga=G,-1+G,-2, tada 
množenjem prve relacije s ;.. druge s u i zbrajanjem dobijamo spomenutu tvrdiiju. 


Dakle je i ie 
a) «(22) 


2 2 


> 


rješenje. Početne vrijednosti za Fibonaccijeve brojeve su Fo=0, Fy =1, pa mora biti 


1+u=0 (zan=0)i EV a(EO)a (an=1) 
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tije log sustava linearnih jednadžbi je ž= 


irm slijedi tvrdnju. 


MNuponsnis. Napišemo li FZ, u obliku 


Bi), 


gdje je 161803..., B O6IKOJ..., pa budući da B" postaje 


vrlo mali broj za u dovoljno velik (točnije, lim fi. dobivamo 


ua 


da je odgovor na opći problema zečeva. tj. broj zečeva nakon a mjesegi 


Fibonaccijevi brojevi igraju i mnoga druga kombinatorna značenju. Meka od 
tih svojstva sadržaj su sljedećeg teorema, 


TEOREM 3. (1) Broj svih dina B 


Hjine n, teko «ki nema siusjedai 


eena 


Dokaz, Mi ćemo istodobno dokazivati (1) i (5ij. 
Tvrdimo da binarnih brojeva koji se sastoje od «a nula i b jedinica, ali tako da 


: 2. f/a+! 
nikoje dvije jedinice nisu susjedne ima \ poj Zaisia, svakom takvom broju 
2 


pripišimo nulu s dasna, Tako dobiveni broj ima b susjednih parova cifara 19 koji 
su razraješteni između preostalih a—1-b nula. Stoga je taj braj jednak 


fo4+la41-o>)\ (sh) 
Kok AJ 
Sada uzmimo da u aifrenom binarnom broju ima j jedinica i da nikoje dvije 


: : : sra ' ; pi n-j+l 
nisa susjedne, Tada prema spomenutoj formuli takvih brojeva ima ( o 3 
J 
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Pritom je js 


|| 
Ustvari, zbog (2). 
q 
fa+1 n\ funt e -2 0 
Gila +(["h Ki loši k 
kl o ) (4 2 ) 3 )+ a) 


Seda ćemo dokazati da je za sve uže), G,m=f,,2. Da to dokažemo, uačimo 
prvo da je Gi=2a=F., | jer su jedini binarni brojevi duljine | brojevi Gi 1. G; an 
jer su 00, 01, 10 jedini binarni brojevi duljine 2 bez susjednih jedinica. Za 23 


iraame dalje 
I (7 2\, (n- ?) koa [3 \ 
o PI U 


Stoga je ukupan broj iz (i) jednak 


u 


ZA > p, taožemo pisati 


Sqa4+G, 


PI + (2) ia 2?) HP 


as 


21, 
da BAN 
a) DJE 


Ma I mI Gu 


Dakle, G, je rješenje rekurzivne relacije f,= 
Gi=2, 3. Stoga je G,=F,., Zasven>i. S 


fun de vrijede početni uvjeti 


Primjer 6. Baktesije se razvijaju prema shemi: 
novu bakteriju (dakle, svega dvije tijekom životi 
(općenita s) sati poslije rođenja? 


vaka živi jedan sat i svakih pola sata daje jednu 
. Koliko je potomstvo jedne bakterije nakon 48 


žješenje, Označimo sa b, traženi braj nakon u sati. Očito je k,=1.8, i 
je broj bakterija koje su nastale samo kao potomstvo bakterija živih nakon ut sati, a tih je b,.). Dakle 
bamb,e2tdb,-;. Prema tome je 


(1,610803) 8 bilijuna. 4 


| 
"E 


Erhaje 7. Nađite broj različitih načina da se čovjek popne u stepćnica, sko odjednom može 
zakoračiti ili jednu ili dvije stepenice. (Dva uspinjanja smatramo istim, uko smo kročili aa točno iste 
stepenice.) 


“o 
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pu 


i 


Rješenje. Označimo iruženi broj su s. Očito je s=1, s=2. Čovjek može početi s jednom 
stepenicom ili s dvije. U prvom stučuju može se nastaviti penjuti na s,« načina, u u drugom slučaju na 
5-2 Načinu. Stoga je s,m$,.1 +5, 2. TO ondu daje 


sensi (61 = 


Jedno od najjednostavnijih kombinatornih značenja Fibonaccijevih brojeva 
daje sljedeći primjer. 


Primjer 8. Kolika ima podskupova od N, (uključujući 2 i jednočlanej u kojima nenta susjednih 
elemenata iz N,? 
Rješenje. Znamo da je broj rčlanih podskupova od N, u kojima nema susjednih brojeva 


+1 
iz N, (u IV. Primjer 423 jednak 2 /! pa je broj svih takvih podskupova jednak 
. 


n+di-r\_ (nl u rai B o X: ž 
ba = o + :' + 3 +... a Ovo je premu Teoremu 3. tii) jednako F,,,. Dokažite to i 
DTI 


direktno razmutrajući dva stučaja: podskup sadrži u odnosno ne sadrži n. 


$3. e rai e relacije s konstantnim koeficijenti- 


Općenito, ne postoji opća metoda koja daje rješenja svake rekurzivne relacije. 
No, postoje metode koje rješavaju neke klase takvih relacija, Jedna takva klasa su 
linearne homogene rekurzivne relacije s konstantnim koeficijentima. Takva rekurzivna 
relacija je oblika: 


Ap =€a,-i + O08,-2 +... FC n-r (i) 


gdje su c1,2,...,€, zadane konstante, a n2r, 


Kako je a, određen tom relacijom s prethodnih r vrijednosti d,-1. 
8p-24.. (Ann kažemo da je (1) rekurzivna relacija ređa r. Pritom pretpostavljamo 
da je €,#0 jer se inače (1) svodi na rekurzivnu relaciju manjeg reda. Pridjev 
»linearna« odnosi se na činjenicu da se u (1) pojavljuju samo prve potencije od a 
(kao funkcije sa N u R ili C, a(n)=a,), dok pridjev »homogena« ovdje znači da 
nema konstantnih članova. Točnije rečeno, »linearna« i »homogena« će značiti da 
skup rješenja čini finearni (vektorski) prostor (nad C), tj. ako su (a1) i (ax) dva niza 
koji zadovoljavaju (1), a A, peC, onda i niz (Xa) +pa7) također zadovoljava (1), tj. 
u skupu je rješenja od (1). To čitalac može vrlo lako sam provjeriti. 

“Jedan od naijednostavnijih primjera takvih rekurzivnih relacija je Fibonacci- 
jeva: F,=F,.,+F,.,. Međutim, npr. rekurzija a,a,_,+8,-20,-3=0,1=3,4,.... 
nije linearna, dok a,=24,-1+3, u=2,3,..., nije homogena. Rekurzivna relacija 
Gu=(1+3)4,-1+4a,-2 nema konstantne koeficijente jer koeficijent (n-+3) uz a,-1 
varira sh, 


181 


Sada ćemo riješiti rekurzivnu relaciju (1)*. Kao i kod Fibonaccijeve relacije, 
rješenje ćemo tražiti u obliku linearne kombinacije partikularnih rješenju oblika 
dp=x". Du odredimo x, uvrstimo u (1) ax=x*. Nakon sređivanja dobivamo 


Xa ea Že, m0. (2) 


Ta jednadžba zove se karakteristična jednadžba rekurzivne relacije (1). Jednadžba 
(2) ima r korijena x: x2..... X, koji se zovu karakteristični korijeni od (1). Ti 
korijeni su kompleksni brojevi, koji ne moraju biti općenito različiti, ali su zbog 
c,#kQ svi oni različiti od nule, Očito je du za Of xeC, a, = x" je rješenje od (!)ako i 
samo ako je x karakteristični korijen od (1). Nadalje, zbog činjenice da je skup svih 
rješenja od (11 vektorski prostor (nad C) proizlazi, ako su X(,X2,....x, Karakteri- 
stični korijeni od (1), a M1,22,....A€C, da je onda i 


da=MsT+si+.. PA (3) 


takoder rješenje od (1). Kažemo da je rješenje od (1) opće rješenje rekurzivne relacije 
(1) ako se svako rješenje može zapisati u obliku (3) za neki izbor konstanti 
Mae He 


T M 4. Pretpostavimo da su svi karakteristični korijeni x, x: 
kurzivne Felacilć 


4,=00,-1 $008,-2 +. FC/A,.p €,#0, 


pore. 


h>žr, međusobno različiti. Tada je opće rješenje dano sa 
uzA M +A KR FANI 
Dokaz. Neka je a, neko rješenje te rekurzivne relacije. Tada je a, potpuno 


određen početnim uvjetima do=ba, 1 =b;,...,4,-)=b,-1. Stoga treba pokazati da 
možemo odabrati konstante M,,...,A, tako da vrijedi 


Mh+lkt+... +4 zba 


Mhš+hkat.. + x=bi 
B (4) 


NAD +1 +. Aa ba 


Sustav (4) je sustav od r linearnih jednadžbi s r nepoznanica M4,42,....2,. Matrica 
koeficijenta tog sustava je 


* Čitalac koji je upoznat s teorijom linearnih diferencijelnih jednadžbi s konstantnim kosfici- 
jentima uočit će veliku sličnost između te teorije s onom koju ćemo ovdje izložiti (vidi i Napomenu na 
kraju VILI 2). 
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je matrica poznata pod imenom Vauderaondeova matea, Njena determinanta 


je produkt 11 (xp-a) svih (:) razlika oblika x,-x, Igi<js 


Palais 


. Kako su 


prema pretpostavci svi karakteristični korijeni x,.x2..... Xx, međusobno različiti, ia 
determinanta je različitu od nule, pa sustav (4) ima jedinstveno rješenje po 
na mane ri 


Primjer 9. Riješite rekurziju a,=4a,.; — ay: 66,.9, Za u23, uz početne uvjete = - 1, ap ee2, 


dobiva 
cšenje te reki 


mo karakterističnu jednadžbu 
ije dano s mh (—1P+1 


O, čiji su 
reba još 


HE 
mak+2+3H=2 


rr 


jedinstvena rješenje tog sustava je 


i, pu je traženo rješenje dano sa 


21-19. 


Privij 
Bika 


10, Komanikacijskim kanalima mogu se predati poruke koristeći se samo trima simboliraa 
Dopustiva poruke su one kod kojih sa na susjednim mjestima ne pojavljuje simbol a. 
ivik poruka duljine #7 


Rješenje. Meka je €, broj dopustivik poruka duljine u. Odmah se vidi du je d, =3, d, 8. Zau3, 
uko dopustiva poruka duljina » počinje sa b ili e, onda se poruka može dokrajčiti na 2:d,_, načina, 4 
ako pošinje s a, onda na drugom mjestu može biti ili b ili e, pa se poruka može kompletirati aa 2:d,_, 
naćina. Moga dobivamo za #23: 


ra vase arna 


Karakteri 
“toga zu 


ge jednadžba te rekurzije je x +=0, čiji su korijeni ey 14/3. Opć 


dano sa 


rješenje je 


Q4+AF+aU- Ap. 


Da određimo X i pu uzimamo u obzir početne vrijednosti d, 


3, da=+8, pa dobivamo sistem jednadžbi 


ktd+/3 


pull, 3Je3 


odakle se dobiva 


pa je za» 


2A 
Sada jedna primjena u elektrotetnici. 


* Dokaz te činjenice, kao i dru 
ači npe u F2) kaoi 


lirao, čitalac 
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Primjer 14. Prometsima električnu mrežu n kojoj imamo N otporniku od 2 (ohma) i M 
ika od 312 koji su spojeni žienma (kao ns slici) s izvorosa struje naponu #. Nađite izraz zu napon 
4N, u svakom čvoru raništu) mreže kao funkciju od u. (To je također pad napona duž 
otpornika od 29 ispod fag čvora: znamo du je V napon koji da genera.) 


Rješenje. Du riješima taj problesu. podsjetimo na dva fuadamentalna znkomi. 


Kirehkolfov zakon: U svakom čvoru mreže, suma elaznih struja jednaka je sumi izlaznih struja iz lap 
čvora, 


Gamoz zakos: Ako je pad napona duž otporniku od X ohma jednak M, Ki, onda ji 
otporniku jednaka P=(V,- V,yR. 


struje bu 


Vasa da Vasi 


e m 
T g 3 


i M 2 


Promatrajmo jsćinu struje u čvors označenom sa v,,,. Prema Kirchholflavom zakonu je 
premu Ohmovom zakom, [=(9,azB,413. lmonef2, dreedrav i B,3opa odavde 
Daga 


tla 
slijedi zn 


Pasa dnea  Vnei 


Pripadna karakterističan jednadžba je se 2090, čiji sn korijeni « 1 PA 4. 
Stoga je ovekot+A&B Nadalje imamo (neee, pao je o Ww=k4+k oi 
Štof € = Ma4+4B, adakle dobivamo M =r(3-— 28/2 (2B). Meo (Zec Za B). Odavde je 


Zbog 


dobivamo u, == 260 $) HJL(5— 28)0" + (Za 51 PI, pa konačno 


NEEE Bri 


Ako korijeni x1,26,...,%, karakteristične jednadžbe nisu svi međusobno razli« 
čiti, omđa (3) nij e rekursivne relacije (1). Naprimjer, promotrimo 
rekurziju 


ma karakteristična jednadžba 
2 pa je (3) u tom slučaju oblika 


ima dvostruki korijen 


gat 


io 


sia 


ževa 


gdje je =; +22 nova konstanta. Stoga ovdje imamo samo jednu konstantu Xi nju 
nije uvijek moguće odabrati tako du zadovoljava dva početna uvjeta: npr. da=1, 
3. Tada bi, naime, trebalo biti A=1, 2A=3, što očito nije moguće. Dakle, 
22" nije opće rješenje. U sljedećim razmatranjima vidjet ćemo kako se dobiju 
opću rješenja takvih rekurzivnih relacija. 


$ 4. Linearne homogene rekurzivne relacije s konstantnim koeficijenti- 


ma: višestruki korijeni 


Kuo što smo vidjeli u prethodnoj točki, rekurzija a,=4a,-1—4a,-2 daje 
dvostruki korijen 2 pripadne karakteristične jednadžbe i dva rješenja se reduciraju 
na jedno rješenje a, =2", jer su dva korijena jednaka. U takvom slučaju, potrebno je 
naći još jedno rješenje pridruženo dvostrukom korijenu. Lako se vidi uvrštavanjem 
du je pored a,=2"ia,=12" također rješenje te rekurzije. Tvrdimo da je njeno opće 
rješenje dano s a,=22"+un2". Da se to vidi, neka su do=a, ay=b početne 
vrijednosti. Tada mora biti A=a, 2A+2u=b, pa budući da taj sustav lineamih 
jednadžbi ima jedinstveno rješenje A=a, u=(b—24)/2, slijedi da je a,=X2"+pn2" 
opće rješenje. 

Sada ćemo te ideje razraditi općenito. Promatrajmo rekurziju 


Axe C10p-4 HC2đp-2 HH Cđu-n, CekO (5) 
n>žr, čija je karakteristična jednadžba 
pixjex'- ax -ox2—. 60. 


Radi jednostavnosti pretpostavimo za trenutak da je xy trostruki korijen jednadžbe 
p(x)=0. Tada jep(x)=(x—xg) g(x), gdje je g također polinom. Tada je za n>r, Xo 
trostruki korijen polinoma 


plojexpo)=x"-axni—axtž, eo 
Nadalje, xo je dvostruki korijen derivacije od p, (x): 
pileni (n—1)ax2— (m 2)e2x"3-.,.— (pi r)ex"7i, 
pa stoga dvostruki korijen polinoma 
xpiix)=n"—(n— lex"! — (njezan? —...— (rje, 


Specijalno je 
nic (ul)! oz (n—2)x872+... +6, (—r)xgo", 


pa odatle slijedi da je a, =nx7 rješenje od (5). Dalje, budući da je x, dvostruki korijen 
od xpl(x) onda je x, također korijen derivacije polinoma xph(x), ti. od 


ma e (n— if? —e,(n—2fx"3—...—e,(n—r)x"-"* pa stoga i korijen 
polinoma dobivenog množenjem sa x, tj. od 
mx"-e,(a— fx e (n 202.0 (nav 
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Specijalno je opet 

nima (niša kein IP 2+... 46,0 paši 
pa je a,=12x5 također rješenje gornje rekurzivne relacije. Ukratko dakle, ako je xo 
trostruki korijen karakteristične jednadžbe, onda su ay=18. d,=nxb i ap=ičxg 
rješenja od (5). Općenito, ako je Xo v-struki korijen karakteristične jednadžbe, onda 


SU dom x8. dp =Nx8.... G= nx rješenja od (5), a njihova linearne kombinacije 
daju sva rješenja. Vrijedi, naime 


TEOREM 5. Neka su xy, N2....,%, Svi različiti korijeni karakteristične jednadžbe 
rekurzivne relacije 
dp EĆiUn-i FE2đn-1 RF... FO lln-n CELU. H2r, 
te neka je x; korijen kratnosti ri, i=1,2,...,1. Tada je partikularno rješenje te 
rekurzije, koje odgovara korijenu Xp i=f,2,....1, dano sa 
aa ZPxta+ Pnxta+ o AP za 


(PeP n+.. +2 A Je, 


gdje su A9 neke konstante. Opće rješenje te rekurzije dano je sa aa 4+aD) 4... +09), 


Dokaz. Na sasvim analogan način kao u diskusiji prije Teorema vi- 
di se i općenito da, ako je x, vestruki korijen karakteristične jednadžbe, 
onda su svi Za g igigt, |gjg», rješenja rekurzije. Nadalje. budući da 
su linearne kombinacije rješenja opet rješenja te rekurzije, slijedi da je 
ama 4+... +aB+...+a1 također rješenje. Neka je sada a, neko opće 
rješenje. Tada je a, potpuno određen početnim uvjetima a,=ba. q,=b,...., 
,-;=5b,-,. Stoga treba pokazati (kao u dokazu Teoremu 4) da možemo odabrati r 
konstanti 20% (za čvrsto ie(1,2,...,7) v, njih, %,+w,+...+0,=7), tako da vrijede 
gornji početni uvjeti, što daje r linearnih jednadžbi sa r nepoznanica, Lako se vidi 
da je determinanta tog sustava jednaka 


Db » 4% 
XL XLee X X, Kao adi Kasa kei X 
xd kto SAA 12 2x2 Di 1lxž xž 2x2 24 1až 
D= 
ia s o e O i I 


a naziva se generalizičana Vandermonđeova determinanta, jer se za v, =r,= =| 
podudara s Vanđermondeovom determinantom. Koristeći se poznatim pravilima za 
računanje determinanti, dobiva se kratkim računom da je 


DE I (6) I G-a 


iza tsi<jsr 
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a 


Kako su brojevi x, 
jednadžbi ima jedinstveno rje 


svi međusobno ruzličiti ne-nu! brojevi, D 40 pa sustav 
šenje po M. čime je Teorem dokazan. 8 


Primjer 12. Nije 
moi gre dd e m8. 


to rekurziju gao Šet, oi Gia Šta oat Šoa Zn 


UZ pučelne nvisie ag = 1, 


kješenje. Dvrstima li a, = 
i, koje iva 


LENJE 
Staga je parikularna 


(> B. Opće je rješenju stoga 


M 


A+ ZA 2) =8 


SA BA #1623 M16 


Pehojer 13, RI 
2, m2. 


Rješenje. Uvi 
su dvostruki korijel 


puse 


i. Stoga je rješenje te rekurzivne relacije uz zadane počeme uvjete 


3 | 3 i 
Bete ( Jan+žit-ipe(-; iju i. : 


Ipak, upozorimo da je nake vrijednosti od a,, npr. mo. lakše izračunati tako da se sukcesivno računaju 
04. 45 (Ud. tia, nego rješavati sistem linearnih jednadžbi s 4 nepoznanice. kao u ta dva primjera. i 


55. Linezrne nehomogene rel 8 i još neki Gipovi rekurgivnih relacila 


Linearna nehomogena rekurzija s konstaninim koeficijentima ima oblik 


Ena POMy-a bi. Opet fl) nr (6) 


ši (6) jest da se nađe opče 
stavljanjem člana /(1)), te da 


gdje je Mil neka funkcija, Osnovna ideja da 
rješenje pripadne homogene relacije (koja se clobije iz 
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se tome doda neko partikularao sješenje nehomogene relacije. Tako dobiven zbroj je 
onda opće rješenje od (6). To se odmah vidi za r=<1. Tada je (6) oblika 


PRI TRNE JEO 


Opće rješenje pripadne homogene relacije 4 


da 


Joca, kla) 


Konstasta A odabere se u tom općem rješenju tako da zadovoljava početni nvjet 
(kao u prethodnoj točki Napomenimo da A ne možemo pronaći dok nismo 
odradili «;. Slično se doku; 

Specijalni slučaj od (7; kada je e« 
das*ta-a+/ (1), pa je == 4+/(), uz 
tih jednakosti slijedi da je 


i rješavali smo već u toški i. Tada je 
R2)... Gin tin-( 5/01) pa zbrajanjem 


004 SJ). 


Primjer 14, Riješke rekurziju u,=<a,-1 m uz početni vj st imati u točki 


1. Kod razmatranja broja područni u ravnini koje čine n pravi 


(0) (0) + (2) ito +142). što 


Bješenje. Prema gornjemu je 
ma+l) 
njet 


A=l+fI+24+3+ 


podudar s rješ 


Piimjera 2. m 


A 
Ant Ao 
du? | Az + Ar + da 
a" A 


pri čemu konstanie A, Ao, A;, Aa treba odrediti (iz početnih uvjeta). Ako je /(n) 
suma različitih članova, onda se posebno riješi rekurzivna relacija sa svakim 
sumaandom posebno i ta se rješenja zbroje, pa sa tako dobije partikuiarno rješenje za 
čitav /(n). Sve to čitalac isko može sam provjeriti, 


Zvhnjer 15. Riješke rekurziju relaciju #,e20,.; +1 uz početni uvjet a, usp. Primjer 4, 


»Tarnjevi Hanojac). 


Rješenje. Opće rješenje pripadać bomogene relacije a,:=2a, 
rješenje nehomogene relacije stavljajući aje A, jer ja f(n)= 1. Uvešta 


je ažeA2%. Mađimo pariikularno 
zanijena dobivanio 


iša 


iva 


Dakle, = — 1 je purtikularno rješenje nehomogene, pu je opće rješenje dano si asa +a=A2"- 1.2 
čemo odredili iz početnog uvjetu: 1 = ž'2 14m1. Terženo rješenje je, dakle, a,=2"-1, 48 


Primjer 16. Riješite rekurzivnu relaciju agda, <>du,-s— 2u+5:3, uz početni uvjet ao =0, 
m=l, 


Rješenje. Ogđe rješenje pripudne homogene relacije «,=4du,.,>4a,_, dobije se iz pripadne 
karukteristične jednudžbe (x— 2) =0, pu je ono dano su af=22"+guu2". Da nuđemo pariikularno 
rješenje mehemogene jednadžbe, rješavamo posebno za svaki nehomogeni član. Prvo, za relaciju 
uda, —40,-,— 21 rješenje tražimo u obliku aj= A,1+ 44. Uvrštavanjem slijedi 


Ant Ao ma;=84)-1 —4ug-a— 2n4 (dy (1— 134 4014 (A1 (n—2) + Ao) 21. 
Odavde izjednačavanjem koeficijenata (uz » i slobodni član) dobivamo 
Aom=4A40—44, -AAo+8A, ) dom 8 
Ar=AAr-4A-2 d=-2 


Dakle, aj = — 2ur— 8 je purtikularno rješenje od a, = da, _,— đu, _, — 2u. Nudulje, zu u, =44,_, —4a,.7+5:3" 
pokušavamo s oblikom ay = A-3". Uvrštavanjem dobivumo 


Amagdajni = doza 5 m4 LA dA O 5030 
pa dijeljenjem s 3"? slijedi JA = 124 44 +5 Fae A = 5:9, pa je um 5-93 SJei, 


Kombinacijom općeg rješenja homogene i partikularnih rješenja nehomogene dobivamo opće 
rješenje nehomogene rejacije: 


ag=A2" + puž 2u— 84513003. 
Iz početnih uvjeta dobivamo A = — 37, u= — 25, pa je traženo rješenje 
ape 5 3 25n 237228. 
Postoji slučaj kada ova metoda s partikularnim rješenjima nije primjenljiva. To 
je kada je odgovarajuće partikularno rješenje i samo rješenje pripadne homogene 


rekurzivne relacije. Tada se partikularno rješenje mora tražiti u obliku polinoma 
stupnja barem n, ili za f(n)==d" treba pokušati sa And" itd. 


Promotrimo sada sljedeći jednostavan tip rekurzija. 


Neka je f: N+C zadana funkcija. Tada se rekurzije a,=f(1)a,-1 rješavaju tako 
da se sve sljedeće relacije pomnože: 


a,=/f(n)a,-: 
a,-i=f(n-]1)a,-2 


a,-1=f(n—2)a,-3 


az=f(2)a 
a=f(U)a. 
To se također može shvatiti kao »teleskopiranje«. Dobiva se 


a,=f(0)/(29.. fln)ao. 
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U vezi s tim riješit ćemo sada dva poznata kombinatorna problema koji će kao 
rješenja dati tzv. Catalanove* brojeve. Prvi je problem geometrijske, u drugi 
algebarske prirode, 

Problem triangulacije »-terokuta. | taj problem je prvi riješio L. Euler. Prije 
nego iskažemo sam problem potrebna su neka objašnjenja. Promovlrimo neki 
konveksni 1-terokut s vrhovima ArAx...A,. Njegova triangulacija je rastav poligonu 
na trokutove, ali ne baš bilo kako. Npr, na sl. 55 a), b), c) sui primijeti trianguliranog 
peterokuta, dok sl. d). e) pokazuju rastave na trokutove koji ne čine triangulaciju 
peterokuia. 


pab rak 
Qw 2 


SLOs4. 


Kod triangulacije zahtijevamo da se ili dva trokuta iz te triangulacije uopće ne 
sijeku ili da se sijeku u jednom (zajedničkom) vrhu ili da se sijeku duž (zajedničkog) 
brida. Naravno, svaki poligon ima beskonačno mnogo triangulacija. Mi ćemo stoga 
usmjeriti pažnju na one triangulacije poligona koje nemaju unutrašnjih vrhova. 
Npr. kao na sl. 55. b), fi g). 

Takve triangulacije ćemo zvati dijagonalnim, jer se kod njih koriste samo unutrašnje 
dijagonale u-terokuta koje se ne sijeku u njegovoj unutrašnjosti. Dvije takve 
triangulacije ćemo smatrati ekvivalentnima (tj. poistovjetiti ćemo ih) ako u tim 
triangulacijama sudjeluju iste dijagonale. 

Problem triangulacije sastoji se u tome da se nađe broj 7, svih (različitih) 
dijagonalnih triangulacija konveksnog n-terokuta A,A,...A, za 123. Po defini- 
ciji, stavljamo T,:=0, T,:=1. 

Očito je Ta=1 jer je trokut već trianguliran na jedan jedini način. Primijetimo 
da iz jednog vrha konveksnog n-terokuta ide n-3 dijagonala i da one tvore n-2 
trokutova. Nađimo sada ukupan broj dijagonala x koje se koriste za dijagonalnu 
triangulaciju. Suma svih kutova trokutova triangulacije iz jednog vrha je očito 
jednaka (n—2)m, a to je jednako sumi svih unutrašnjih kutova tog n-terokuta. Tako 
i svaka druga dijagonaina triangulacija mora imati ukupnu sumu unutrašnjih 
kutova (n—2)m, a to znači da mora imati točno n-2 trokutova, pa je stoga ukupan 


* Eugene Charles Catalan (1814-— 1894), francuski matematičar. 
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broj bridova 3 (2-2) == u 6, ali je svaku unutrašnju dijagonala brojena dvaput, jer 
je brid točno dvuju trokutova, a svaka stranica neterokuta je brojena jednom, pa je 
ukupan broj bridova jednak 2x+u. Stoga mora biti 2v+u=2n-6, pa je x=u-3, 
ij. u svakoj tukvoj dijagonalnoj triangulaciji sudjeluje točno u 3 dijagonala. Tako 
Apr. u četverokutu, u svakoj takvoj tringulaciji sudjeluje 3 =4— 3 = 1 dijagonale 
i time tvore ne Žu2 trokuta: 


St. 56. 


Stoga je Zi, sa 
dijagonale koj 


Ža n==5, u svakoj takvoj triangulaciji 5-erokuta sudjeluju a 
tvore 1 -- trokuta. Stoga je T 
Prvi korak u tome da se nađe 71 je 


KEOREM 6. Brojevi T,, n>2, zadovoljavaju rekurzivnu relaciju 
Ted 


mokre e. 


6) 


poligona PAAA 
poligona &. Tre 


+ A2; pripada nekom irokutu 
H tog trokuta može biti neki vrh 


SES 


izračunajmo broj načina na koji treći vrh može bili neki čvrst A. Trokut Ay 4+ Ag 
dijeli čitav poligon P na dva manja konveksna poligona: na »donji« konveksni k- 
ierokut Ay A2...Ax i »gornji« konveksni (— k4-2)terokut AzAx-1.. dava, Kao na 
sl 57. Donji k-terokut se može triangulirati sa 7; načina, a gornji (u £+2)- 
terokut na 7,42 načina. Prema principu produkta, broj (dijagonalnihj triangula- 
cija u kojima eluje trokut ALAzAg 1 jednak je TAT, -ze2. Kako k može biti bilo 
Koji od brojeva 2,3,...,4, prema principu sume slijedi da je ukupan broj iriangula- 
cija od P jednak 


PROPOZICIJA 1. Brojevi 7,, 12:4 zadovoljavaju rekurziju 


Doksz. Neka su AA,...A, vrhovi poligona P. Dijagonala A,A,, 
dijeli P na dva poligona P,, P,: 


Si. 38. 


= Aya. ..Ax iona gornji konveksni (n—k+2). 
terokui Pos AAA, 1:24, (8. 38). Broj triangulacija od P u kojima sudjeluje 
dijagonala A, dx jednak je prema principu produkta T47,.,+). [4 vrha A, imamo 
fa 2) dti ahe Na Ž đ, zpTe) 


itriangulacija, To isto očito vrijedi i za svaki od n vrhova A, To znači da broj 
Mat DaTjva kPa Ta) 


broji za svaku moguću dijagonalu koliko ima triangulaciji 
ta dijagonala, [ ta svaka računala dvapni (za njena oba 


od P u kojima sudjeluje 
ha). Prema tome, broj 


n 
ZT + TaTa-ak... 173) 


broji za svaku moguću dijagonalu koliko ima triangulacija od ? u kojima sudjeluje 
ta dijagonala. No budući da svaka (dijagonalna) triangulacija ima ukupno (1-3) 
dijagonala, taj izraz broji svaku tringulaciju od # točno (n--3) puta. Zbog toga je 


CES TS Taa Ta Fu-a be A Fs 73) 


odakle slijedi tvrdnja. 
Sada ćemo iz tih dviju rekurzija sfektivno izračunati T., Vrijedi, naima 


ZEOREM 7. Za sve n222 je 


i daba 
Zi ae2 / 


Žokaz. Budući da ja T2=<1, relacija (#) iz Teorema 6 može se pisati u obliku 


Tai 2 Ta + TaTjvak  Tjei Fa 


io 


pi 


dai 


Na iz (++) u Propoziciji 1 slijedi da je 


2(u-3 
DIa+o + a Dim 1 d 


Stogu je 
2(1—3) 2(2n—-3) 


To Ta4j=——>T, 
n a 


Tai>2T,= 


»Teleskopiranjem« tih rekurzija tipa a,+1=/f(n)a, (1. množenjem tih izraza od 
drugog do »-tog), dobivamo zbog T»=! 


2" '(2u—3M(2u—5)-...:(2:3—5) 
uh : 


s B z 
Pomnožimo li brojnik i nazivnik s (2("—1)] [2(#—2)]:..- [2:1] slijedi 


T= (2u—2)! (2) 
Gi Din 1) mlati) 


a odavde zamjenom n+1 sa # dobivamo tvrdnju teorema. 8 


T= 


i 2 A 
Broj cil ") zove se n-ti Catalanav broj. Prvih nekoliko Catalanovih 
n n fi — 


brojeva su: 


12 5 14 42 132 429 1430 4862 16796... 


Koristeči se Stirlingovom formulom, nije teško pokazati da vrijedi asimptotska 
formula (za dovoljno velike u): 
49 
Ca A 
zn 


Ustvari, Catalan je opet (nakon Eulera) otkrio te brojeve u vezi sa sljedečim (već 
najavljenim) algebarskim problemom: 


Problem zagrada. Neka je n brojeva X1,X2....,X» napisano jedan do drugog (u 
bilo kojem poretku). Po zakonu asocijacije dobivamo isti rezultat ako te brojeve 
pomnožimo na razne načine. Npr. tri broja možemo pomnožiti na dva načina: 
(X1X2)X3 = 11 (Xx2xa) i još puta broj permutacija tih brojeva, dakle na 2:3!==12 
načina. Četiri broja se mogu pomnožiti na 5 načina: 

Qerx2) (raxa) = (1x2) 3) 4, = (Xa (X2X3)). Xa = xu (2x3) Xa) = x1 (X2 (X3X4)) 
puta 4!, dakle na 5:4! =120 načina. 

Problem zagrada. 

a) Na koliko se načina može pomnožiti u brojeva? 


13 KOMBINATORIKA 
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b) Na koliko se načina može pomnožiti u brojeva, ali da su u nekom fiksnom 
poretku, Npr. NyX2X3...X42 


Da nađemo rekurzivnu formulu za problem a), označimo prvo sa Z (u) traženi 
broj. Množenje u brojeva x;,X2..... X, zahtijeva n— 1 uzastopnih množenja od dva 
broja. Promotrimo bilo koji od Z(n— 1) produkata brojeva xi,x2,...,Xn-t. Tu 
imamo n— 2 množenja, Pridodajmo faktor x, lom produktu, Možemo ga pridodati 
kao vanjski faktor na dva načina: x,(...) ili (...) x, No xj može biti pridodan i 
tako da bude neki unutrašnji faktor. Produkt od #—1 brojeva svodi se na n—2 
uzastopnih množenja. Svakome od tih »— 2 množenja broj x, možemo pridođati na 
4 načina: pomnožiti ga kao multiplikand ili kao multiplikator, s prvim ili s drugim 
faklorom. Naprimjer za n==5 uočimo jedan fiksan produkt od njih Z(4) produkta 
brojeva x,, 2x3, Xa recimo (x1:x2):(Xxa:xa). Tu imamo 3 množenja, a xs možemo 
pridodati ili umetnuti ovako: 


xs*[(X1'X2)" (x3:x4)], [(xu:x2):U63:x4)]'x5. ili svakom od 3 množenja na još 4 
načina umetnuti xs. Npr. množenjem x, 'x2: 


x5'(X1'X2), (ts'Xu)X2, Xa (Xs*X2). (eto) Xs, 


Prema tome, iz ove diskusije zaključujemo da se x, može umetnuti (ili pridođati) 
svakom od Z(n—i) produkata brojeva x1,...,Xn-1 na 4(n-2)+1+1=4n—6 
načina. Tako dobivamo rekurzivnu relaciju 


Zimj=(4n—61Z(n—1). n=2,3,4,... 
Kako je Z(1)=|, slijedi da je 
Zi(nj=(4n—6)(4(n—11-6)(4(n—2)-6)...6 22 (1) 
=(4n-—6)(4n— 10)(4n— 14)..,6:2= 
=2(2n— 3) 2(2u—5)2 (2-7). .2 3) 2) 
=2"(1:3:5.. (2 5)(2n—3)= 


77.46... QnOOGn djen-2) Pai 
p 
2" (2n—2)! Pago \ 
SRETII odno 
opre nn 
=(n-1)! Ze m 
n-1 SZ. 


Da odgovorimo na problem b), treba podijeliti rezultate iz a) sa n!=broj 
permutacija brojeva X,,X2,...,Xx Stoga je odgovor na problem b) jednak 


-2 
Ze nz0=:(770) 
"nl n\n-i 


tj. Za=C,-1 =(u— 1)-vi Catalanov broj. 
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Dokužimo sada izravno da brojevi 4, zadovoljavaju sličnu rekurziju kao 
brojevi 7 iz Teorema 6. Naime, du se pomnoži » brojeva Xri£2,... Xa modom 
poreiku imamo jedno konačno nm ila r Poea Nk, | zadnjih 
(nr) brojeva <, i 2.1 t1;. Npr. Konačno množenje u 
produktu [xy (x2 ženje izrazu u uglatim zagradama, 
Kako se prvih r brojeva x,ox može pomnožiti na Z, načina, a posljednjih 
(ir) brojeva Xpan co Xa NU Zo, nučina, a svaki od Z, načina se kombinira sa 
-, načina, ukupno se dobiva 2,2,.., pučina za čvrsto r. Ukupan broj sačina da se 
pomnoži u brojeva dobiva se svmiranjem porod | dani: 


Za đe A 


ZaRkŽaiŽi. 


Ta rekurzija vrijedi za sve u>2, u počelni uvjet je Ž,=1, pa se dobiva (kao u 
Teoremu 7) da j 
Jedno zanimljivo kombinatomno značenje Calalanovih brojeva dobiva se iz 


poznatog Berirandovog“ problema glasanja. 


Prirujer 17, Wu nekim šzborimu od dva kandidatu, A i 8, 4 je dobio a 
šla koliko se uučina može provesti prebrojavanje glusova, tako da kundidut . 
kandidata B7 Specijalno, kukuv je odgovor ako je a=n-4+ 14 bea? 


ova, a Bb glasovi a >6. 
ima uvijek više glasova ad 


Rješenje. Predstavit čemo grafički prebrojavanje glesovu na kvadratnoj mreži nu sljedeći našiu. 
Ucrtut ćemo sva tečke (x, » Bdje je yabroj glasova zu A minus broj glasova ze B, nakon Bo je 
izbrojeno x glasova, x=:0, 6,20... ,1 46 (sf, 59). 


(0,0) 
EMEA 


Spojimo susjadne točke dužim. Ono što želimo izračunati je broj putova od (D,0) do 
(i-b,a 8) koje nigdje ne dotiću os x. Prvo prebrojimo kaliko ima svih tekvih poligonatnih putova od 
10,0) do (a-+d, ab) (uključujući i ose koji dotiču ili čak sijeku os x). Svaki tukav put određen je time 


ab 
kojih a glasova od ukupno 4-+b dobija kandidat A, Prema tome, ukupan broj putova j( M ) No 
ba 


puzovi koje mi 


imo moraju poč 


i s glasom za A, tj. svi ti putovi idu od (1,11 do (a4+8,8-—8), 2 tih 


o famb-1 ao ii ki pasao ek X 
imu \ > Od tih želimo odstraniti one koji dotiču (ili sijeku) 05 x, Primijetio ila ako neki pur 
de 


stanas (1, bh te ide dolje do osi <, pa tada do točke be +b,a- bh onda se njegov pivi dio od (1, ido prve 
točke dodira s osi x može zrea 5 


amijeni s OTA, Očilo se tne dobiva bije! edu Salih neba od 
dotiču) os x i svih putova od 75 do 7. To se zove princip zresljenja (usp. IV. zad. 52). 
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Tfasb, u-b) 


Si. 60. 


Stoga princip zecaljenja pokazuje du ima točno toliko putova iz (1,1) do (a 4+6,a-b) koji sijeku os x 


hi 
koliko i svih putova od [1 —1) do (a+b,a--b), Tih putova ima ) Jer svaki takav put iz(1, - i) 
DI 


ida još (u45— 1) koraka i jedinstveno je određen time kojih « glusova dabivu kandidat 4, 
Odatle onda slijedi da je tmženi broj glasanja jednak 


(0) (2). (a+b-3)! (a+b-1ji Wa benE, bh ta+bhta- u-b e) 
šH > (a-ha nas ) 
a-1 a RDA EC AR“ diti gabčazh ašb\ a 
(5 
"f 


UJ specijalnom slučaju za ama+1, bau, odgovor na problen 
Sada čemo izvesti rekurzivne relacije za još neke kombinatorne brojeve. 


e), i EA la +1\ 
n+ita\ #45 Žnad 24/7 
Uj. Opet n-ti Catalanov broj. SA 

Podsjetimo da je mti Bellov broj P, definiran kao broj particija nečlanog skupa 
(neidji 2,1 


sanja ja 


«Diatonelatu! ned 


TEGREIA 8, Bellovi brojevi zadovoljavaju za sve n2:0 rekurziju 


S H a fa ane 2 
Pari 6) Po+ (i) Pie (2) Pak (2) f 2, (Ja Bj 


Dokaz. Neka je 5 skup sa [S]==2+1 elemenata na kojera se obavljaju sve 
roguće pariicije (u disjunkine, neprazne podskupove, ij. blokove) i naka je xaS. 
Blok koji sadrži x neka ima osim x još & elemenata. On se može izabrati na 

na+ i LA ži ii A A : 

o \ 4 načina. Na greostalih (#+1)-(k+ljen-k elemenata imamo 
je sa : PA Ž na m 

P..& particija. Prema tome, broj particija od S kod kojih blok koji sa 


To je istina 


H + PRRRE! bI 
£ 4-1 olemenata jednak je, prema principu produkta, (") B 
jaje Poe1. Be 
Stoga je prema principu sume 


pudoi 2 (4) Pia 


gao \k/ 


ino 


asi 


kei 


ie 


“Ta rekurzivna relaciju je tzv, binomnog tipa jer sadrži binomne kocficijente. 
Za male vrijednosti od n iz gornje rekurzije lako se dobije sljedeća tablica: 


ZIDEtEe EA NJE m 


Ba dO4 2 5 13 52 202 817 440 21147... 


52 
Stirlingov broj druge vrste Ne u2>k20. definirali smo kao broj k-particija (1j. 


0 
particija u točno k blokova) n-članog skupa, le 1-0 za lgnu<ki boj. 


NZ zak>l. 


Drugim riječima, " 


k 
skupu. Na drugi način rečeno. to je broj načina da se u različitih kuglica rasporedi u 
k jednakih kutija (poredak kutija nije bitan) tako da nijedna kutiju ne ostane prazna 
(usp. VI, 4). 


Očito se Bellovi brojevi dobiju kao sume Stirlingovih brojeva: 
s fn 
šk) 
. k=0 k 


n B , 
Brojevi Bi ili u oznaci 5(m,k), također zadovoljavaju izvjesne rekurzivne 


h je broj relacija ekvivalencije s točno k klasa na a-članom 


relacije, ali ovajput »dvoindeksne«, Neke jednostavne »dvoindeksne« rekurzivne 
relacije su npr. 


a 
(1) ak Zrak $8,-3, 0 BEN; (2) Mak eda k,neN: 
LI k 
(3) aaa XL jo KoneNo: (4) aja X di 5a,j, koneN. 
i=k j=0 
Primijetimo da su sve te rekurzije (1)— (4) zadovoljene za aa=(9) što izlazi 
iz osnovnih svojstava binomnih koeficijenata. 
k-1 
Nadalje, »kombinacije s ponavljanjem« ba=["*E ) zadovoljavaju sljede- 
će »dvoindeksne« rekurzivne relacije: 
n . 
(5) be Bai $b,-1.3 (6) daa Zg Poeni (T) baa= X, La: za koneN,. 
što opet lagano izlazi iz svojstava binomnih koeficijenata. 
TEOREM 9. Srirlingovi brojevi druge trste Ki = S (1, k) zadovoljavaju sljedeće 
rekurzije: 
(a) S(mk)=5S(n-1,k—1I)+kSin—1,k) n.keN; S(u,0)=5(0,k)=0, S(0,0)=1 
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s-1/,— 
(b) Sia.ki= X (77) sm. 


m0 


(6) S(m.kj= X S(m— 1 k—1)k"m 


mek 


Dokaz. (a) Neka je |Xl=n i xeX. Uočimo dvije vrsle kčpartičija od X: one u 
kojima se javlja (x) kao blok i one u kojima se ne javlja. Broj k-particija od X u 
kojima se (x) javlja kao blok je Sln—1,k— 1), jer je lo broj načina da se (n-1)- 
-člani skup X \[x! particionira u k— 1 blokova. Ako x pripada nekom bloku 
zajedno s još nekim drugim elementima, odstranimo pa za moment. Tako dobiva- 
mo particiju (x — 1)-članog skupa X \(x) u k blokova, a takvih ima S(u—1,k). No 
budući da x može pripadati bilo kojem od k blokova takve particije, ukupan je broj 
načina da se x ponovo umetne pa da dobijemo k-particiju od X jednak kS(u—1,k). 
Zbrajanjem tih dviju mogućnosti dobivamo (a). 


(b) Opet, neka je |X] =n i xeX. Odstranimo za moment blok B particije od X koji 
sadrži x. Neka on ima r elemenata. Tim uklanjanjem preostaje (n—r)-člani skup 
X \8B, koji je s preostalim blokovima particioniran u &— 1 blokova. Kako imamo 
-| 
ukupno (" :) načina da odaberemo takav blok B, a broj particija od X \B na 
k— 1 biokova jednak je S(1—r,&— 1), dobivamo (zbog principa sume) da je 
# fon "i fn-i 
S(mk)= X (: )St-nk-u= X (" )simi-1, 
rm le-1 mao \ 7 


(c) Prepuštamo čitaocu. Bi 


Relacije (a) i (6) omogućuju nam lako izračunavanje brojeva Hera k) za 


male vrijednosti n i k, što je takše nego pomoću formule iz Teorema 9 u GI. VI. 


$ 6. Neki jednostavni sustavi i neke nelinearne rekurzije 


Linearni homogeni sustavi rekurzivnih relacija često se eliminacijom svode na 
jednu linearnu homogenu rekurziju. Evo tipičnog primjera, 


Primjer 18. Nizovi brojeva (q,) i (5,) zadovoljavaju sustav rekurzivnih relacija 
Busa =2a,>b, 
baki ma, +db. 
Ako je u, =2, bo =3, odredile u, ih, 


Rješenje. Iz prve jednadžbe je b,==24,—a,41. Sloga je b4.1 220,41 4,+2. AKO te izraze uvrstimo 
u drugu relaciju. nakon sređivanja dobivamo a,«1=60,41—9d,. Opće rješenje ie rekurzije je 
a, A3 +pn3*, a zbog 6o=2 0; =2ao— bo = 3. dobivamo da jeA=2,u=—1f,pajea,m=(2—n)3. Odavde 
st dobiva &,=24,—a,41=(1+ 1337.08 
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Kao Sto smo vidjeli u prethodnoj točki, nelinsarne rekurzivac relacije općenito 
Su mnogo teže za rješavanje nego linenrnc, a tehnike za njihovo rješavanje nisu 
sistematizirane, osim za neke specijalne tipove, 

Ako trebamo iti rekurzivnu relaciju oblika 


Zla +4 


Bava e pd, hdCa 


DRE LEA 


a početnim uvjetima 2, : 


a 
Tada, ako je a,=b,/6,, onda je a; 


Taj sustav riješimo kao u gornjem primjeru. 
bo/to=4 i imamo 


Baki 


pa je (a,) traženi niz. 


ro ua početni uvjet ga 1, 


ije šustuva 
bara se2b, Joe 


Enea Ibo de, 


zadovoljava početne uvjste 
Baext Ib, ba 2=D), čije je opće rješenje b,= 


“i coml. Eliminacijam 
+ IF[R+pn] dz bom 
| 


iF(5n- 1) Odavde slijadi da je 


i Gea dobivamo rekurziju 
bime2ba—3e i, dobivamo 


(ZB, dio rle(- iPiŠne 1). Stoga je 


Read, pa je dass 


me BA bao oGael 
rješenje naše rekurzije guma 
Sa Ša 


Neke nelinearne rekurzije svode se qa linearne pogodnom supstitucijom ili 
pogodnom supstitucijom sakon nekih transformacija. Evo nekih primjera. 


Peimjer 20, Riješite rekurzivnu relaciju u, ,g 2242.1: 015, uz počeme uvjete ed, a2. 


Rješenje, Odmah se vidi (indukcijom) da je «.>0. Štavimo b,=logra.. Tada dobivamo 
26,, ue bo==0, b; »«1, Rješenje te lincasne rekurzije je b,=2"-1. Stoga je traženo rješenje 


Primjer 21, Riješite rekurzivan rolaciju a4, =4,(2- 60,), uz počemi uwjet daa, 


Hješenje, Za c»:Q noša relacija je oblika a,.1:=24, pa odatle slijedi a, 
naša relacija može ovako trenslosmirati: 


2%, Ako ja ck, onda se 


ćoCdys i e(d-(1 ea, +1 -ragdjed- (i -eaž, 


EBaa3 
ije Pee capa eo(1 00,3. Supstitucijora [-<0a,-< 4, dobivamo 8,4, =68. bg 1 — ac. Odavde slijedi (direkt. 
I-(i-seF) 8 


ne ili supstitucijom e, =:10g,8,) da je b,=s(f ae 


pa stoga a, 
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ao z ma u € kod 
Šrlmjer 22. Riješke rekurzivnu relaciju u, 1 =;lu ke ) € 20, uz početni ovjet rase. 
fa 


Rješcaje. Transformićajmo mišu rekiciju nu sljedeći način: 


I ( m 
danje IVOM daa fede (ssh 
f Ao 


Ho 


Pada dobivama 2, . Oduvtio (kno i u prethodnom 


ara 


primjeri slijeđi b,==12/, što konačno duje u, e(1 20 


O zažnim nelinearnim rekurzijama, a posebno u vezi s analizom algoritama, 
čitalac može nači u [94], [123] i 189]. Napomenimo na kraju da se razne rekurzivne 
relacije vrlo slegantno mogu rješavali tehnikom funkcija izvodnjea, o ćemu će biti 
rijeći u idućem poglavlju, 

Jedna specijalna Klasa rekurživnih relacija koje se često javljaju u analizi nekih 
(rekanzivnih) algoritama zahtijeva pažnju, Takvi algoritmi tipa »podijeti pa ovladaj« 
rekurzivno reduciraju dani problem u nekoliko manjih potproblema, Ukupan broj 
koraka a, potrebnih du se takvim algoritmom procesira so owlaznih podataka 
finputa). često zadovoljava rekurzivau relaciju tipa 


a,=eagobšln) (dje djelitelj od n) 


Slijedeća tablica daje oblik rješenja te rekurzije za neke vrijednosti 64/1 F0), 


fogasi 


An+8B 
An 
ki = Gut Hogan 
an pina 


kao 


Pritom — treba shvatiti ovako: a, je proporcionalan s navedenim izrazom za velike 
n. Da su to zaista rješenja gornje rekurzije, nije teško pokazati indukcijom. 


Primjer 23, Nađitai riješlts rekurziju za broj a, usporedbi od po dvaju brojeva, potreban da se u 
skupu S od u različitih realnih brojeva nadu najmanji i najveći broj ako je n potencija od 2. 


Rješenje. Ako ja isi 2, onda ja očito a, 1, Neki sa, PAR, najmanji i najveći brojevi radom u 
prvoj polovici od S (prvih n/2 brojeva), a 21 1 M, najmanji | najveći brojevi u drugoj polovici skupa 5. 
Tuda ove dvije usporedbe: m, i m, ie Af, |A, određuju najmanji i največi broj u žitavom &, Stoga je 
24,142. 32 prethodne tublice dobivamo da je vješanje oblika «= A,a+A,, pa uvrštavanjem u tu 
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ie 


ie 


g 
CJ 


Kreka : Hi : 3 
rekurziju i iz početnog uvjeti ay =! dohivama du je a.=3n-2 Ta se metodu katkud zave i binurno 


pretraživanje. Mi 


Primjer 24, Du se pumnože dva ucifremt broju, trebu normalno rž množenja tipa znameuka puta 
znamenka, Pokužite du se s »podijeli pu ovladnja lo množenje može učiniti mnogo efikasnijim. 


Rješenje. Uzmimo prvo du je # potencija od 2. Neku su p i q n-znumenkusti brojevi. Svakoga od 
njih rastavina na dva #f2-znamenkasta dijela: pp, 1074+), dq, 10424 q,. Tađu je 


Praeput HO + (Pytly + Pod) PO + py 


No, Butt bod EP + dz Het +421 Path > Pz, Pa trebamo sumo iri množenja #/Ž-znamenkastih bro- 
jeva Pitti Pata I Uh +421 eh Fata) du se odredi p"q. (Uočite du p, +p, i 4, +4, mogu bili i ((n/21+1)- 
-znamenkusti, ali to ne mijenja bitno red veličine rješenju.) Označimo s a, broj množenja tipa znamen 
pula znumenku du se pomnože dva u-znamenkusta broja na gornji način. Tada dobivemo rekurziju 
tu=3ty- Iz prethodne tublice (ili množenjem tih relaciju) dobijamo du je a, proporcionalan su 
nož azate, so je bitno poboljšanje od u*. Ta opću ocjenu od a, vrijedi i za sva brojeve, a ne samo za 
potencije od 2. it 


Zadaci 


1. Sastavite rekurživnu relaciju koju uz početni uvjet jedinstveno određuje (aritmetički ili geometrijski) 
niz 


a) 1, 1/3. 1, 127.4 bl 3£, 1,16, 21,..,7. 0) 6, —8, 54, -162...; 
6) 7, 14/5. 28/25. 56/125,..: €) — 1/3, 1/5, 7/15, 13/15. 19/15... 

2. Riješite rekurzivne relacije uz dane početne uvjete: 

a) da,=4a-4 Go=5: b) a=3a,-i+4da-2, domara kh 

o) Ga ŽAx-1 > rel Gote 21 d) a,=a,-2 094 0. 


3. Broj bakteriju u nekoj bakterijskoj kulturi je približno 2000 i taj se broj svakih 2 sata poveća 300 
poslo. Pomoću pogodne rekurzije nađite broj bakterija u toj kuituri nakon jednog i nakon dva dana. 


4. 8) Nu koliko najviše dijelova a pravaca dijeli kružnicu? b) Koliko ima omeđenih dijelova na koje a 
pravacu u općem položaju dijeli ravninu? 


S. Bunka pluća 5 posto kamata tromjesečno. Ako uložimo 100000 d, koliko mjeseci moramo čekati du 
se ušteđevina udvostruči? 


6. Riješite rekurzivne relacije uz dane početne uvjete (gdje je potrebno. nađite realna rješenja): 


£) oap=(n+2)a,.1. to =2: bl a,=a,-1i+94,-2— 9-3, Go=0, a =l4=2; 


€) daze3itneg +3ta-a ge o ma=da=2 d)a=-2ai- 0.4 Goli a2 dm 


€) 90,44 +124, +40,=0, oz lađi Nas kae2+2a- oz la=3,02=17. 


"7. Ako je 761:1332=0,4,0,4,..:, dokužile du je a, =5. 6, =7, te a,=24+(> 1QB)sntu-2)n/3, za 
n23. 


8. Riješite rekurziju 02.) = 5a4.) — daš. tis m4, u = 13. (Stavite b,=dž.) 


9. Nađite konstame b i c ako je sc, +677" opće rješenje rekurzije 4,25041 +C0 
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30. Nađite rekurzivnu relaciju zn broj razmještaju # različitih predmetu u 10 različitih kutija. Koliki je taj 
trag! 


11. Populacija neke vrste ribu triput se povećn u roku od godine dunu, Počinjemo s 3000 riba u nekom 
jezeru. Zbog priligodbe, poslije prve gadine bilo ih je samo 3500, a njih 200 uzimamo radi povećanju 
populacije u drugim jezerima, “Tako ih i svake podine odatranjujemo 200. Dakužite du će populaciju tih 
riba u jezeru nakon " godini bili 100-:17+ 1001+ 2900. 


#2 u) Nađite i riješite rekurziju zu broj n-cifrenih trijadskih brojeva (cifre O, 1, 2) kod kojih nema 
susjednih jedinica. 
bi Ista pitanje kan aj aka nema ni susjednih dvojki. 


13. Dokužite du zu brojeve K(n) najvećeg broja dijelova na koje u kružnica dijeli ravninu vrijedi 
rekurziju K (a)=X (n— 11+2(u— 1). Odredite K (1). 


14. Dokažite du s elipsa dijeli ravninu na najviše 2uč— 2n+2 dijelova, 


15. Vrijeme potrebno za predaju signala 1 je ta, signala 2 je 12... signala m je tx, Nađile rekurziju za 
broj b, različitih poruka (niz signala) čije slanje traje u sekundi. Nađite 8, za m=3, =, hm=2g=1 


16. Ako je k pravaca u ravnini puruicino, a ostalih #— k u općem položaju, na koliko najviše dijelova 
dijeli tih a pravaca ravninu? Koliko je omeđenih dijelova? 


£7. jedan od najpopularnijih, iako ne i najefikssnijih algoritama da se po veličini poreda (sortira) lista 
od n numeričkih podataka je izv. »bubble sort« (ili mjehuričasto sortiranje, jer kao kod mjehurića u vodi 
najlakši element prvi vispliva« na svoje mjesto). 

Počinjući s brojem na zadnjoj poziciji A(n) na listi. usporedimo ga s brojem nu poziciji A(n— 1) 

neposredno ispred na listi. Ako je Atu— [> A (nj, ta dva zamijene mjesta. Dalje usporedimo A(u- 1) 
tšto je možda i originalni A (n)) su svojim neposrednim prethodnikom na listi A (1-2), Ako za originalne 
A(n— 1), Alm vrijedi A(n— 1) € A(n). onda usporedimo A(n— 1) s A (n—2). Ako je A(u-2)>A(n— 1). 
onda oni zamijene mjesta. Nastavljajući tako, nakon #— 1 usporedbi, najmanji broj na listi »ispliva« na 
poziciju A(1). Tada ponovimo isti proces s podacima sada na pozicijama A (2), A(3),....A(n). 
a) Nađite rekurziju za ukupan broj usporedbi potreban da »bubble sortom« dobijemo listu u rastućem 
poretku od a danih brojeva i riješite je. Dokažite da je njena efikasnost (n— 1)+(n—2)+...+ kO (1). 
b) »Bubble sortom« treba poredati različite realne brojeve x1,xx... + 1<Cug0. Nakon koliko usporedbi će 51 
najmanjih brojeva doći na svoje mjesto? Koliko još usporedbi nakon toga treba da se završi to 
sortiranje? 


€) Napišite program za »bubbie sort« u programskom jeziku po izboru. 
18. Na koliko najviše i najmanje dijelova u ravnina kroz središte sfere dijeli tu sferu? 
19. Dokažite da n ravnina u prostoru dijeli torus na najviše (n/6)(n? +3n +8) dijelova. 


20. Nađite rekurziju za broj načina da se odaberu 3 različita broja među (1,2,,..,11) i odredite taj broj. 


na nn 
2$. Dokažite da jea,=4 po rasa E opće rješenje rekurzije 4,,,=4,42-8,,1+0, 
22. Riješite ove rekurzije uz dane početne uvjete: 
8) dema,-1-n+3. 6o=2; b)a,et-a +n(n+1) m2: g) apma, +31? =10: 


dla=26,-1+(—1F.m=3; €) a,+196 30441 — da, +12, to=1, 0, m 15, 
23. Riješite ove rekurzije uz dane početne uvjete: 


B)am2a, a + age: b) mae Kai hr dao ml; 6) aam3a-i-2m-a+3. to mmeli 


d) ae — Sta +6, 2430, ama e [; 
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3. 


E a na E PLATE 5. aeddi 


Veca e bok Jag I, tee Late lj ghari, get Pa 81 


M) rta pase Šaka g Glas 2 kB aa 2 aa hen 0), asa 


ih 


Vava ea bd hnetamia 


ZA Piz (a,) zadovoljava rekurzivnu refaciju sta. god — Ženo cn 6, M2 početne uvjete gp=(, i 
Izračunjte rov. (Promotrite padnizove 2,,, eia: pa Gelao) 


NRRRNIVA 


() gdje se sumira po k120, k+i=n, izrazite 


Madite rekurzivnu reluciju zu niz a, ako jaa, 


digo/ago pomoču a=(1 4/52. 


2, Meka je D, broj deranžmana od Bi, Dokužite da je Dpe(n- 1HĐAG E Daca) i DeuĐ, dd) 
Riješite tu rekurziju (usp. VI, 3) 


Meka je S skup vrhova konveksnog n-terokuta. Dokažite da podskupova od S koji ne sadrže 
susjednih vehova od S ima F,Lj+#,,,. 


su zadani brojevi €, #0, €, #50 i noku 
početne uvjeta go =<0), oy ase. AKO je a3), 
ija, dj, vrijedi b,. 


a, zadovoljava rekurziju 4,,, 26,0, PO, 2 
ZneN, dokažite ču ondu i brojevi h, =agu, zadovoljavaju 1u 
61h 4 hiaba, UZ početne wwjete bi zec. bye cd + 262. 


29. Peka je a, ukupan broj m 
Madite rekurziju za a, [ odredi 


za da se vrhovi pravilnog Zaterokuta spoje dužinama koje u 


ne sijeku, 


30. Nađite rekuveiju (i 


riješite je) za broj na tenisa razvrstaju u parove. 


31. Progaxajmo sve uređene ndorke brojevu 0,12. 
nizova Kaji sadrže paran broj sula. Dok: 
Odredite a, 


.k (koN zadan). Označimo s a, broj inkvih 
t te broj j 


e da Fibonsecijevi brojevi zadovoljava 


bii 


Poaakdi 8) Faro 


Ka) X era 


ei ča F.F, 8 odavde specijalno slijedi F]F,, Gadukcija!k 


BJ Fonača 


Pak (A FP Poana Fla gdje je DE, 


+ 1F,)5. pa izračunajte X FI. 


ast 


Prvo dokažite Fl (Fi, 


34 Dokažite 


ni 
= DLA pomoću Fibona 


brojevu. 


36, Madite jednu linearnu homogenu rekuwzivnu relaciju za niz a, 


ni nadito njeno upće rješenje, 
2%. a) Dokožite da su £, 1 F,2, relativno prosti; 


b) Pomoću zad. 32 g) dokažito dd, 3 dlFpeodiPa i AJE: 


atraoa LA ze najv, 2 


s Koristeći b), dokažite 4#(F,, F3 j, rajeca). Posebno je MIF #4) 
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*F, gdje ju 
juhi 


VEZ 


Z 
39. Neku je reli zadan broj, izračunaje a, sko je na dh m = 1, : ( ) 
M 


enih binarnih brojeva s parnim brajem nula i paradi brojem jedinicu. 


di. Naulite braj ae 


#3. Koliko ima nedrenih binarnih brojevu s točno jednim parom susjednih nula? 


ko da 


#2 
i stiranih mučniajes« fu. Vi). Dokažite du 


&) Madite rekurziju za broj načina du x bračnih parova sjedne za nearijenirani) okrugli stot 
i a visu susjedni: ht Meku je X (u) bruj re 


vrijedi 


(a DR (jeni DR (u— brain Zia ge dj. 


43, Riješite rekurzije uj aš, = Zelda, 
d,=2 dstuvite k,=logai tha, s 
«=a, =0 (slavit 


i: (stavite h, 


2 do 


44. Na 
slogprani 


45. Zgrada ima k katova, u između svaku dva uzastopnu katu je niz od » stepenica, Ako še uspinjemo po 
jednu fij dvije stopenice, na koliko nučina možemo doči do najvišeg kutu? 
3. n==17 odgovor je 172535-10%. 


jaa nešfrenih o dlesno od bilo 


ite ove sustave rel 


Ba Bo Davi 


dB) Ženka ego Zea “P 3B Goeg de Baca ata Ba, get ho Bg 


28. Kofiko ima riječi od a slovu nad allubetom (0,1,2,3,4, ako se susjedna slova razlikuju točno za 


h, redom 


o al 


89. Riješe rekurzije: a) a, DENA doe; 


“da 6 


50. Riješite sistem dai (at b,)/2, Bua ze Žuabašiaa + bah. uz početni uvjet ao =a, bo =5, 


čku, Na koliko nai 


31. Zn ločaka na kružnici teba medusobno posprijati dužinumu koje sc ne si t seta 


može učiniti? 


52. (Poopćenje problema glasanju.j Neka su g, greši, sp. Đokažite da je broj mj ih puiova u 
ujetobrojnoj mreži od O do A(p,q), tako da su sve točke na tom putu iznad pravcu poerx (13. pepa 


tip f» + I Bt 
u+p\og 
te ako vrijedi za točku (p— 1,q)i (pg 1). onda vrijedi i za (p.g).) 


4 J 
53. Neku jea Xd ai Doki 
na 
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te di 


umjesto y> x kod problema glasanja) jednak semala vrij ili q=eep, 


dn; KH. Odatle pokažite da je lim agea. 


54. Mnoge dolerminante mogu se izračunali rekurzivno. 
i) Neka je Da=uet M, gdje je Afabrxnjanatricu koju imu aa glavnoj i dvije sporedne dijagonale 


iili i kuo diferencijsku jedučšku: npr, Zoja, < JA to, =0 tvidi npr, [80], (139). kao i Napo+ 
menu u VI 2). 


62. Sednadžbu fix1=(i keikad je numerički lakše rjei 


ali u obliku xs=gix) metodom iteracije, tj. 


šiša s : : BJ Fani f čevši skim A, gekurzivna definicni =g(x,h jedna od najpoputnrnijih metoda 
sdnost b, u oslafe U. šite da je Dah D, ab B, d nađite da: počevši s wi m NEA o pop ij 
keksa ia ni i  Pokašit E i Kk : < ! it: : i dijagonati 2, na dviš E je Newtonova: s, =N< Rs. Primijenite lu melodu nu jednadžbe H/x-a=0 g u=0, 
ZI tije determinantu (# x pjemutrice kojoj su na glavnoj dijegonati 2, ma dvije sporedne 1, a ostali Prč la=03 €: a=Ma>B). Uvjerite se da redom dobijamo (zu 1-+ &k > 
lunoy; U, 
S# 58 Akojelomla, = dokažite da je O<au- fžel0 17%. aaa? ase baflev, Ia saa erko 
u- p = I 
= 2 noaad 1+ —viđi<a PRN šič (1 )« ss 
£6. Neka je em/3+. 3, Dokažite du brojevi use 4 e"% zadovoljavaju rekurziju ,.2+0,= 1041, das «( u ) pu sb k 
dj ken ki Paki tva 3 oi od i : 63. Baricentričke subdivizija LA") »«dimenzionulnog simplsksu S" se dobiva uvođenjem novog vrhu u ba- 
u i % ć' i ricentru (težištujsvaku stran od A“. Ako je 4 KA" stranu od A*, neku je A baricentar od A. Za svaki 
57. Za permutaciju z od M, oznučimo s D(m) broj liksnih ločaka od m Za Iqs<a, neku i oBozni niz A,<A, <... <a, strana formirumo simpleks s vrhovima A, 4)... A, U (A*T ulaze oni i m 
je X DimMi= ty(slu!. te r(O):=1, Dokužic da je ytij=1, r(s) ne ovisi o a i da vrijedi H suito oni simpleksi koji su dobiveni nu tuj način. 
dod kid . : i) Dokužijeđu je broj kedimenzionalnih simpleksa u (671 jednak (5 +111 5t4+2, 8 +2), pdje je Stipa) 
eO X (Jr kh Sliringov boj Šroge vrste. ue : 
iro A: (Vrhovi k-simpleksu 4grA*Y korespondiraju uzlaznom lancu strana 4 <A, <... <A, Od A" novi a 
. EMA : s S 4 puk lancu duljine & podskupova vrhova: PtA,je (A de.E FA. Već premu tome du li je 
(Neka je Fe [(m.i)lneS,, niji). Tada je £ (Dinj'= Y (De X X Dior) KLAj= VRATI ili #KQAĆI. tikvi se lanei mogu proširiti do innaca duljine k+1 ili k+2 s čvrstim 
ku sas, frik Pressa krajevima Bi F(A* Ove korespondencije su bijekcije. Sada se iskoristi da je broj lanaca duljine 1 od ZI 
58. Neka su &, neN, ku. Označimo sa c(n, k) broj permutacija od N, koje imaju točno & ciklusa iv. do (A+) jednak |Ser(N,.,, Npl==/1S(n+ 4.1, v. VI, Teorem 9, pa polom rekurzija iz Teorema 9 a).) 
bh jee da kim zem mA . a Ska meso tohrčig: PU Mi ene bi Pokušajte genenlizirati 91 zu rtu barieeniričku subdiviziju (A"|": = ((A"]"-''9, definiravši prethod- KS 
e(mnjel i c(mH)=tn— 1)! za n>1. Dokažite da je c(u+1.2)mmi +++ ln). Ako analoga no X“, gdje je K simplicijalni kompleks (v. IX. 1.. zad. 20. 
kaša označimo su € (1, kJ broj permutacija od N, koje imaju točno K ciklusa, u svaki duljine burom 2, dokažite seba aa X 
daje Cin+d.kl=a(Cink)+C(n-1.k-1)) n>k22 te Clanj=9i Cini)=(n—1)! za 1>1. Doka- 64. »Merge sort« (ili sortiranje stapanjem) liste brojeva može se opisati ovako. Lista se rascijepa na 
: k net < od : u i polovice (tj. dvije podliste koje imuju polovicu ili najbliže do polovice etemenula), pa se s tim podlistama Z 
žite nadalje daje Z Cuka D,=broj deranžmana od N,, (Uvijek pogledaj kuda se preslitava leN,.) učini isto itd., sve dok se ne dođe do podlista s jednim člunom. Tada se postupno stapaju po dvije , 
. sai , RONA KA " sortirane podliste u poretku u kojem se pojavljuju, sve dok se ne dobije uređaj (sortiranje) svih brojeva s 
bI 59, Dokažite da Stiriingovi brojevi [1. vrste zadovoljavaju ove rekurzije: liste. Neka je a, broj usporedbi »najgoreg stučaja« da se s »rnerge sortom« sortira n brojeva (zbog 
a M a-i jednostavnosti uzmimo da je a potencija od 21. Dokažite da je a,=24,9 +(1< 1] (ili su već sortiruni, za 
DIET sets u(0)t- ne Simm) bi K!S(mkh=l"— X (kuSinjh što treba m—1 usporedbi, ili se stapaju polovice), pa pomoću »podijeli pa ovladuju dokažite da je 
in Ion a,=nlog,a-(n=1). 
uab S a) dje sa naa Paoa operator diferencije A koji funkciji f pridrskije O/. 65. u) Neka jea,=f(nja,-, +g(n)(n21) rekurzija prvog reda s varijabilnim koeficijentima, Pomnožite 
lefiniran sa x)mf(x+1)- f(x) . A ž LK i MARIJA Rove si Mem 
Diferenclja kog teta je AY, delnitana induktivno sa (A*Gsh= A (AJ). Neka je E operator ed lee A oda Bae iri (n)a, svedite je na b,=b,.-;+F (n)g (u), koju riješite 
pomaka, tj. (Ef (xlefix+ 1), a I operator identiteta, tj, 1f==f, Tada je očito A=E-1 i operatori € i / : : ži N š 
komutiraju. Dokažile odatle da je bj (2+ 1)a,m=(č4 nain aomdi 6) eda fi + (a 1) ao m0. ; 
aš . a. 
a) A*ftm= X (- (PV poceo rod U analizi nekih algoritama susreću se rekurzije tipa: 4, =0. k< m a,=f(n)+— X 9, nam, gdje je 
LisJ x, -o 
e m A ; > pr fini'poznato, a meN zadan broj. Svedite je nu rekurziju tipa b,=b,., +g(n) i riješite je za f(nj=l/m, ba 
bi Opći operator pomaka E" je definiran sa (E)(x)=,/(x+a). Tađa je F=(H+A)Y. Odavde izvedite zi Dokašite da je njeno sješenje za f(mj=n-+1i dano s a,=2(n+ UHA = H,)ra,jim+ 19] za nm. 
pa * (CI NJN i gdje je Hoasi+1f+... 4 Uk okdi o ohnrmonijski broj. (Poznato je odao vrijedi 
Seta gro oo lim 1, donja d RLASINIS. de za velike m Hpslnu+C+l/žu € je tzv. Eulerova konstanta). 
s LA =a ki: 
Pojednostaviu ji rezjći ike a. 
(To je zapravo Taylorava formula.) Što se dobiva za f(a)=(x),2 o i : BA ek 
ak i ifestira i 67. (Qs"Elikasnosti Euklidovog algoritma.) Neka su a<& prirodni brojevi, Dokažite da broj koraka u 
me: k iviranja, tj Za i ; b\) manifestira i za čfikasnosti Eukli g algoritma.) 2 prir i d ) & 
pe slao je D opertor E La (ned Ao onda de sličnost među SPAJA (iz bm Euklidovom aigoritmu za traženje n.2.m. (a.8) nije veći od 5(|loga)+1). Promotrite slućuj a=F,,, 
U is : PSA EPIR “+ bora (Neka je & broj tih koraka. Tada je h=q,a+r,, d=qpry hr TB dorp kha Paoa ZA HT 
D Di I : Nj maa > 1, >Nn> + >Nn o >nž1in2m. (a,b)=r,. Padajućom indukcijom po m dokažite da je “ 
Pedra, X rai Z>F4_ae1 2 m=k.k-1....,1, pa odatle u>F,.,. Dalje. ako je 10"-'<a<10", pokažite da je 
sa N+ asa n+i # 10*<(a+1)*<10*%%. Može se pokazati du najgori slučaj nastupa ako su a i # uzastopni Fibonaccijevi 
« | brojevi, v. [123,11]. 
6. Operator diferencije (prethodni zad.) se slično definira i ža nizove. Za niz (x,), definira se operate“, A 
ska diferencije Ax,=x,.,-X, Izračunajte A"x,. Dokažite da se svaka rekurzivna relacija može shva- 4X = e 
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iL Funkcije izvođnice 


$1. Osnovna svojstva | Kinssbont prirajeri 


Dosad smo upoznali mnoge metode za rješavanje kombinatornih problema u 
vezi s prebrojavanjima. Npr. metoda rekurzivnih relacija takva je metoda, ali je 
često u konkretnom problemu vrlo teško pronači pravu rekurzivan relaciju, a 
pogotovo je riješiti. Važno je stoga imati što više takvih efikasnih metoda, Među 
najvažnijima je metoda funkcija izvodnica, koja potječe od L. Eulera, J. Stirlinga i 
De Moivrč-a. iz 18, stoljeća. 

Noka je 4.4, . niz realaih ili kompleksnih brojeva. P 
ja izvodnica (F1) je formalni red potencija 


adna funki» 


ip 


Morattbai 


pripadna sksponenvijalna fumkeija izvodnica (EFI) je formalni red potencija 


oblika 


GEM 


Kad se znaju tunkcije izvodnice a(t) | e(£), onda su članovi niza potpuno 
dek O 
da). 
eri 
derivira formalno (v. 1, 4). 


određeni farmulama a, 


i6,=2"(0) (kao u Taylorovoj formuli), pri čemu se 


Uačimo da funkcija izvodnica kao jedan objekt zapravo zamjenjuje čitav niz 
brojeva, a svatko će se složiti da je lakše manipulirati jednim objektom nego s njih 
beskonačno mnogo, U tome se ogleda velika korist funkcija izvodnica. 

Funkcije izvodnice općenito nećemo tretirati kso obične fuskcije, osim kad je 
rijabla u području konvergencije reda (vidi I, 4), a to ćemo prešutno pretposta 
vljati. Stoga čema uvijek (kad god je to moguće) nastojati prikazati funkciju 
izvodnicu eksplicitaim analitičkim izrazom ili »zatvorenora forenlom«, ti. sumom 
reda, 


Neka sn ff "La i gli) Jazabe" dva formalna reda potencija, tj. 
funkcije izvodnice za nizove (g) i (b,J) redom. Podsjetimo se osnovnih definicija 
jednakosti. sume i produkta funkcije izvodnica, 
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(1) Funkcije izvodnice 
kovficijenti jednaki, ij. 


5 su jednake sko i samo sko su im odgovarujući 


hp Va 20. 


U+gd)=f(04+gl) 


S. (ag tba) i" 

az 

(3) Produki /-g je red potencija Čiji je koeficijent uz !" jednak e, pri čemu je 
ma 

H 


Co == doba, cy e dabi + 1bo,... Cu ad, 


Ustvari, princip (3) se može ovako interpretirati. 


AlR OREMLI iprincip produkta za funkcije izvođnice). Neka su S,T ko- 
E “upovi, ULS>Mg, DTN,. Neka je a, NOISE GIE le"! 6. Tuda je 


Ra ai) X bo“) funkcija izvodnica za niz (6), gdje je c, jednak broju uređenih 
i=0 
parova (x, y)ešS x 7, za koje je u(x)+v(y) 


Dr 


Prej 


Prema principu produkta je 4;b;-: jednak broju uređenih parova (x, y)S x f'za koja 
je ulgj=i, vly)=j—i. Kako je skup uređenih parovs (x, y) sa u(x) 
disjunktan sa daka uređenih parova za dra o 


aređenih j (zbog 
ubx)+ely) io Odatie F! ijedi ijedna. mi 
Nađalje, ako je f(x) =69+0x+a2 obGux" 4+... FI za niz (a,), onda je 


formalna derivacija 


P=, Ia, +. kai bija 


MEDRESE 


u>0 


pa je xf (x) Fi za niz (na,). 
S druge strane, formalni igtegral daje 


if(a 


= ui 
Z 


Tako apr., budući da je (za |x| <1) 


ix 


dia 


šaš 


di 


to deriviranje i integriranje daje redom FI za nizove a,=n+1ia,=1/nm: 


———a= +434... F(n+tsš, 
(l-x)! pi 


Primjer 1, Neku je 5 ri-skup. Treba naći funkciju izvodnicu g,(1] za brojeve k-podskupa od S, 1j. 


za niz «(9 k=0,42,... 
Hješenje, Prema definiciji je 


oto=(0)+(0)re(2)e+ +(OJjeore 
"o/ du 2) e a 


što je prema binomnom teoremu jednako (1+; Dakle, 
RULNEZIJEE | 


Malo općenitije, ako je aeR, onda je funkcija izvodnica za niz binomnih 


2 009-0- 
0 0-(0)+(1)0(2)č+ (Be 


što je prema teoremu o binomnom redu jednako (1+). Dakle, 


: g O=(1+1. 
Primjer 2. Odredite funkciju izvodnicu za sljedeće nizove: 


jednaka 


(ak NA BRd (b) 0,1,2,3,.... m4 €) 0, 14,4,9,...,18,..7 (A) 0,1.8.27.. 
Rješenje. Označimo redom sa f4,/;,f),/; tražene funkcije izvodnice. Tada je 
(a) hi=|1+lt+l d+ bPHk a X 
kao 


Odavde slijedi 


SA OLJE TEZE TETE RE SER (za |t[<1) 


(b) Ako formaino deriviramo obje strane te jednakosti po rt, slijedi 
1 
142 +3 +424... h00 014. 
«iP 
a odavde množenjem sa t slijedi 


tR2Č R3] +... +14. (e) 


I4 KOMBINATORIKA 
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Dukle, 
ht : 
= 
hina 
(c) Deriviranjem (+) slijedi 
PRP ++ NE 4, bal 
Množenjem sa 1 dobivamo . 
(1+) 
uli)=-———. 
bt ren 


id) Deriviranjem f, i množenjem sa 1 dobivamo 
GEZETI 
dare ak 


Primjer 3. Nađite funkciju izvodnicu g(1) za kombinacije s ponavljanjem #-tog razredu od r>0 
različitih clemenata, tj. FI za niz a.s, dz. tim gdje je a, broj n-kombinacija multiskupa 


Sm[a'x;. 0x KD 


od različitih elemenuta, svaki s beskonačnom kratnošču. 
( +n- ') 
m E 
n 
1 (s ebo)(% Je+ 
Bek o 1 2 


de ) 

+ PR. 
n 

S druge strane, binomni red (1—1)7" nam daje 


-r 
I-tu'= ( Jema 


Rješenje. Znamo da je 


Stogu je 


No 


ev( Jao Kč Pt raje lb (r+n- bodri (rea xd 
n Bi ni n 
Dakle, 


gGil=-u 


Uočimo da smo u prethodnim primjerima imali zadane nizove brojeva i tražili 
(i našli) zatvorenu formulu (tj. analitički izraz) za FI zadanog niza. No prava korist 
funkcija izvodnica u kombinatorici obično je u obrnutom redoslijedu. Naime, 
obično se traže brojevi a, s nekim kombinatornim značenjem. Da se oni odrede, 
prvo se nađe pripadna FI i iz nje izračunaju pripadni koeficijenti. Ili pak brojevi a, 
zadovoljavaju neku rekurzivnu relaciju i pritom su nam eksplicitni izrazi za a, 
nepoznati. I u ovom slučaju se nađe FI, pa razvojem u red njeni koeficijenti. 

Tako npr. u Primjeru 3 (kombinacije s ponavljanjem), tražimo na koliko se 
načina može odabrati n elemenata među x:,Xx2,...,X.. U svakom takvom odabiru 
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pi 


element x, se ili uopće ne po javljuje i ili 
pa to pišemo kao sumu ix, + 
Promotrimo produki 


so pojavljuje jednom ili dvaput ili triput itd. , 
b..., i slično za ostale x; 


14+ai 


Svaki član 10g produkta odgovara jednom mogućem odabiru. Mi tražimo koliko 
u kojima je iočno noxeova, i to ne nemo dni ga ih i ne želimo 


razlikovali, 


funkciju m za kombinacije s ponavljanjem. Koeficijent uz x"; 
a fel 
smo gore vidjeli \ , 
ti 
Sljedeći primjeri su također ilustr: 


ivni. 


Primjer 4, Na koliko se načina mogu 24 jabuke podijeliti medu setvoro djece t 
tatom 3, Gli no više od 8 jabuka? 


Rješenje. Rnediobu jabuka koja svako dijete može primiti možemo rsprezenti 
Budući “a ju riječ a čežvoro djece, odgovarajuća funkciju izvodnicu je stoga fi 
x). Vo možemo učiniti ovako: 


GG ČIKI Jett 


zerivi 
2 I: Odavde je zbog 


DE 
gd 


Primjer 5 (»Ruzrmjena dolara), Na koliko se načina može usitniti ili razmijeniti 1 dolar (15? 
Pritom se koriste kovanice s vrijednostima »oemteC, »niekol« M, »dime« D, nquarier« Qi vheič dollare 
H.oVrijedi 15100 € =20M o IDD=40=2H. 


EJ 


Rješenje. LJ svakoj razmjeni ad 15 sudjeluje naki broj (50; osnovnih jedinica cznti. Jedan cent 
obilježimo s x. Tada nickel ima vrijednost 2%, dima :!9, quadter x, a hall-doftar 25%, Pripadna fimkcšju 
izvodnica je produki 


GE Mira aku RANE jere Eee 


mmm pi 


6 nakon izvršenih množenja lHpićni lan biti oblika 


et ša, ea, 535,24) 


nod 


s upravo zanima kosfi 


redova! 


HIEJE 


pu 


1+0=1, 8 


Ao+B- 


“A kB. 


Nakon nskoliko B-ova Piožemno početi računati C-ove itd. pu konačno Zove, Du dođemo do #4, 
trebala bi Ko bi se na kompjuteru dosta brzo dalo izračunati. Mo da 29 to 
računanje skrati, primijetimo da je žu £,,, potrebno izračunati £,,, u žu to £,. Takoder trebamo Dip 
Bgd D,. Za te je pak potrebno D,, i D,, itd. Čitavo računanje je sažeto u sljedećoj tablici (potrebne su 
samo vrijađnosti za u oblika SE; usput se koriste jednostavne relucije kno 


T 4 6 i6 20 25 30 36 42 49 56 64 12 8 100 izi 
D,di 13 49 123 242 
E |1 50 292 


Prema toma, odgovor je # 


Podsjetimo da je pariicija broja nali prikaz broja a kao sume prirodnih 
brojeva, Pritom poredak sumanda nije važan. Npr. 6 =1+14+24+2. Po 


definiciji stavljamo p (0) =:0, a p(n) broj particija broja n. 
: TROBAM 2. Funkcija izvodnica za niz 


pije 


Ustvari, ko eni uz 


jednak je broju particija p Qi) od n. 


Dokaz. Zaamo da je 


bek 


ke 


Objasnimo na primjeru da je p(4)=5=koeficijent uz x“ razvoja u red od 


1 
2 ŽABA kaži vt : 
HOO Sa a) (lkxtčt H+. MTRHać+k +...) 


(Tha ka5 4+... (1H$ R24...) 


x* možemo dobiti tako da uzmemo x* iz prvog faktora, 2%“ iz drugog, x" iz trećeg i 
x“ iz čelvrtog. Mota biti i, +21, +3i,+4i,=4 pri čemu je Ogi, <4, 0<gi,<2, 
0£i;<1, 0<ig<1. Očito u particiji broja 4 ne mogu sudjelovati sumandi 5, 6, itd. 
Prethodna jednadžba kaže koliko jedinica može sudjelovati u particiji: i,, koliko 
dvojki: i, itd. Odavde slijedi tvrdnja. E 


Sada ćemo poopčiti primjer »razmjene dolara«. 


TEQREM 3. Koaficijent uz x" razvoja u red od 
1 


(I-x(I—x—x)... 
jednak je broju načina da se u napiše kao suma nekoliko a-ova, b-ova, c-ova... 
Dokaz. Kao i gore 


oma aaa kai ER +xHx+...)... 


Ako je član x" dobiven kao produkt od x2%. 2%, x%,,.., onda je 
n=a+a+b+c+e+c+... 


Član x* dobiva se kao produkt očito onoliko puta na koliko se načina n može 
napisati kao suma a-ova, b-ova, c-ova.., I 


Označimo sa pk(n) broj particija od m u kojima sudjeluju samo brojevi 
1,2,...,k (ponavljanja su, naravno, dopuštena). Tada vrijedi 


KOROLAR 1. Funkcija izvodnica za niz p(1). pe(2)....,Pk(n)..-je 
i 
(1-x)(1-22)..1—) 


TEOREM 4. Neka su a, b, €... zadani različiti prirodni brojevi. Tada je 
koeficijent uz x" razvoja u red od ; 


(Rx + +x9)... 


jednak broju načina da se n zapiše kao suma brojeva a,b,c... tako da se svaki od tih 
brojeva pojavi kao sumand najviše jednom. 


Dokaz. Iz prvog faktora možemo birati ili 1 ili x“ i drugih mogućnosti za x“ 
nema. Isto vrijedi i za b,c.... . M8 


Vrlo je važno pitanje da se utvrdi koliko je zapravo velik broj svih particija 
p(n). Jedna aproksimacija je sadržana u sljedećoj neformalnoj analizi. 
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Znamo da je funkcija izvodnica za p tn) danu sa 


Pisa: 
(x) i 


1 = ži 


Tada je 
nPixri=—In(l-xi-inftl-.ž)-iIn(13)-.., 
Taylorov red za ln glasi 


2 


) 
-in(l-ri=r+— 
nl "+7 


pa je 


KaKo 
la poja(ažaša Jel 


Akoje0<x<l, onda je x"“!<x"3<.,.<xč<x<!i, pa 2 ona 


pa 1HKRHŽ +... + ai gel 1 
x < = Pee 
n P+x+24+.. Ha! a 
DRE oO ML. ga PRN: 
nl>x mix l+x+o ai ax 
Dakie 
InP(x)<-* (+47 > 
x)<——l1++m+... h 
l-x 2 ra 
No 
jada: 2 [nače ji toči vrijednos. SL dp 
+ztz* x=2. | Inače je točna vrije MA a akle je 


2. 
In P(x)<-=> 
i-x 
S druge strane, P(x) je veći od svakog svog člana, pa je P(x)>p(n)x". Stoga je 


2, 
inp(n)<ln Pisin mx<—--a in x. 
-x 
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Na zbog lnz<:-1 (jer je derivacija funkcije xroinx— 


i za xzi pozitivna), 
slijedi da je —ln al aci/a— i=(1-x)fx, pa je 


inp(m«ž 


Stavimo li ovdje 


u+ U 


dobivamo da je 


inp(nje3/u=plnj ch. 
(5. Ramanujan*" su pokazali da je (vidi [9] ili 


i u 
ojini 
=-# 
a.f3n 


POA podijeljen s desnom stranom ieži prema i za nel. 


D 


EZGJEZ 


Primjer 6. Pudđite funkciju izvodnicu z 
različite sumumde. 


niz brojeva (51). #20, gdje je (a) broj partisiju od uu 


14+2+3,24+4, 6 sve partici 
o dvije magučnos 


unati s polinomom 1+, 


ja 6 u različite sumande. 
40 Sumand od a 
jzvodnica za le particije 


Rješenje. Naprimjer, jaifi=4 jer su [4 


PIĆAN 
se onda 


li se £ ne poj 
> pje stoga funkci 


Ifa 


že 


m(IaxHleeMi+a'h.. 


(definiramo Z(O)rel) Ža n=f, kosficijent (a; ne x" od 
koj 
particija Pla) broja n u različite sumande i broj 
Bola) broja n u neparne sumande jednaki su. 
Dokaz, Konstruirajmo Tunkciju izvodnicu P, (x) za niz 2,(8 
2, (31... Očito je 


bl) Aol2) 


Po Le). iz jednakosti tih funkcija izvodnica slijedi i jednakost 


odgovarajućih kosficijenata, ti. pr): 


Bo(H) za svako n20. 2 


Yeorija particija brojeva sustavno je izložena u monografiji [9]. 


Zodfrey Hardy (1877. 1949), sngleski raatematičar. 
*“ Srinivasn Ramanujan (1887-1920), indijski matematičar. 


[s 
ta 


42. Rekurzivno relacije i funkcije izvodalce 

Funkcije izvodnice vrlo su pogodne za rekurzivne relacija jer takva funkcija (lj. 
jedna jedina veličina) zamjenjuje čitav niz zadun rekurzivno. 

Kao prvi primjer poslužit će nam Fihonaecijev niz. 


Primjer 7, Nudite funkciju izvodnicu F i nadite eksplicitni izraz zn f, sko je 
i=FAL AF, za n20, 


o=0 Foaki 


Rješenje. Neka je Fix .. Osnovnu reluciju 


Fe k Fa 


pomnožimo sa x%“> i potom sumirujeno po svim x, Dobivajno 


djalao ravlomke, 


Prvo 1 - Vada dobivamo da je 


Mo 1/0 — ax) se moža si 


Stoga je kovficijent uz x*, tj, Z, dlan sa 


kao što već otprije znamo, 21 


Evo još jednog tipičnog primjera kako se linearna homogena rekurzivna relacija 
rješava metodom funkcije izvodnice. 


Primjer Bo oNaka je (ola niz za koji je sje. 


Gu,-a +20a,-3=0. Mađite opći čiaa. 


bog oza o nizd vrijedi 


HakBye 


Bješenje. Meka je f(x)= X, px" 


nai 


za niz (a,). Zbrojimo 1 


ljedače jednakosti 


Jlsjedg ax kai a ETE 
zfix)ee = Gaza? bad 
“t 
— IBčf(s)= — 16lxč— iGags 


20: 


žas 


EI 


beg 


EI 


ina 


ie 


pr 


(1 4 — KoaŽ 4 2Š f(x) 22 a Key kla x + (ea Hu — dbura + 
4 (tude = ori +2tola' +. + litika, 1> Viga +208, gda"... 
Buđuči du je a, bea ca > dia +200, e 20 za 023 i jer je tu=0, dj = 1, am —1, slijedi da je 


(4x > 162! + 200% f(xha x, tj. 


Zbog l+x- 1615 +200=(1— 2x) (1 +5) postaje konstunte A, 8, €, takve di je 


Str 


2 
odakle izjednučavanjem korficijenatu izlazi A = --—, B=— 
S 79 


Dakie, 
1 7 KI 5 1 


PITE TEH BS TIS 


No opčenito za aeR, neN imumo 


(tea) * (Jen NE (Zee. 


aa 


seo 


: zi 


oro 


T &+k0), Stoga dobivamo 


lyenhi SA EN 
fix) Bi gi bena Bilo 


+>0 


(ta jednakost vrijedi i kao jednakost funkcija za bis; 
= 


ž 2 7 5 
E -—ž+—(k+)+—(- 1 3 
ži 4 prah dd s sje 
Dakle, 
a 2 1 (n41)2 5-5 0 u 
am -——Ž2+in P+—(-5y, . 
gotta 
Sada ćemo pokazati kako pomoću funkcija izvodnica možemo jednostavno 
riješiti problem zagrada ili problem broja dijagonalnih triangulacija n-terokuta (usp. 
VII, $ 5). 
Primjer 9. Neka je a,=1 iza svakon22 4,=26,8,.,+020,-2 6+. +8,-18). 
Odredite eksplicitno funkciju izvodnicu f(x) i broj a,. 
Rješenje. Neka je f(x)aax+axi+...+a,“+... Tada kvadriranjem f(x) dobivamo 
Pts mačeč +(apeig +ay2, 2 +kgay +0 +20) +. PLO, Paza ke 0440). 
fana tač ++. + ee fix)-axef(s)-s 


=> f(xP-fGxlhxm=0 => fomfi (x) Hi (saf, (0). 
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gdje je 


habi= 


Ali prema definiciji od /(«), /(0)=0. No f(0)=1, /; (0)=0. pu je 


I-/!- daćT 
(sjaf(x)m-————-> =: (1-4). 
Soxl=f,(s) Ž EI zd kol 


Ranije sno vidješi da je 


s (219 fu“ 
(Hera Xi rel Je 


E "1 


Uvrstimo li ovdje z= — 4x dobivamo 


mania ra 
iam g Sal Je imaei-2 ba (a Je 
ai" * 


n-ti 


Dakle, 
EI kl f2a=2\ Od fan 
PRLSUENTA m )ee ( Je. 
bj zr Po žen ")* 


Odavde izjednučavanjem koeficijenta dobivamo du je 
pad ) 
dh=- 
n\a-1 


Sustavi rekurzija također se mogu rješavati s funkcijama izvodnicama. 


Catalsnov broj, kao i prije. mi 


Primjer 10 (iz nukicarne fizike). Opisat ćemo (približanj model za širenje neutronu visoke i niske 
energije nakon njihovog sudara s jezgrama fisijske materije (npr, urana), poslije čega su apsorbirani. 
Ovdje je riječ o brzim reaktorima. gdje nema usporivača, kao npr. teške vode. (U stvarnosti, svi neironi 
imaju dosta visoku energiju, i to ne sumo u dvije razine, nego postoji čilav kontinuirani spektar 
energetskih ruzina, a neutroni na najvišoj energetskoj razini zovu se visokoenergetski neutroni: neutroni 
više energetske razine nastoje proizvesti više novih newwona nego ogni nižih energija). Promatrajmo 
reuktor u trenuiku 0 i pretpostavimo da je jedan visoko energetski neutron ubačen u sistem. Nakon 
svakog vremenskog intervala od ] mikrosekunde ( = 10-* sekundi) događa se: 


u) međudjelovanje visokoenergetskog neutrona # jezgrom (fisijske materije) nakon apsorpcije rezultira 
(nakon jedne mikrosekunde) stvaranjem dva visokosnergelska i jednog niskoenergeiskog neutrona: 


b) međudjelovanje niskoenergetskog neutrona rezultira stvaranjem jednog neutrona svake od te dvje 
razine, 

Pretpostavimo li da svi slobodni neutroni djeluju s jezgrama jednu mikrosekundu nakon wrađa« 
nja«, odredite 


«,=broj visokoenergetskih neutronu, 2, =broj niskoenergetskih neutrona u reaktoru nakon m mikro- 
sekundi, 


Rješenje. Očito je ap =1,b, =0 i imamo sustav rekurzivnih relacija 
tai e2d,+ba Go 


dai= dn+ba (2) 
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Meku sa f(x) 3 g (s) funkcije izvodnice PE 


sumirajući pe 420, dobimmo fix) 
dobivamo 


a x"! i radu 
Ftxktxg(x) a iz tog sistema 


nizove 142) i (ba) rodom. Maošeći (1) i (2) s: 


Stirliagovi brojevi prve vrste definirani su na sljedeći nučin. 


Prisjetimo se da je broj načina da se od jn predmeta izabere njih m, pri čemu je 
poredak bitan, a ponavljanja nema, jednak 


(m=m(im-— 1... (menel 


Napišimo ovdje umjesto m varijablu x. Tada je tai izraz 


X 1d)(x-21:..:(x—n+lh 


ito je taj izraz polinom -tog stupnja, pa se definira 


DG o / 


E 
Brojevi 


EI 
4 
Hi 
; hd... 7 zovu se Stirtingovi brojevi prve vrste. U upotrebi je često 
joši oznak s(a E) 

Npr. (sh, 
Nadalje, 


Eg 


(a i (a) 
ini. (2) 


Stirlingovi brojevi 1, vrste su dakle (do na predznak) kosficijenti pri prijelazu iz baze 
(xh u bazu (#5) vektorskog prostora polinoma nad R. 


s k magi ie pr 
(x), je, dakle, FI za brojeve (> 1y"“* kb k 2:0. Analogno vrijedi i za Stirlingo- 


a m n 
ve brojeva 11. vrste f 1 


(vidi VI, 4 4). 

Sada ćemo vidjeti kako eksponencijalna funkcija izvodnica može poslužiti da 
se riješi linearna rekurzija oblika a,==f(n)a,1+9()6y-2, gdje su fi g zadane 
funkcije, 


Primjer 11 (rkepononeijulna funkteiju i 
broj pormutacija od td, bi 


avodnjca za broj stliidie 
snitt točaka. Tada za svaku takvu perenuta: 


Inko da je J(k 
iamo 2,2 p 
Jimsti, 
iako du Ž 
raogućnosti zu ž, i 


+4 
imamo 


mum 


Db, 


ta D, 


(u 1)D,.> 


(Odavde se lako može iz 


sli da je DjmaD, +1 1)9) Drukčije zapi 


Dola Daar 140, 


4 
Bluvimo Do==5, Očita je Di =0. D,=+1, Množeći tu rekurziju m bam 
nd)! 


i sumirajuči po 120, dobivuno 


Označimo D(x) 


ai 


(dt B,z- Be 


pa integriranjam slijedi In Dixje 


Dakla,- 

fi 
2.1 zedj 
sola do/ 


Odavde j 2 kao i prija. 


isto tako, nije teško pokazati da je obična FI gl») za niz Dl), mee0,1,2,.,., dernnžmana s 
točno 3 fiksnih točaka dana sa (učinite to sami) 


gix)ant X 


Napomena, Kaikad se obična funkcija izvodnica naziva još i olanrinov 
iransformant danog niza, te ja moguće razviti teoriju Madlaurinove transformacije 
za rješavanje diferencijskih jednadibi (na koje se mogu svesti rekurzivne relacije), a 
koja je paralelna Zaplaceovoj žransformaciji za rješavanje diferencijalnih jednadžbi 
(vidi npr. £, Brand, Differential and Difference Equations, John Willey & Sons, New 
York, 1966). 

Spormenisao nadalje da aka umjesto giva hrajeva imamo niz funkcija od & 
varijabli x,,...,X;, recimo fuakeija 49,81, 09.004 qa d  pdje je GO 
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ia 


te ako je zadan niz funkcija Pg.0,,...,1P,9..1D—>C, gdje je DEC, onda se 
formalni red : 


Fr tj je 06,0) 
n=a 


zove funkcija izvodnica niza funkelja a, obzirom,na niz funkcija 9,» Ovo je generali- 
zacija pojma funkcije izvodnice, gdje su a, konstante, a o,(t)=1". 


$ 3. Još neke funkcije izvodnice 


Dosada smo mnoge kombinatorne rezultate, koje smo prije našli »pješke«, 
potvrdili pomoću funkcije izvodnice. Nađimo sada još neke takve funkcije izvodnice, 

Neka su Ki.K2,...K»,SNo zadani podskupovi nenegativnih cijelih brojeva, a 
S=1a,2,...,d,) "-Člani skup. 

rekombinacija od S s ponavljanjem tipa (K;...,K,) je r-kombinacija multiskupa 
29+a,! u kojoj se element a;eS pojavljuje k puta ako i samo ako je keK,, 
i=1,2,...,8. 


TEOREM 6. Funkcija izvodnica za r-kombinacije od S tipa (K,,...,K,) dana je sa 


fe=[[ Kxt 


isikek, 


Dokaz. Pridružimo elementu a,gS varijablu x,. Tada pojavu elementa a, bilo k, 
puta, bilo £, puta itd. u r-kombinaciji opisuje red xf'+xf +... . Stoga je traženi 
izraz 


n 
NXx 
imi, 
a odavde izjednačavanjem xg=X2=...=X,n=x dobivamo da je tražena funkcija 
izvodnica kao u izreci Teorema. 1 


. Nakon svih izvršenih množenja vidimo da je broj r-kombinacija tipa 
(Kr,...,K,) od elemenata jednak broju rješenja jednadžbe yy+y:+...+ya=r u 
skupu KixK2x...XKn 

Kao specijalne slučajeve tog rezultata dobivamo: 


1)zaKi=No,i=1,...,n funkciju izvodnicu za r-kombinacije s ponavljanjem od n 
elemenata; 


2) za Ki=N,i=1....,n funkciju izvodnicu 
Z -1 S fk-1 
fO=(x+24.Fex(l-x)eeX a )e= y( Je 
«=0 r kza 1 
za broj r-kombinacija s ponavljanjima od n elemenata, u kojima sudjeluju svi 
elementi n-članog skupa; 


221 


3) za Ki=10,2,4,...),i=1,....1 funkciju izvodnicu 


i 


=(1-) "= 


r=0 


fe=(4+a 44. 


za brojeve kombinaciju n-članog skupa, u kojima se svaki element s-članog skupa 
pojavljuje paran broj puta. 


Primjer 12. Treba naći ekspovencijalnu funkciju izvodnicu za broj razmještaja elemenala n-članog 
skupa u k ruzličitih kutija. 


Rješenje. Neka num simbol 


znači da smo u f-tu kutiju stavili a; elemenuta +m=n Zuu=1 odgovarujući 
simboi razmještaja je x, ako je taj elementi smješten u istu kutiju, ..&. Prema principu sume, sve 
mogućnosti razmještaju du se jedan element stavi u bilo koju od k kuliju opisuje polinom 
NXi+aa+... Fix. AKO imumo 1 elemenata, od kojih svaki može bi vljen u bilo koju od & kutija, ondu 
je odgovarajući polinom (xi +x2+...+X4), i Iraženu funkcija izvodnicu ' 


i m 
«oli a DE [1 exp.se. 


a " 
fa= x (dnt. 


*zv 


Za ...=x,=1 eksponenciju iju izvodnica za broj svih mogućih razmještaja jednaku, je 
fltt=expikrh Iz polinomijulnog teorema nalazimo da je broj razmještuja a-članog skupa u k različitih 
kutija K;, s time du u kutiju X; dođe a; elemenata, i=1...,k jednak 


Primjer 13. Neks su Ki... ..KAENa zaduni podskupovi a S= im u) uečlani skup. Nađimo 
eksponencijalnu funkciju zu r-permutacije od S s ponuvljanjem tipa (K,..... K), lj. tako du se element 
ajeS pojavljuje u r«permutaciji & puta ako i samo ako je keK. 


Rješenje. Slično kao u gornjem Primjeru za kombinacije, dobiva se du je tražena eksponencijalna 
funkcija izvodnica jednaka 
a sh 
fe=T] (x E) 
rea kra ki 


Odavde slijedi da je broj r-permutacija s ponavljanjem od 4 elemenata tipa (K;,.,..K,) jednuk 
1 


niski 


Ako su K; konačni. to daje broj r-permutacija konačnog multiskupa. Kao daljnji specijalni slučuj, 
odatle slijedi da je npr. za Ki=N, i=1,....k, eksponencijalna funkcija izvodnica za r-permutacije s 
ponavljanjem od n elemenata u kojima se svaki elemeni pojavljuje bar jednom jednaku 


nene 
fen=T] (£ =)-m (&- =(e-tr= 
iL kiki it 
mrav Jemena si (10) 
jao rea jao j 


Odavde slijedi da je broj r-permutacija s ponavljanjem od » elemenata, u kojimu se svuki element 
pojavljuje jednak (uočite vezu sa Stirlingovim brojevima Ii vrste): 


s e(P)a-gr. = 


jeo 


222 


Bermonllijevi“ brojevi B,, ne=0,1, 
jom izvodnicom 


. definiraju se s eksponencijalnom funkei- 


Da bi se o dim brojevima moglo ri što više, pokuzuje se vrlo korisnim izv. 
»Blissardov simbolični račune. Osnovna ideja Blissardovog simboličnog računa 
oji se u opećaciji »podizanja indeksa«, Maime. eksi ponencijalnoj fankciji izvod. 


dp Niza dele... od 
“ na 
GH 


S tim se 
nr 


redom onda manipulira u određene svrhe. da bi se na kraju eksponenti vralilj u 
indekse U iša se 4). 

Strogo obji njenje toga je u operatorskor pristupu Mullin-Rote (vidi [1981 
ilo6d. Grubo govoreći, nizu a=(49.4,....) pridruži se prvo linearni funkcional 
Lo Rla|>R takav da je L(a")=a,. gdje je Rta] vektorski prostor polinoma 
Cu varijabli a), koji se tađa po linearnosti produži do linearnog operatora (ozna 
čenog opet istoj *(at)+R*ILI). tako da je Ljexp(at)ee,(1). Pritom je 
B*(a)=(RfaDLJI algebra eksponencijalnih formalnih redova s koeficijentima 
U algebri polmoma Rfaj u varijabli a. 


+ Primijenlino gornju razmuiianja ua Bernoullijeve braj 


2 a 
PE 


Peimjenom Huearog Runkelonalu g: REB]-+R za kojije Lo (65 8, imamo da je Lg(ospiišx 


Odavde slijedi 


g explBxlj 


Eg (GEpxrexp(Bri-axpiBx)ja 


m 
= bglexpliB xi espiBxjje Zgl S URB+t- Bo) 
Ž 


asa 


(EEE) 


Qdavde dobivamo rekurzivnu formulu 


BiH 


pi 


amijenimo x sa x, dobivamo 


ipfexp( Baxi) 


ada slijedi 


lg(B 4 de 2 (BI 


#-- 1705). brat Johanna I (1667-1748), u stric Daniela (1709-1782). 


8 odavde 


su (Jac HB (se) 
z 


+1, za nal, Uj. Be Bye Bye ,ii0), Bye 1/6, 
GI /ATJO u). 


fa do) f (2) slijedi su ja 
By - 1430, 8,182. 8, 


Sporaenimo da se ponekad kovisti i Diriobletova funkciju Izvednieg niza brojeva 
hott...) To je formalni red 


nea? 


na Dirichietova 


.), onda je 


A 2 Rismannova“ zeta 
žuokelja iz teorije brojeva: 


50=% 


Formainom zamjenom varijable z u definicijskoj jednakosti za Bernoullijeve 


21) da za neN vrijedi 


iti. Mnoga 


90 


svojstva Beraonllijevih bra ojeva čitalac ad naći u (517, [181]. 

Operatorski pristup ima još jednu lijepu primjenu, a ta je da se dobije 
oksplicitna formula za uvrštavanje jednog formalnog reda (bez konstantnog člana) 
u drugi, ij. aksplicitnn formula za netu dorivaciju kompozicije dviju feakcija u 
terminima derivacija tih funkcija. 


TEOREM 7 (Faš di Brmo, 1857). Neka su f 1 g dvije realne funkcije realne 
varijable za koje postoje sve potrebne derivacije, h=fog njihova kompozicija, a D" 
operator n-te derivacije. Tada je 


(ij. fo=0), onda je za 


dje je 


Preciznije, ako je Fl)= 


lemenn (1826 1856). njemački matematičar, 


Ka 


ink 


E 


is 


Dokaz. Lančano pravilo za deriviranje složene funkcije daje to=f0, hi; =fig1, 
h=figothate ba =figs+ 32 +h39d. ha = fuga + fa (Aguga + Zažl+ 6f3glg2 + fag 
itd. Općenito: : 

Mu= X fa Bra (drv Khedi 
k=! 
gdje B, ovisi samo od gr... a ne ovisi of. Da odredimo B,,,. odaberimo /' 
specijalnog oblika kao eksponencijalna FI. Neka je f(g)==exp(ag), a==const. Tada 
je azaćexp(ag) g=g(1. pa je XB gaće“ Djež=:B,(419,,.-.,9,) 
k 


gdje je desna strana samo oznaka, a D? označava n-tu derivaciju po f. B, se sada 
ovako može zapisati: 
Bul, Bo(fige<. +1) pri čemu je L,f=f4, k=0,1,2,... 
Polinomi B,(4;gr,....fa) (zapravo specijalni slučaj za a=1) se zovu Bellovi polino- 
mi U Bellovin oznakama je B,=B,(hj 09) = FO me DE, 
y=pv(x). Ti polinomi važno su operativno sredstvo u matematičkoj statistici i 
kombinatornoj teoriji. Nađimo sada rekurzivnu relaciju za Bellove polinome. 
Pišimo skraćeno B,(a):=8,(4:9,,...,8,). Tada je 


Barr (me D(De")=e""-a-D"(g, 2%). 


Prema Leibnizovoj formuli za derivaciju produkta nalazimo 


B,.,(a)=a $ (PJereoten pe, =a Di (0) 


kano k=0 
= Lao Loag[B(a)+gT' (*) 
gdjeje Zp [BloP=B(a) L,g=m k=0,1,2,.... 


Definirajmo red G(x)= š oi i eksponencijalnu FI za Bellove polinome 


u=t 
F(x)= h B, oš. 
n=0 
Iz (+) slijedi DF(x)=a G(x)F (x), a odavde integriranjem slijedi F(x)=exp(a G(x)). 
1z multinomnog teorema odavde slijedi 


ani AA M CAV 
Bla=LrTKI (£) d6) : 


gdjejek=k,+...+k,, a sumira se po svim rješenjima jednadžbe k, +2k, +... +uk,=nu 
iz (Ng)". Odavde i iz izraza za h, dobivamo konačno formulu Faa di Brune. 


Primjer 15, Neka je P,=B(n) n-ti Bellov broj, tj. broj particija n-članog skupa. Nađite eksponen- 
cijalnu funkciju izvodnicu za niz (,), n20. 


Rješenje 1. Neka je P(x) tražena funkcija. Znamo da vrijedi rekurzija (v. VII, Teorem 8): 
“fui 
Pam i )a 
kraj 


15 KOMBINATORIKA 
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Stogu je 
Pixi= EG Ej uX gi m PSG 3 
ao saso 3 ŽE m (a=k- 1 
Odavde tani 
2 et + poe 


Pisa sE Li 


koki saća 


“x 
ka 
Zbog P(O)= Pa =1 slijedi C= — 1. Dakle Plx)ue““!. (Za drugi dokuz, sumitajte po u u zad. 49 dj) 


Rješenje 1. Dokažimo prvo 


PX 


X Pise“ (in Pas)" ae sa Pix)=expie*+C). 


n=koi GKAn 


(+) 


gdje se sumira po svim k1,...,&,20, zu koje je kr+2k1+... +nk,=. Neka je k, broj ičlanih blokova 
particije. Tađa je ki+2k,+...+uk,m=n, Izračunajmo broj particija zu čvrste k4,...,K,. Promatrumo li 
bilo koji razmještaj od s objekata, onda 1lukvu particiju dobijemo tako da uzmemo prvih &, elemenata 
kao I-člane blokove, sljedećih 2%, elemenutu kao 2-blokove itd. Svaka zadana particija pojuvi se tako 
lučno 


KOMOD A M21). (BJ krije 
pula. Naime, mi možemo konstruirati razmještaj objekuta uzevši prvo 1-člane blokove, žutim 2-člane itd. 


No tada ima £,! načina da uredimo i-lune blokove, te (ili načinu da se urede elememi u i-članom 
bloku, Stoga je broj particija sa k, i-članih blokova (i=1,...,7 k,+2k,+...+nk,=1) jednak 


u odavde slijedi tvrdnja (+). Prepoznavši da je ovdje j=1, g,=g,=...1 u formuli Faš di Bruna, 
slijedi da je tražena funkcija izvodnicu P(xl=h(x)]eexp(e'-1). - 


Primijetimo da, buduči da jea X 


"mo 


x"a s druge strane, 


be ši (ksy šije 
“.žai vesleg X. 


k=o Peg S eni ni Sai iro! 


izjednačavanjem kocficijenala slijedi formula 


& 4. Polya-Redfieldova teorija 


Oblik funkcije izvodnice ovisi o konkretnom problemu, a konstruirati je često 
je prava umješnost. Naravno, nema algoritma kojim se ona konstruira. No G. 
Polya je 1937. godine (neovisno o radovima J. H. Redfielda iz 1927.) razvio jednu 
metodu konstrukcije FI za dosta široku klasu kombinatornih problema. Oko 1960. 
g. te metode dalje je razradio N, G. de Bruijn. Objektima koje su željeli prebrojiti i 
čije FI su tražili pridružili su izvjesne težine, a ekvivalentnost objekata uveli preko 
grupe permutacija. Da ukratko objasnimo te ideje, vratimo se na sam početak — na 
permutacije. Stoga ćemo prvo opisati neka kombinatorna svojstva permutacija, 
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Permutaciju od u objekata možemo shvatiti kao nizanje tih objekata u nekom 
poretku. Npr. permutacija 


742,9. 10, 11,8.4.6,12 


ova naprosto je siz 1.2....,12 u nekom drukčijem 
u ad prirodnog. Nju možemo zapisati u obliku (usp. 1V. 2) 


456 7 89101 ai 
2 


po 


1118 3 612/ 


s prvi redak prirodni poredak, u drugi redak »narušeni« poredak, Taj 
zuje, shvatimo li permut i kao bijekciju Niz Mio, da f preslik 
u ditd, Permutacija / tada se može zapisati i u obi 


F=:(1,5,2,4)(3,7,101(6,9,8.11;(12), () 


ada permutacija koja djeluje sazna na elementima koji su 
uitutar zagrad 6 dira elemente izvan nje re pišemo da ne dođe do zabune). 
Tako npr, (1524) znači da | ide u 5,54 2, 2u 4, a 4 opet u 1 i ciklus se zaivara. 
Kažemo stoga da (1) predstavlja rastav permutacije u cikluse, Jasno je da se svaka 
permutacija može rastaviti na cikluse, i to kae do cikličkih permutacija 
elemensta unutar og ciktu 
Simo pošli od prvog sleme 
4 1. Sada pogledamo prvi alem: Gino aka kojeg još nismo imali 
3, daj ide u 7 dtd. Jasno je da su upr, (3, 7, 10), 47. 10,3) 1 (10.3, 7) različiti zapisi 
jednog te istog ciklusa. 

Simetrična grupa 5, je grupa bijekcija N,-+1, i reda je #1. M permutacije 
/ES, u cikluse je, dakle, općenito oblika I=UJULJPE 1. heedkea 
gdje je poredak ciklusa nebitan, a ciklusi su disjunkini. Dujo ciklusa je broj 

sonata u njemu, pa za ciklus duljine k kažemo da je kociklua, Tririjalan ciklus je 
\-ciklus, UJ rastavu permutacije na cikluse obično se trivije i izostavljaju 
(oni odgovaraju fiksnim točkama permutacije). Permutacija JES, koja se sastoji od 
samo jednog ciklusa duljine k i ostalih trivijalnih ciklusa zove se keciidiška, a ne 
«ciklička se naprosto zove ciklička permutacija (usp. IV, 2.). Transpoziciša je 2-ciklus. 
Stoga transpozicija f/=(ijjeS, djeluje ovako: f(ij=j, fij sa a ib= k, za sva 
keN, Ni). Standardna trensnozicija je oblika U.j+1), €. izmijeni samo dva 
susjedna elementa. 

Zapišimo permutaciju ki u obliku 
standardna transpo: je fe , pa je broj inverzija (usp. 
IV, zad. 26) 1(fedj=uf)&1, ovisno o tome da li je idr ili ne. Odavde se lako 
vidi da se svaki feS, m napisati keo produkt fetpo80.,.64 standardnih 
transpozcija. Naime, za f=id, (()==0, pa je tvrdnja točna. Za ffid, neka je 
U>ina. Fada jeilfol I=uf1-1. Stoga množenjem zdesna s odgovarajučim 
standardnim transpozicijama dobivamo da se broj inveszija smanji na nulu, pa 
sli ifongo... id. Kako je za svaku transpoziciju 12 =id, tj. t=27!, slijedi da 
19129... 

Pretpostavimo da neka permutacija jeS, sadrži k; viklusa koji se sastoji od 


jednog elementa, tj. i-ciklesa, pa kz 2.ciklusa, Za ciklusa. ,., £, neciklusa. Tada se 


Koa 


i 
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lakva permutacija zove (ky,k,...,ko)epermutaciju šli permutacija cikličkog tipu 
(Kua Ka). Takav se ciklički tip pormutacije može zapisati u obliku 


Pa ate U) 


gdje je kra2ko 4+... nk, 
U primjeru s početka ovuj 


zapis jednak D2031475069 KE DA DJKELIPA 


TEOREM 8. Broj P(k,....k,) permutacija od no elemenata cik 
ik... &,) jednak je 


PA, 


načina. Među tih ni zapisa bit će i različitih zapisa iste permutacije, pa izbrojimo 
koliko takvih ima. Kao što smo već istakli, svaki ciklus duljine | možemo unutar 
dane zagrade napisati na i načima, Dalje, na k;! načina možemo ispremještati cikluse 
x G produkta, cikluse duljine i možerno z: i ukupno na 

> jeft, proizvoljan, ponovnom primjenom principe produkta 
dobivamo da postoji ukupno Ne Ika125ko1,. eko) načina zapisa svake permuta- 
cije tipa (2). Stoga imamo n!/N iraženih permutacija, #4 

Siemelrična grupa ima puno podgrapa. (U stvari, svaka konačna grupa G može 
se asrajestiti« kao podgrupa grupe bijekcija 5(G) od G sa ai sea definiranim 
sa O(x)=f/85(G), gdje je Jela) x“! za :C, 
izomorfna sa &(G), a &(G) je podgrupa od S(G)«5, e je io] nl Neka jeG 
neka grupa permutacija a-članog skupa, tj. neka je G podgrupa simetrična 
u oznaci G«S,. Svaki elemeni iz G definira particiju neskupa na ciktuse, tj. pi 
čiji su blokovi elementi ciklusa. Broj elemenata u podskupu je duljina ciklusa. Ako 
permutacija gaG ima k, ciklusa duljine i, x, ciklusa duljine 2 itd., onda je g tipa, ij. 
4 ima cikličku strakturu (£,,k,....). Tome elementu se pridruži monom 2. , 

Cikdiški fadeks“ grupe G srednja je vrijednost svih takvih raonoma po svim 
geG, lj. polinom nad Q: 


i 
it 


Primjer 18. Ako je G= 5, čitava simetrična grupa, onda iz posljednjeg Teoreran 
ovija zadane cikličke strakture, dobivnsao da ja aiklički indeks grupu 5, jednak 


Žettnta 


VL abuš i 


pra 


& broju penmuta- 


EZAUM 


gdje se sumjiva po svim uenegativnim cjelobrojnim rješenjima jednadžbe 1:4, +2:A2 dh. kasa, di 
po svira particijama od a8 

* Ideja a cikliškom indeksu potječe zapravo od Frobeniusa, radi određivanja ireduoibilnih: 
iklora simetrično grupe, Georg Frobenius (1849-— 1917), njerančki matenttićag. 


ka 


02 


saa 


Svakoj podgrupi G < S, može se dakle pridružiti njen ciklički indeks. Međutim, 
nostoje neizomorfne grupe s jednakim cikličkim indeksima. (Postoje jednostavni 
primjeri grupa reda p* gdje je p>2 prost broj.) 

Isto tako, izomarfne grupe mogu imali različite cikličke indekse. npr. u 
S: G = (5d, (121 (3141. (1) (2(34), (129(34 1. 1 = fid, (121(34).(131(24),(14123)). Ta- 
daje Zala) U +202, +4, Zal dete a) (0 +304. 


Neka su suda D konačan skup. S(D) grupu svih bijekcija D-+ D, 1j. permutacija 
od D, a G koručnu grupa, te x: G>S(D) homomorfizam koji svakom geG 
pridružuje pormutaciju m, skupa Đ. Kaže se još da G djeluje na D. (Općenito, n ne 
mora biti monomorfizam, tj. ne mora biti Gs S(D)).* 


Sada definiramo ekvivalenciju — elemenata skupa D: za dh, deD stavimo 
didi: >39€G, 1,d, =d,, 
LEMA £. < je relacija ekvivalencije na D. 


Dokaz je lagan i prepuštamo ga čitaocu. M1 
Klase ekvivalencije od — zovu se G-orbite. 


LEMA 2 (Burnsiđe), Broj k klasa o o ili G-orbita na D jednak je 
KICJA «&) 

ćqž i, 

gdje je W(o)=|ideDim (d)=d)|, broj elemenata iz D fiksnih za z,. (Drugim riječima, 


za djelovanje G na D je prosječan broj fiksnih točaka permutacija iz G jednak broju 
orbita.) 


Dokaz. Za deD, označimo sa G (d)= (geGln,(d)=d). Odmah se vidi da je G(d) 
podgrupa od G, koja se zove stabilizator elementa d. Označimo sa O (2) G-orbitu u 
kojoj leži deD. Dokažimo da je 10 (g) -jG(dj=|G]. Orbite O(d) sastoje se od 
različitih elemenata oblika m, (d), geG. Zbog 


Za(dj=n, (d)<on, ,, (fi=de>g-'g'eG (dg G(d)=g'G(d), 


slijedi da različite slike m, (d) daju različite susjedne klase gG(d) i obratno. Prema 
tome su i brojevi njihovih elemenata jednaki, pa je [0 (d)|=|G[/|G (A0. 


Sada ćemo na dva načina prebrojiti broj parova (g,djeG x D, za koje je 
mg(d)=d. Koristeći se spomenutom tvrdnjom, imamo da je ukupan broj fiksnih 
točaka za sve elemente geG jednak 


žvo=x x IGai=|Gy Pir ici k 


Odavde slijedi tvrdnja. if 


Burnsideova Lema često se koristi u raznim problemima prebrojavanja, a u 
nekom obliku ona se već prije pojavila u radovima Cauchyja i Frobeniusa. 


* Za upotrebljene pojmove i činjenice iz algebre, čitalac može konzultirati knjigu [128]. 
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Dosad smo uveli relaciju ekvivalencije za elemente skupu pomoću grupe 
permutacija koja na nju djeluje, te smo izračunnli broj tih klasu ekvivnlencije. Suda 
čemo uvesti rela ekvivalencije među preslikavanjima. Neka su Di R konačni 
skupovi, te neka je G<5(D) grupu permutacija. Neka su /1,/;: D>R dva presli 
kavanja. Definirano 


haf =2ge0, 9=f2, 


tj. ima: >3EG, fi (grli = (d). VdeD. 

Na skupu R? svih preslikavanja DR, = je relacija ekvivalencije. Klase ekvivalen- 
cije od = na R? zovu se G-obrasci (ili modeli). Ako je /y &f;, kuže se još da su f4,/z 
bitno različita preslikavanja. 

Suda uvedimo pojam težine preslikavanju. Te težine će nam omogućiti da 
prebrojimo specijalne klase kombinatornih objekata. Osnovni je problem da se 
izbroje G-obrasci, tj. bitno različita preslikavanja D-+R. 

Prvo ćemo svakom elementu reR kodomene pridružiti njegovu težinu w(r]=x,, 
tj. varijablu x, shvaćenu kao element komutativnog prstenu (polinoma) nad Q. Ako 
je sada f: D>R, onda deliniramo težinu preslikavanja / u oznaci W(f) sa 

WO:= X S rur 
«eD 
Ekvivalentna preslikavanja i 
onda. budući da gd prolazi 


uju iste težine. Zaista, ako je fig =f2 (za neko geG), 
eiim skupom D, kada d prođe skupom D, imamo: 


E JERE TE 


sen eD ded 


Budući da sva preslikavanja klase ekvivalencije F (1. G-obrasca) imaju istu težinu, 
svakom se G-obrascu F može pridružiti ta zajednička težina, u oznaci W(F). 

Suma težina 3), x, elemenata skupa R naziva se (prema De Bruijnu) inventar 
skupa R i bilježi se inv R, Inventar skupa R? je invR":=X W(/). 


LEMA 3. inv" =(Xa x = (inv Ri? 


Dokaz, Na desnoj strani imamo nakon svih izvršenih množenja IRIS sumana- 
da. Između |D| faktora i elemenata skupa D uspostavimo 11 korespodenciju. 
Izbor jednog člana iz svakog faktora i potom formiranje jednog sumanda možemo 
interpretirati kao funkciju f! D-+R. No za svaku takvu funkciju f, W(f)= Tao fun 
pa suma svih tih produkata daje izraz kao što se tvrdi. Il 

Promatrajmo skup M € R? svih preslikavanja koji su konstantni na podskupo- 
vima D,,..., DxSD, koji čine particiju od D. Inventar od M je, po definiciji, jednak 


invM:= X, W(f). Sličnim zaključivanjem kao u Lemi 3 dobivamo 
feM 


invM = TI Y goa, (4) 
iz1reR 


Time smo definirali sve nužne pojmove pa možemo formulirati osnovni 
teorem. On govori o tome kako pomoču težina funkcija izračunati težinu obrasca 
(tj. klase ekvivalencije). 
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TEOREM 9 (GC. Polya“, 1937), Neka su Di R konačni s kupovi, a GSD) 
Grupa permutacija skupa D. Pretpostavimo da je s de +ER pridružena težina x, a 
preslikuvanjima feR" i obrascima bj. klasama ekvivalencije) F pridružena težina WLf) 
i WEI. Tada vrijedi 


(5) 


ag 


udje je 2, ciklički indeks grupe G, P 
onda je broj klasu ekriratencije ((j. broj 


bno, ako sui sve težine elemenata jednake 1. 
obrazaca) jednak Ze (iai, IRI, IR x 


Dokaz, Neka je Mg R* skup svih preslikavanja f: DR čije su težine jednake, 
recimo x, ij. Mo ife RAW) Wa S(M) grupa permutacija od M. Definirajrmo 
homoraorfizam x: G-eS xy gdje je u, (9/9 7'. Tu treba provjeriti nekoliko 
stvari. Prvo, ako je jeM, geG, onda fi /g7' imaju iste težine, pa je zaista fy“'eM. 
Drugo, x, je bijekcija sa M u M jer je njen inverz m,-i, i, konačno, x je 
totaomorfizam, jer je #,, 

Pogledajmo sada što znači da su dva preslikavanja /; 
imamo 


fešk skvivalentna. 


ZgeG, 19 
& ovo posljednj snicija 


klase ekvivalancije a treba izbrojiti ki 
Burnsideovoj temi jednak 


-. (G djeluja na M). Prema tome, da izbrojimo 
iase ekvivalencije . Broj potonjih je, prema 


i 


m Ž Wetg) (6 


gdje je 
u M in 


Ji. Sve klasa ekvivalencije koje su s 
a ko (6) pomnožimo : 
raogućim vri danim. od: x, dobivarao da je inventar 


1 


KEJ 5X Ve(gha. 


. IGY 


, VO) sdje Dži znači sumiranje po svim feR? za koje je 


Georga Polya (1387-1685), umerički raatemstičar mađarskog podrijetla, 


i> 


Neku su DD... 


+ Du ciklusi od g. Prema formuli (4), stoya je 


>= [I zo 


Meka je (kk, 
; 
i! 


od viklički tip permultacije g. To znači da se među brojevima 
ID broj 1 javlja K, puta, broj 2 se javlju & puti itd. Dakle vrijedi 


is 


ž#N 
X 


(8) 


Uvrstimo li to u (7). dobijemo 


M4 
g 


što dokazuje Teorem. 


U drugom obliku i specijalnom slučaju taj je Teorem dokazao već J, Rediield 
1927. pa se on kaikad zove i» Polya-Redfieldov teorem, Poslije je taj isorem 
generaliziran, | to u više smjerova. Npr. ako osim podgrupe G < S(D) imamo i 
podgrupu permutacija H S (R), onda se za dva preslikavanja uvodi relacija 


O nskim jšen onjima će još biti riječi u X 3. Vidi također [34, [1 Rigi 


strane jedme kog crvenom. pkuom 


Rješenje, Gznaćimo D=«skup strmu kocke 
jvaje funkcija sa D u R. Meku je 6 vrupa # 
kodku prevode u samu sobne ija 


nih u Sa disa 
a za 1200 oko spoj 
Elementi iz € permetiraju 


1 5 oko spoji 
oihih' Showa: kaćke: upno Ke 
strane kocke, dakle G& 5(D). Dva su bojenja /,,/, 


dak 1 Marke u slučnju fa] 


od 6 ciklusu duljine 1. tj. cikličkog je tipa (6.0. 
rotici sd dva ciklu: i i + tina je ( 
rotacija i) ba dva ciklusa duljine 3 i jedan ciklus duijine 4, tj. tipa 8,0,1,0. 
tipa (0,3,0,0,...). a rotacija iz (€) tipa (0,0. 2,0,...) Objusnimo npr, (b)i te) 


1 rotacija iz dell je 


ina 


cd 


ia 


ča 


ter 


Strane kocke obilježili smo s 1.2,,...0. kao na slici 61. U slučaju (6) imamo rotaciju koja stane 
u oviko 


lasa 


la m : aa duCDARCU 
4121135446). U sfoćaju (vi vritovi se preslikavnju ovako ih 
lišada 


CBE DA AH, 


ižadšja 


ma se strune preslikavaju vako ( Je oaaasa Stopa je viklički indeks grupe G 


3134462 


| Pr 
Zaz oh (4+ Hr + Gtžta + Grd + Bršk 


Pridružimo sadu crvenoj boji U 
icaremu i du je inventar kka 


inu x. plavoj g, a zelenoj . Tada je HUR)=x + r+ 2. Prema Poiyninam 
ekvivalencija jednuk 


| 

gliste r+zke Mek rtsPlčky B+Gbix kak išli + Hb # E PRB(a ser) 
Dar se stvate mala otukšu. mogli smo uzeti <= 1, pu bismo dobili polinom od dvije varijuble.j Odavde je 
npr. koeficijent uz a*e': jednuk broju (bitno različitih) bojenju kocke kod kojih je crvena boja 
upotrebljena triput, plava dvaput, u zelena jedanput, a taj je jednak 3. Ukupan broj neskvivalentnih 
bojenja kocke dohije se tuko du se stavi xs reza], tj, sumu svih koeficijenata. Slijedi da je traženi broj 
57. m 


Sijedeći primjer je iz kemije, što je i bio jedun od motiva Polyue da razvije čitavu 
teoriju. Riječ je o prebrojavanjima izomera organskih molekula zadane strukture. 
Primjer 18. Promatramo molekule tipu nu slici 624) gdje je € mom ugljiku. a na mjestima 


označenih » mogu doći CH, (metil. C,H, (til) H (vodik) i CI (klor). Npr. nu sl. 62.b) je diktorbutan, 
Koliko ima takvih molekula? 


i CHz 
PoI Cl-—C—C2Hs 
Ki cl 
a) bi 
Si. 62 


Rješenje, Matemstički mode! takvih molekula je tetraedar u čijem je središtu atom ugljika. Neka je 
D skup od 4 vrha tetraedra. Svakoj molekuli odgovara funkcija f;D=R= (H,CI.CHy,CiHs 1]. 
+ Grupa G je grupa rotacija tetraedra, a ta se sastoji od (aj idemitete: (b] 8 rotaciju za 120' oko 
spojnica vrhova sa sređišlem tetruedra: (c] 3 rotucije zu 180" oko spojnica središtu nusuprotnih bridova, 
Tada se za ciklički indeks od G dobiva slično kao u prelhodnem primjeru: 


t 
Za(tutab)= zli + Sna +318). 


Naš probtem je da se nađe broj G-neekvivatentnih Tunkcija f: D=R. Svavimo da su sve težine jednake I, 
pa je traženi broj 


ZGt4.4,41= 36. 


Ako npr, želimo naći broj molekula u kojima nema atoma H, onda stavimo da su težine CH, C:Hy. CI 
jednake jedinici, a od H jednaka nula. Tađa je traženi broj Z4(3,3,3)= 15. Da klasificiramo preostalih 
24 molekula, uzimamo da su težine ad CH). CzH3, C! jedinice a od vodika H. Tađa je 


Za(H+3,H'+3,H+3)a Hć +3H+6H*+11H +15. 
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Dukie imamo: 1 molekula CHa (metenh, 3 molekule < 3 atomu H, 6 molekula s 2 atamu H, 11 molekula s 
jednim Hi 15 molekula bez atomu M4. g 


Primjer 19. 


DEE RRNAKE TI 
«žu 


1). izraz nu desnoj strani funkciju je izvodnicu zu cikličke indekse simetričnih grupu, Stavljamo Zg, := 1. 


Dokaz. izraz na desnoj strani je 


notni goa 
NE NEONAN 


uro ka 


Koeficijent uz x" dobije se tako da se sumiruju svi izrazi oblika 
Haka kak E1300 * 
po svini mogućim krk... .20. za koje je ki+2k;+3ky+.. 000. Množenjem i dijeljenjem su u! 


dobivamo da je gornji koeficijent jednuk broju permutacija tipa (hz... .4 Odatle slijedi tvrdnju. 
Taj rezultat može se dobiti i pomoću Polyuinog teorema (pokušajte 10 uraditi sami. M1 


Booleova funkcija od n varijabli je preslikavanje f: (0,1)%>(0,1). Te su 
funkcije još u elektrotehnici poznate kao funkcije prekidača, a susreću se u 
konstrukcijama elektronskih računala. Možemo slobodno reći da gotovo svaka 
komponenta suvremenih digitalnih računala realizira neku Booleovu funkciju. 
Booleovih funkcija od n varijabli ima 2". što je ogroman broj već i za: male 
vrijednosti od a (npr. za # =4, taj je broj 65 536). Prirodno se nameće pitanje da li se 
s određenim pretpostavkama neke Booteove funkcije od + varijabli mogu identifici 
rati, tj. da li se na skupu B, Booleovih funkcija od m varijabli može uvesti relacija 
ekvivalencije koja bi identificirala ekvivalentne funkcije. 

Spomenut ćemo samo neke mogučnosti. Neka je feB,, U praksi se obično 
govori da »crna kutija« (sl, 63.) realizira f(x:,...,Xn). 

Sada se gornje pitanje može i ovako 
formulirati: da li je moguće pomoću crne 
kutije na sl. 63. realizirati i neke druge 
Booleove funkcije, ne mijenjajući ništa 
unutar crne kutije? Ako je to moguće, 
Sl. 63. identificirat ćemo odgovarajuće funkcije. 


HX Xod 


Primjer 20. Koliko ima fenkcija iz B, kod kojih se komplementireju pojedini ulazni priključci? 


Rješenje. U ovom slučaju dvije su funkcije /(.f;€B, ekvivalentne ako postoji permutacija g&S,, 
takva da je 
fikguee e a)emfa gu (4) Ba (xa) 
gdje je g=(0,....,0,) PO čemu je gxd=xrili X, i=1,2,...4 (Oi, 1=0). Podgrupa G £S, koja se 
sastoji od svih takvih permutaciju permutacijski je izomorfnu* grupi Z,x 2, x...xZ,=Z3 reda 2. 
Lako se vidi da je ciklički indeks te grupe dan sa 


ha i 
Zute zid +207) 


* Grupe GSSIX). H £ SLY) su pormutacijski izomorfne ako postoji bijekcija &:.\— Y i izomorfi- 
zam B:G—H. tuko da je dg =0(g)»đ. VgeG. 
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e 


slavimo ovdje 1px 1+ x“ Gežina od 0 je at | je ea. Oduvde 


k puta uzimaju vrijednost t ikosfiijen: uz a 


lako izričuna broj noskvivalentnih 
i dobijemo ukupan broj nečkviva- 


. O tome 
či a 1X. pog 
. sveli ojovanjima grafova, 

Jednostavni graf G sasioji se od rkonačnog) skupa vrhova Ko i iwičova 
(KJ. Neka je [Pia [Elem Ako su vrhovi grala G označeni (tj. svaki vrh 
nosi neku oznaku, la. MD Gli naprosto 1,2.,,,1. pa se kaže da su vrhovi 


govori i Cae N05 , vidi i ri 
vlju, sada je a du se ukraiko ka 


naprosto numerirani), onda je broj grafova na 1 označenih vrhova jednak 2E ka 


broj enih grafova sa n vrhova i m bridova jednak je Za No nas zanima 


ranogo teži problem: broj neizomorfnih“ grafova sa u vrhova. 

Neka je G neki graf sa skupom vrhova I <<< «ik i skupom bridova £. 
Tada sa taj graf može zamišljati i kao funkcija f: 23 (1140,13, koja dvočtanom 
skupu fij) pridruži | odnosno 0. već prema tome da H je (i.jleč ili £EQj. da li su 
vrkovi i, j susjedni ili nisu), Dva grafa sa skupom vrhova bii će izomorina 
(okvivalesnina), ako postoji permutacija vrhova koja čuva susjednost vrhova. Dakle 
ua skup # djeluje grupa 5,, pa to djelovanje inducira djelovanje grupe Si! aa 22(#) 
ovako: ge$, definira est! formulom g" iij)eigigji). Grupa 502 se zove 
dvojna grupa od S, (lako je ona za n=*2 apstraktno izomosfaa sa 5,, ona joj nije 
permutacijski izomorfna. ) Sada nije teško dokazati da Polyain teorem povlači. 


TEOREM 10, Funkcija izvodnica za brojeve (neoznačenih) grafova sn vrhova je 


+2. 


Gisje 


Zali: 


LA B , a 
Koeficijent uz x" (m=(41,. lo) jednak je broju grafova sa a vrhova i m bridova. 


Ukupan broj svih neoznačenih grafova sa u vrhova jednak je 60) 


Šu 
Pitanje je kako se računa ciklički indeks Zg. Da 10 učinimo, pitamo se kako 
svakom članu 2(0)=1...č iz Zg pridružiti odgovarajući član 1(g7) iz Zg, tj. 


WtB... 


09) 
. odgovara članu na lijevoj strani (9) u cikličkom indeksu Za, Posioje 
dva različita doprinosa koja inducirana permutacija g"! daje u odgovarajućem 
sumandđu ičkog indeksa Zgm. Prvi doprinos određen je parovima elemenata iz 
V=(1,2,...,1) (0. bridovima e) koji su u istom ciklusu penmulacije g, a drugi 
parovirta onih elemenata iz Y koji su u različitim eiklusima od ER 


leka geš 


“Vidi IX, 


pe 
po 


Odredimo prvi doprin: (,2,..0]) viklus duljina | pormutacije g. 
iNa sl 64. pokazana je pridružena permutacija dvojne grupe inducirana sa Cj 
5.6 (pišemo 12= (1,23 itd.) i gledamo u kojem je ciklusu permutiran neki brid e: 


i gen EFS«] 
s. 


lajsi-*t e ta uko su kog vrta odu € 1 parnom  dikdicu aa bia 
poromutirati ili u jegiklusu ili u jednom od ji ciklusa duljine 2; pa dakle 


bjl HH Ako u g ima k, ciklusa duljine j, imarno pridruživanje - 


Nis m . (10) 
joe GQ 


mimo dva ciklusa C;, Cj iz permuti 
Ozaučimo sa [1,j], (Lj) redom najmanji zajednički višekrašnik i najveću zajedni 
mjeru brojeva ij. Tada ciklusi C, €; induciraju na bridovima s krajevima u Cy, Cj 
iočno (ij) ciklusa duljine [if]. Zaista, npr. neka su vrhovi brida € u dva 
(disjunkina) ciklusa od g, recimo vrh | u ciklusu C;==(123456), a vrh U u 
12'8...10). Tada je ciklus koji sadrži brid II ovaj: 
(11,22,...,5617/,28,39,4107,517,62,...,597,6107). 

U tom ciklusu ima [6, 10]==30 članova. Jasno je da će se općenito nakon (i, /1 
članova aba niza 1,2,...,i,t6 1,2,...,j vratiti na početak. Kako ima i-j bridova s 
jednim krajem u C;, a drugim u €; a svi oni pi a u ciklus duljine [i,/1, imamo 
(8,3) disjunkinih ciklusa duljine (ij). U specijalnom slučaju, kada ;: j 
imamo j ciklusa duljine j, ali broj načina da se odaberu krajevi bridova nije 


Suda izračunajmo drugi 


PAN a o 
nogo \2 j Zbog ioga imama koresponden: 


E E za ise (12) 
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daa 


tio 


ko 


dos 


Prema tome, da se odredi koji član odgovara članu u (9), treba izmnožiti sve 
desne strane u (10)— (13) po svim odgovarajućim slučajevima. Time smo dokazali 


TEOREM 11. 


Zak Vepar Tie Tod 


ne 


i<j 
gdje se sumira po švim rješenjima e k, pd .+nk,=no og 
Primjer 21, Prebrojimo koliki je broj g, grafova, sa ne4 i ste 5 vrhova. 


Rješenje. Iz Primjera 16 dobivamo cikličke indekse za S4 i Ss 
Za= zet +611, + 81,1) +312 +614). Zg, = nau + 10ršta + 20126) + 1511 + 301,14 + 20121) +241). 
Odavde postupkom iz dokuzu Teuremu it (ili izravno iz Teorema 11) dobivamo 
Z=2 (i$ F9171 +80 + 61314) Zap zu + 10F1Ž +201,13 + 197% + 306,02 + 2011915 + 2413). 


Ako u te izraze stavimo 1,=1 +2, pu ondu x =1, dobivamo da je g, = 11, gs =34. Može se pokazati du je 


ie 
za velike m, dna) LI 


Ladsci 


(U svim zadacima, ako je moguće, funkciju izvodnicu prikažile analitičkim izrazom, tj. »zatvorenom« 
formulom). 


1. Nađite funkciju izvodnicu za sljedeće nizove (ceC zadana konstanta): 


a)a,=i za0gn&aM a,=0 zanaN +1: b) aan za OgnEN,a,m0 zan>N +1; 6) ax=(n41)(n+2) 
za D<ngN. a,=0 za nžN+l; dlasen n20; e) a,=no, n20: f)a,=2"+5% n20; 


n+r-1 
8) (i Je u206;h) a,=o/n a2) a,e0 za n paran, a,=C/nt za n neparan. 
" 
2 a) Nađite kosficijent uz x55, x i x? izraza (O +x5+x? +2 a xl5lo, 
b) Nađite koeficijent uz x" izraza (1 +x+#2+...+x54...P. 


3. a) Pomoću funkcije izvodnice nađite broj cjelobrojnih rješenja (x:,XaXa,xa) jednadžbe 
žitzitšitza=dakok xuxih 3 5x985, 20; 
b) Provjerite da je |f(,x2xsleZ"1— 100 < xy, Xa, x3£50, x, +X1+x3=0)|=11476. 


4. Pomoću funkcije izvodnice nađite broj načina da se 20 jednakih kuglica razmjesti u 5 različitih kutija 
tako da u svakoj kutiji budu barem dvije. a najviše 7 kuglica, 


5. Nađite funkciju izvodnicu za broj nesukladnih trokutova s cjelobrojnim duljinama stranica čiji-je 
opseg n, (Za nm 12r+5 taj je broj (r+1)(37+1).) 


6. Nađite funkciju izvadnicu za broj rješenja (Zi, XX, xaleZi jednadžbe 2x, +3x1+ 5x3 + 7x 7, gdje 
jela K4zxi£ TK KO Sa. 


7. a) Ako je f(x) funkcija izvodnica za niz (a,), za koji niz je funkcija izvodnica f(x)(1— x)? 
b) Dokažite da je (Il-e)ln(1/X1-x) funkcija izvodnica za niz harmonijskih brojeva 
H,s1=1f2+1/3+...+ 1/0. 
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8. Ako je poznutu funkcija izvođnicu tx] za 6iz e,. nađite funkciju izvodnicu g(x) za niz h,, ako je psa 
a) bazu. p lp Čvrsti); bp = mai €) da e eta g < td 
9. Isti zudatuk kao prethodni, aku je riječ u eksponencijalnoj funkciji izvodnici, a nizovi su 


Mbzuai biebi=...28, 420,20, ponžpić) bam X (ua 2 


son 


HO. Neka je f(2)= X m* funkcija izvodnicu zu niz da a primitivni n-ti korijen iz i, tj, a =expi(2ri/n), 


Ena re sa 
iz / 1. Označimo nadalje sa APHzjeaxet em a2 "Ruda a za2f9 294, k=0,1,...,u—b. Mokažite du 
je tuda 


Lika, 

LV < ftadz 

ga bek 
11. Vjerojatnosna funkcija izvodnica Py (x]=P(x) diskreine slučajne varijuble X doliniranu je sa 
Pisl= X mot. gdje je py=vjer [X =k). Očekivanje E(X) od X definira se sa E(c)= X kp, i zu keN 

fer fer 
definirumo k-ti moment M, (X)= X fp, 
ja 


u) Igrumo spismo-glava« s novčičem zu kaji je vjerojumosi du se pojuvi glavu jednuka p (u pismu 
d=1-ph Neku je X broj glava koji se pojavljuje pri bacanju novčiću u putu. Pokužite da je 
Pisje(u+pxf: 


b) Nađite P(x), uko je X broj koliko putu trebu baviti novčić dok se m putu ne pojavi ghivu; 


c) Dokažite da vrijedi E(X)= Pu(1) i nadite E(X1 u zad, bi ći 
d) Dokažite da za drugi moment vrijedi M, (X3== P4(1) + PY (1) i odredite M, (X) u zad. bi. 


12. Pokus A, je izveđen m puta, u pokus Axm puta. Vjerojatnost uspjeha u A; je jm i= 1.2. Neka su 
X:.X1 broj uspjeha u tim pokusima redom. u X ukupni broj uspjeha u oba pokusa, Dokužite da je 
Petxh= Py, (x) Px, (0. EGY = EK) + ELI M (O) Mar) + Ma(X3). 


n 
13. Za Polssonovu slučajnu varijablu X je p,=vjer iXakj=le Nađite vjerojatnosnu funkciju 


izvodnicu za X, 


14. Nađite funkciju izvodnicu za broj kvudrata na šahovskoj ploči nxn čije se strunice sastoje od 
stranica osnovnih kvadratića. 


15. Neka je (a,) niz čiju je funkciju izvodnica f(x)=€-xr. Nađite funkciju izvodnicu za niz 
bim(do+t +... radiin+l). 


16. Koliko ima uređenih parova (f.g) funkcija AB. g: B+A tako da je gofssid, gdje je |4|=2, 
\Bl=n. Nađite funkciju izvodnicu za te brojeve. 


17. Neka su fi g eksponencijulne funkcije izvodnice za nizove (a,) i (,) redom, uz do=0, bo=1. 
Dokažite da vrijedi 


g(xeexplfixhieb,= X (Jari vn20. 
jeo 


18. Odredite eksponencijalnu funkciju izvodnicu za broj načina da se n knjiga složi u dvije police. 


19. Nu koliko je pučina moguće novčanicu ed 100 dinsra razmijeniti u kovanice od 1, 2 i $ dinara? 
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20. Neka je 01) funkcija izvodnica niza a, 16. 1 
2nča,. Pomoću toga odredite fuakciju izvodnic 


uzite pomoću / funkciju izvodnicu g(x) niza 
Niz 7/2". 


24. Madite funkciju izvodnicu zu niz (a,] i izračunnji a, ako je 


Hu, Ša a e Geta ita ski ge o bik bd Ba 


pi 2 gi 


U) saa 29043 2000,44 A Ma dg te la je Kam DLA, 


ea, 


zn + dau, 


Nadite. funkciju izvodnicu 


broj uređenih petorki (%,, 2). N,. Ma xašNi, takvih da je 
ree , 


It, Sa, ee 


MNudite funkciju izvodnicu za niz (a,). ako je s, 


24. Kaju rekurziviu 
razvoj funkcije F0) ea" A1 4 


u zadovoljaviti brojevi a,, da red potenciju 4, <, x he ..- bade 


x5/69? 


25. Nudite običan funkciju fzvodnicu za niz čija je cksponsmoljalna funkcija izvošnica (fale 


26. Dokažite du je funkciju izvodnica za broj nizovu duljine n s 


pm rme 
da se susjedi ne razlikuju zu više od | modulo u, dana sa ft) 


27, Dokažite 


X2a 


da je funkcija izvodnica u obliku 


Xx Gana sa Š/G > 0(d 


i broj prikaza broja 1 
di P+ 


28, Dokažita da je eksponencijalna funkciju izvadnica za broj prirodnih brojeva s maksimalno s cila 
kojima se pojavljuju cifve 3 i S (ili obje) jednaka «1%%.- gle 


aranžman s 


a i,-+5. Dokužito da je ukupan broj 


KEESULE 


+ (1, Do tadnlje da je a 


1. ed ga biz da ja 


i eksponemsijalna funkcija izvodnica za (a) je (ari. 


30. Neka je (Mda. dž... particija broja a (tj. M+ ). Particiju je često pogodno 
crtati pomoću tzv, Ferrerovog dijagrama, Ta je tablica koja ima u prvom redu 24 kvadratića, u drugom 
satku Za kvađatića td, Npr. Perrerovi dijagrami particija (3,4,4, 11 (6,43, 1)0d broja 14 su 


HE 


(5.4,4,0) 18,491) 
SK. 65. 
imo retke i stupoc (tj. transponiramo Ferrerov dijagrami, dobijemo opet particiju 
+) od u koja se zove konjugirana particija od 2; M aoard UPužD (v. VI zad. 40). Particija je 
samokonjuglrana, ako je AA, Dokažke pomoću Ferrerovog dijagrama: 


i Od u u najviše & dijelova jednak je broju particija od a u dijelove, od kojih je svaki < £, 


tj broju pala); 


b) beej panijslja od m u & dijelova jednak je broju particija od u, 


je najvaći dio &, 1]. 7, bi). hi 


5) broj samokonjugiranih particija od z je jednak troju pas 
različiti i neparni. 


cija od n čiji su svi dijelovi međusobno 


34. Dokužite da je broj particija od n jednak broju garticija od Za u u dijelova 


a od Znekuas 


32. Dokažite da je broj pari 


< dijnlova isti za sve k. 


33, Dokažite da je broj particija od #+k u E dijelova jednak broju particiju od ua E(k+ DZ u 
sazičitih dijelova, odnosno broju particija od s u dijelove vd kojih je iak 


34. Neka je a, broj trijudskih brojeva duljine u ši pivno mnoga 0 i porav mnoga cifi 


1.8, broj takvih 


koji imaju puteo mnogo 9 i neparno mnogo 1. u e, roj ovili rho maogo 0 i parga mnogo i, 
Dol Hiuoaeda goktaca Bam ao GP) ja sabo, Pomoću 


ciju izvadnica riješite taj suatuv rekurzija. 


i 
38. Dokažite da je (<a) *[1 a) Magl4o) 5] Tumkeiju ievodnica za broj načina da se prilikom 


barunju a koski 
do 6.) 


zu igru pojuvi parnu suma. (Svaka plohu koskie 


u ozančemui je brojevima od I 


36. Označimo sa g, (ni (odu, p, t9) broj particiju od s u puran (oda. Neprisan) broj ra: 
Dokažite: 


tih dijelova, 


-1. 
. inače; 


nkojen 


8) Pedi Bo ode 


b) Kulerov pentagonnini teoremi 


(1 sJU U oč dA Bu jest 


različite dijelove ovako: nesu je X 
povučeno privsc pod 65“ i neka on 


2o>34 kroz zadnji kvać 
a tsh. 66 (4 


(7,8,5,4,3) 


AKO je px, tada odstranimo te zadnje kvadentice iz prvih p reduka i preselino ih na kraj u zadnji 
reduk. To je (1—(11). Tako dobiven dijagram očito će imati različite retke nko je p<r te uko je peri 
A>pti, U slučaju &ep+1, rap, padticija je usip+ 1 +(p+2)+.., + (2pje(3pt + ph 2. Ako je pak 
Ap, tada odstranimo zadnji redak i dodamo jedan kvadratić X prvim 2, eedaka; to je U7)-»(1). To je 
moguče osim kada nema 2, ređaka, ij, za; 1<A, No, »i>pšl., pi ta nastupa samo za repe, Mo 
tada je n=piH(ptija. ije(3p*-- pYy2. Leko se vidi da a)mbjesc). No, 0) se može izravno 
dokazati ovako. 34% 4 Ky2. Definirajmo bijekciju 5 Povagave NA Bavatirrti OVBe 
, Bi 
ko. Za de(2,., 4,368, uy neka je (2 Pao ZA 
Pškcin fUJe(k+h A4 REL dle 1 jedinica. 
vjeri da je «id pu je / bijekcija.) 


akad, a za 
ako se pro- 


ja od n u neparan broj dijelova, su pg (1) broj particija od » u paran 
ičita neparne dijelove, Dokažite da je 


37. Označino st po (1) broj par 
broj dijelova, u sa Bo (9) broj particija od a u ra: 


|Po GP) Pot fio (1). 


ion 


38. Najveći kvadeat u gornjent lijevom kutu Ferrerovog dijagrama purtici 
tog dijagrama, 


zave se Durfecjev kvadrat 


u) Nađite funkciju iz 
kx Kk (Dijagram lukve pari 
i Q* konjugati: 


smokonjugirunih particija od u čiji je Durfeciev kvadrat veličine 
je ruspuda se u Durfvejev kvadrat. particiju ad (e kŽ2 u najviše £ dijelova 


b) Dokužito slu je 


(raHfaa'nikek=de S 
KerkU 


1d 


39. Napišite algoritmi kompjuterski program (u Pusealal zu nalaženje broju particija od u u a] & 
dijelova: b) bilo koji broj dijelova: c1 međusotna različite dijelove. 


40. Neku je pin k.ri broj paruicija od # u k dijelova, od kojih je svaki <r, 
a) Dokažite du je piu. kir) koslicijeni uz s" u dx+ač+a5 +... 4a7P: 
b) Mokažite du je ptu+ LA +. rimpi(uk+tbri+plukri-ptu-nkrh 


41. Dokužite da je broj particiju od a kod kojih se mogu ponavljati samo neparni dijelovi jednak broju 
purticija od u kod kojih se svaki dio može ponavljati nujviše triput. 


42. Neka je pr (0 broj particiju od m u najviše k dijelova. 
u) Dokažite du je pjiuj S(n+ [GR 


b) Razvrstajte particije od u u ove tri kluse: u one koje sadrže (kao dio) I, u one koje sadrže 1, u imaju 
najviše k dijelova i u one koje ne sadrže 1, u imaju više od £ dijetova. Pomoću toga dokažite da je 


pimjspin- lj+pilajeptu-ki 


43. Neka je fa=du=€ 6942 04 +10, Odredite a, i pripadnu funkciju izvodnicu. 


44, Fibonacelevi brojevi drugog reda #, dofiniraju se sa fa=20, Fi=l. flig=F+F)+F.. Dokažite 
pomoču funkcije izvodnice da je Fa=((34+3151F,> (SIPA: 


45. Niz od x podskupova 41,41... Ax SN, je alternirajući ako je Ai EAr2RAsE Aa 2A5 S... Dokažite 
da u N, imu (F,_, 1 nizova od K uftecnirajućih podskupova. 


TI 


k 


a) Reni! bi rele lema. 5) reli 
oral «reo(lijerl) 


"m 


n 
46, Dokažite da vrijede ovu svojstva Stirlingovih brojeva [ ] Go) prve i druge vrste (Km, teNo): 


di Šaa 


47. u) Dokažite da je Stirlingov broj prve vrste [o] jednak sumi svih produkata od n— k različitih 


-i 
brojeva iz [1,2.....1— tf: (Takvih produkta ima (e .I 


1 
b) Dokažile da je Slirlingov broj druge vrste Ki jednak sumi produkata od n— k (ne nužno različitih) 


brojeva iz (1.2, 


2 kl. (Takvih produkata također ima na si 


[6 KOMDINATORIKA 
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48. Kari: 


-i 
< prethodnim zndutkom, dokažite da vrijedi [ie I 


49, Dokužite da «njedi (koristite rekurzije, indukciju, derivacijuk 


web) 


50. Neka je M = lm x;.12%2.--.monij konučun multiskup su k različitih elemenuta x,,... xa i kratnosli- 
MA Hi. Ma. Za neN neku je e, broj u+pormutacija od M. Dokužite da je eksponencijalna funkciju 
izvodnica za u, danu su #4, isl 0. +4, (53 gdje je K,lsi=1+x+e/21+...+57pi. Dokužite da 
5-permutacija muttiskupu (34.2h. de) ima 180. 

51. Dokužile du za Bernoullijeve brojeve Ba vrijedi 


. n 
ie v( )Bam(t- 18, 
ian k 

(Uočite du su za s paran. obje stran jednuke 0.) 


52. Neka je sime lt+25+...+1. keN. Dokažite du je 
1 pol 1OK O fk+1 
=——nj + X sin)Bie s ) +1 
no" Žž :(n)Bi raba ho, leta? 

(44... +e"ale' Us ifea te - 1), pa obje strane razvije u redove.) 
53. Dokažite da je broj s, svih permutacija m od (1,2,...,1) za koje je In(k)- k| &2 jednuk permunenti 
(v. VI, zad, 54) n xn matrice A =[4,]), za koju je a,,==1 za |i—j|<2, a,=0 inače, Odavde izvedite da je 
f)aag+ax ta, +. (1-0 (523-241) : 
(Razvijle a,=per 4 po prvom reiku; dobiva se rekurzija a,=64-)+b,-i+€4-i, gdje SU bai, Casa 


odgovarajuće permunente. Tada se i one razviju po prvim stupcima, pa se dobiva b,=a,., +bp-1 i slišno 
dalje ca=b,-i daa dam davi kha Ex, -|. Tada se riješi taj sustav rekurzija), 


“-2(7') 


(Pokažite da vrijedi a,=4,., +X8,.2. 9 ma,=i zaxgklj4. Zax=1/4jea,=(n+1)270 


54. a) Izračunajte 


b) Meka su gežki kubni korijeni iz jedinice, lj. i+x+aŽ=(l-ex)li—ex) Koristeći 


i i £ s: 
Z & za = —1it(x +2), dokažite da je 
I+x+x! (1-eMfi—ex) (I-eti-exy P+x+xž pa kh u : 


og 1, za u=0 (mod 3) 
g zen : )- 14, za n=1 (mod 3) 
AE t>0 0, za n=2 (mod 3). 


55. Dokažite 
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56. Neku su i, zreli, Dokažite da cjelobrojnih 
ša Točno koliki fu koeficijent uz od (42 


s elepnima Ž(P)(0" 


ST Pemmutacij 
mo transp 


zoi eine le IJENENE lsd=k 
+. Dokužite nadalje du nejednadžba 


Ka 


je “ojelobrajnih rješenja (x, 


Grad Be je igvotucija ako je ača ga 


id, (Dakle, u vikličkoj dekomnoziciji od a dol 
ox oka je e, broj tukvih involn Dokažile du je cm ada dea a Zan 
odavde da je sksponencijalna funkciju izvodniu za €, dana st ezpta + 5/2). Izvedite odatle 
NEUMA gdje še sumira pa 430, [+2fwn. Probajte i obrstno. tj. dokužite izravno tu 
eksplicitnu formulu za e, pu odatle izvedite preibodna cezulune, 


48. Culerovi brojevi £, su definirani su 


Poemutacija sa 5, je ukternirajuća uko x 
po predznaku. Shtvimo ae Ay sa dg re 
Dakažite 


i razliku o(21-o(1). o(31-a(2h. 
t 24,64 23) oznučimo broj akernis 


g im sia djakornira 


ZA RAL 


Odurvde izvedito 


2. daečH2u) te legs x, 


eu 


žite osnovni zore o raetonslaku funkeljsnna izvodnienras, ie 
pleksni brojevi, h Neku ja a=(a,h>u niz kompleksnih brojeva, 


tt a Pix) je polinom stupnja <d 


međusebno različiti, u Pi (m) su polinomi u x stupnja 4 - 


(Rastavite P(x)/fQ (x) na parcijulna razlomke ili se koristita smetadom neodređenih kocficijenatu.) 


50, Lograngeova Forenala inveczije služi 2 g B z 
izvodnica s implicitno zadanim varijablama, a glasi ovako. Beka js ve zlatsk a Du dite fertiza je 
takoder deriviranje), tada ja 


LO (Pinot plog vidi [I8I]1 


b) Dokužite da xe 


61 Meka ju G grupa s Mj. Dlakažite da je ciklički indek, 


salje je 1a,j) najveća zajednička mjeru od 1,j. 


ie 
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2. Strana tetmedra bojuju se s aivije boje, Dva bojenja su ekvivalenina uko se rotucijanm tetraedra 
mogu poklopiti. Koliko ima tskvih bojenj 


63. Riješite problem braju ogrlica (e. VE, Primjer 21) pomaću Polya-Redfieldove teorije. 


ŠA. Dokužite da imu točno 3 bojunja vrhova oktavdra tako da su 3 vehu obojenu crveno, 2 plavo a jedtam 
zeleno. 


85. Neku su G5(D), Hg S(R) grupe pormutacija ma disjunkinim skupovima DR. 


3) Njihov vanjski produkt G-H je grup» ponmutucija ru DUR, Om [g- 
ta-5)4xi 28 xaD, (g-hKx]=hx za xeR, Dokažite du zu ciklička indekue vrijedi Zg. 


bj Meka je dix lee ((g,h)lgeG,kaH) direktal produkt prapa koji djelnje na DR Posmulom 
tg hit, g)i=(gahyl). (x yleD x R. Dokažite du je ladu 


Bia, nae 
ZNI 


gdje je |D] =», |2j 
viklusa od g. 


a [1]. (4.0 najmanji zajednički višekratnik i mjera od #1 redorm, u ca (g) broj ke 


46. Šuplju kocku s tankim zidovinm želimo iznutra i izvanu oboji 
budu obajene. Nadito funkciju izvednicu za broj tih bojenja. 
(Prvo nadite ciklički indeks grupe simetrije i tu uvrstite £ +9", gdje su xy težine tih boju. Koeficljeni 
te x" mid n=e 12, je broj bojenja kod kojih je prva boju upotrebljeni m: puta, a druga u puta). 


s dvije boje tako du svih 12 sirana 


Koliko ins (vo 


Ova sa 6 vrhova (usp. 1 x 10 


58. s) Permutacija ES, (u22) ja parna (odn. nepuena) uko se f može napisuti kao garan (odo. neparun) 
broj transpozicija. Dukažite da je 10 dobra definicija, tj, da permutacija ne nu gvremena biti parna i 
uepuraa i dokažite da se taj pojam parnosti pereutacije podudara s onim iz IV, zad, 26; 


b) Dokažite du je skup A, svih pi 
alterašrajuša podgrpu od S, 


pormutaciju iz S, podgrupa od S, redu mif2. 1 


Zrupa zove 


vadi: 2. 1a) dana se 


en hn 
< 


49. Moka je 22, oiklićka grupa redu m, shvaćena kao podgrupa od S,, koja se sastoji od ciklusa 
123...m) i svih potencija o* od u. Va se grupa može poistovjetiti s grupom rotacija pravilnog re 
terokuta oke središta ili s grupom ostataka Z/w(modu) pri dijeljenju sa a. Dokažite da je 


ia. 


je Eulerova funkcija (usp. zad 
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EI 


daž 


sie 


še 


ina 


i 


čest 


IX. Teorija grafova i primjene 


$1. Osnovni pojmovi. Grafovi i podgrafovi 


Mnoge pojave se mogu modelirati grafovima (dijagramima) koji se sastoje od 
točaka i njihovih spojnica. Naprimjer, točke (ili vrhovi) mogu predstavljati ljude, a 
spojnice (ili bridovi) parove prijatelja; dalje, točke mogu predstavljati komunikacij- 
ske centre, a spojnice komunikacijske veze. Ili, graf može predstavljati električnu 
mrežu čiji su vrhovi električke komponente, a spojnice električne veze; cestovna 
mreža, zatim željeznička ili avionska mreža daljnji su primjeri. Jedan drugi prirodni 
primjer grafa bio bi logičko ili hijerarhijsko nizanje, kao npr. u dijagramu toka 
algoritama gdje su instrukcije vrhovi, a logički tokovi iz jedne instrukcije u moguće 
sljedeće instrukcije definiraju bridove. Daljnji su primjeri kompjuterska struktura 
podataka, mreža transpjutera ili paralelnih računala, evolucijska stabla u biologiji, 
raspored poslova u velikom ekonomskom projektu itd. 

Povijesno se početak teorije grafova smatra Eulerovo rješenje problema mosto- 
va u Kšnigsbergu iz 1736. g. (vidi Uvod). 

Grubo govoreći, graf je familija točaka, koji se zovu vrhovi, zajedno sa 
spojnicama među vrhovima,.koje.se zovu bridovi. Preciznije, imamo ovu definiciju. 


Bh 

Graf G je uređena trojka G=(V(G), E(G), Vo), koja se sastoji od nepraznog 
skupa V=V(G), čiji su elementi vrhovi od G, skupa E= E(G) disjunktnog sa V(G), 
čiji su elementi bridovi od G i funkcije inciđencije W;, koja svakom bridu od G 
pridružuje neuređeni par (ne nužno različitih) vrhova od G. Ako je eeE(G), a 
u,veV(G), tako da je (e)=uuv, kažemo da e spaja u i », a u i v su krajevi od e. 


Primjer 1. Neka je G=("(G), E(G) We) (slika 67), gdje je V(G)=(v,,02, 992. 9sh 
E(Gl= (6), 6,961 đnZ6pEndsh a eVo definirana je sa V(e)=mo,, V(e)=00, Ple)=viy» 
Vle)=o,0,, Ples), Plegh=uoa V(6,)m0,0g, U (6g) =a 0,0, V(6g)= 0,0. 


Primjer 2 H =(V(H), E(H), $u) (slika 67). gdje je V(H)= fu.v,w,x,y), E(H)=(ab,e,defg,h.k1), 
a t=V, je definiran sa 


W(al=uu Pibjeno, v(cl=ow, did=w Vlej=ux, k(N=ox, Vig)=umw, w(R)=uy, 
Vikl=xy, Vlij=ny. M 
Grafički prikazi grafova crtežom su vrlo važni — odatle i ime »grafovi« — jer 


nam ta: grafička reprezentacija omogućuje da otkrivamo i razumijemo mnoga 
njihova svojstva. 
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SI. 67. 


Ne postoji jedinstveni način crtanja grafa. Relativni odnos točaka koje predstavljaju 
vrhove i linija koje predstavljaju briđove nema važnosti. Tako je npr. drugi prikaz 
grafa G iz Primjera | ovaj: 


Si 68. 
Primijetimo da se dva brida grafa mogu sječi u točki koja nije vrh grafa (npr, #; ie 
na slici 67). 


Kažemo da je graf G planaran (ravninski), ako se grafički može predočiti tako 
da se bridovi sijeku samo u vrhovima. Npr, graf G na sl, 69. je planaran (zašto?), a 
H nije (vidi $ 6., Planarni grafovi). 


pa 

DJE 

G je planaran H nije planaran 
SL 69, 


Kažemo da su krajevi u, v brida e prafa incidentni s bridom koji ih spaja i 
obratno. Dva vrha incidentna s nekim bridom zovu se susjedni. Za susjedne vrhove 
u i » katkad ćemo pisati u». Isto tako, dva brida sa zajedničkim vrhom zovu se 
susjedni. Brid e s jednim jedinim vrhom u zove se petija.JGraf G je konačan ako su 
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oba 


upa K(G)i E(G) konačni, Mi ćemo se uglavnom baviti konačnim 
pa stoga u daljem cazmalranju pretpostavljamo da su svi grafovi konačni. Graf su 
samo jednim vrhom zove se trivijalan, u inaće netrivijalan. Graf je jednostavan (ili 
prost) ako nema petlje i nikoja dva brida ne spajaju isti par vrhova. Kaikad se 
govori o multigralu, Kad sa želi naglasiti du graf na mora biti jednostavan, Npr. na 
3l. 67. 68,,sw nejednostavni grafovi ili mukigrafovi, a na slici 69. su jednostavni 
grafovi j Jedna od varijanti definicije grafa je da je to uređen par (/, £), gdje je 
(kontičin) skup. a & multiskup čiji su elementi oblika (2,9). gdje su x, yeP. 


Stalne oznake su: ves v(G)==broj vrhova od G, 


£(5) = broj bridova od 6. 


Gratovi Gi E su izomorini, u oznaci G= /1, ako postoje bijskcije 9: K(G)-> FR), 
bLE(G)->E(H) tako da je w, (2)m= uvo, (6 (e))=0(1)0(v), tj. vrhovi su u 1-1 
korespondenciji kao i odgovarajući bridovi, Par (0, 0) zove se izomorfizam su Cu 
f. Kažemo još da 0 i o čuvaju susjednost odnosno incidenciju. 

Prkajer 3. Definirajmo jedan izomorfizam GG, gdje je G na sl. 67,4 G, nu sl. 68: 


Bojani. i=1,2,24,3, bloga [a1,2,...,9. 


su izomotini jer ašito imaju istu struktutu, a razlikuju im se samo imena vrhova i bridova. 2 


Mi ćemo prilikom crtanja grafova uglavnom izostavljati oznake vrhova i 
bridova | artežon stoga reprezentirati jednu klasu ekvivalencije izomorinih grafova. 


Opišimo neke specijalne grafove kojima ćemo se često koristiti. Jednostavni 


IX, 2) zove se 

ho Potpun bipartiiai graf jednostavan je bipartitni graf s biparticijom 

š TAA, S OKBUR bipi Brarj Je vip : : U 

(X, P) u Kojem je svaki vrh u X spojen sa svakim vrhom u X. Ako je IKi=m, 

fl, takav graf se označava sa &,,,,.Oraf definiran vrhovima i bridovima kocke 
£ m8 

zove se kuhasi graf. 


iš Kk, Kkubni gral 


JA 


b) Obrat od a) ne vrijedi, Pokažite ro kontraprimjerom. 


ćsuje. a) Prema dofin 
FG GH) 
viGjev(ilie 


iji, izomovlizam gračova Gi # znači da postoje bijekcija F(G)- VU) i 
je čuvaju iadidonslju. Specijalno je stoga |4GJLAIPADI te Jetaje zani, d 
OjegiHi 


ZAT 


Hb) Jedan komiraprimjee ja 


SLO? 


KiB (12,3 


2, Odredite skup vrhova, skup bridova i funke! 
između gradova A. 8, € 


) Pat ragručudi igr 
dima. Konstrui 


nogometni turnir tuke du sv: 
ajte grafički model te situacije: 


Četiri momčadi, A, Z 


slivaciju grafom una čijim će briđosima još biti strelice koje upozoravaju iko je koga pobijedio; 
i) Rangirajte momčadi iz u), ij. napravite listu redoslijeda tako da je na toj listi keti tia pobijedio (k++ Dvi 
tim. Plapravite cang. sjenu da je B pobijedio 4, Koliku se tašvih runyelista može radu 
napraviti? (Više o tome u 39. Usmjersni grafovi). 


eg 


S) Dokužite: 


' T = 
e) = 
SL o 


6. Neka su G i H jednostavni grafovi. Dokužiie: 
Gae Heo3 bijekcija ft V(GI= V(H) tako da je uveE(G) ako i samo uko fr) f(ojeE(H]. 


7. Može li jednostavan graf sa & vrhova imati [6 briđova? Koliko nujviše može imati bridova? 


8. Neka je G jednostavan graf. Dokažite: a) <<) bj +=(0)e6 je potpun graf su v vrhova. 


V 
* 9. Dokužitezaje(K,,,)= mn; b) Ako je G jednostavan i bipastitan, onda je ts 


10. Dijagram toka na slici pokazuje mogućnosti logičkog protoka nekog kompjuierskog programa 
(4.B,....H su instrukcije ili naredbe). Jedan takav mogući logički protok ili provedba je 
ABDFGBCEFGH, 


Sh. 75. 


a) Koliko ima svih različitih provedbi tog programa? 


b) Dokažite da ima 6 provedbi tog programa koje imaju 15 koraka. 
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31. a; Komplementuzni graf O“ jednostsvnug grati G jednostavni je graf s istim skupom vrhova tu dva 
vrha u G' su susjednu ako i samo ako nisu susjedna u 6. Opišite Kfi KL: 


bi Jednostavni grai G je samukomplementaran nko je G x (5, Dokažite du je veO ili 1 (mod daka je G 
samokomplementiran, i odredile e(G3. 


12. a) Dokužie Ga #6" HG bi Da 5 su grafovi na skvi 76, izomorini? 


SIL 76. 


42. a) Koliko imu bilekcija ff F(K,I-V4K,,,) luko da kadgod je nu brid u K,, slika filu) ftel nije brid u 
£.,,) b) Pokušujte u) generalizirati na bito koje grufove G i If s viG)=viH): 


c) Zu koje bi se gralove G i H 10 moglo iskoristili za rješavanje reducirunog problema »mčnugesu« (v, 
VL? 


14. Graf je kepartitan ako mu se skup vrhova može puricionirati u k (međusobno disjunkinihi 

podskupova tako da nijedan brid nema oba kraja u jednom te istom podskupu, Potpun K-partitan graf je 

jednostavan graf kod kojeg je svaki vrh spojen su svakim vrhom koji nije u istom bloku K-particije i 
J 

smo s njima. Potpun mepurtitni gref su u vrhova u kojem svaki podskup (1. blok) imu lzl m [=] 
m m 

vrhovi oznučava se sa T,,, ([x]e najveći cijeli broj <a, [x]=nujmanji cijeli broj >). 


mei v(2") pm leh 
» re » poešeke ini 


bi Ako je G poipun mepartitni graf s u vrhova, onda je e(G)<E(T,,,,) s jednakošću uko i samo ako je 
G= T.,, (usp. $ 8. zud. 10). 


Dokužite: u) «Ta (f 


(Kad bi bilo G#T.,,,. onda bi K(G) mogli particionirati na blokove veličine n,....1,, tako du je zn neke 
iji ne nj> 1. Dokažite da tada potpun mepartitni graf čiji vrhovi su particioniruni u blokove veličinu 
Mesica Mu held), ima više bridova nego G.) 


15. k.kubni graf tili k.kocka) Q, je graf čiji su vrhovi uređene K-torke od 0 i 1, Dva su vrha spojena ako i 
sumo uko se k-torke razlikuju u točno jednoj koordinati. Dokužite da je Q, bipartitan, te da je 
v(Qd=2!, s(Q,)= kl, Dokažite da je opčenito broj j-dimenzionalnih strana k-kuba Q, Ishvaćenog 


kao poliedur. v. VI ši jednak 
Kk 
Nav=(SJe 


16. a) Koliko ima jednostavnih grafova čiji je skup vrhova Ve (v,,vp,-...5,)7 
bi Dokažite du svih grafova čiji je skup vrhova V, a koji imaju m bridova ima ukupno 
n+l 
+wm-1 
m 


17. Neku je S skup sa [S]=n. u G gref sa V(Gj=9(8). Dva vrha A,BeY(G) su spojena bridom: 
198. Dokažite da je v(G)=2", 3 &€(G)=1/2(3"- 1). 
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dB a) Automoriizam gralu je izomoriznm grala no samog Dokažito da se umomoriizsm gralu G A(C) je najčešće mnogo mauja mairisa nego M(G) u gral se pobranjuje u 
može reprezenlirati ko permutacija od F(G3 koze va susjednost. Skup svih Iskvih pertumaciju čini kompjuler upravo matricom susjedstva. (Budući da A (G) ima dostu nula, to i nije 


grupu Aut(G), koju se zove grupa uutogorfizama grafa 6 s operacijom kompozi 


najefikasniji način pohrane grafa u kompjulor. Efikusnije je u listom stvarnih 
susjedsiva ili još bolje « ljetama susjedstva zu svaki vrh posebno,j 


bb) Odaedite Aut (3, Am ik 


M Prbujer 7. Meka su M i A matrice ineidencije i s 
automatizam trivijalna: Primjer 7. Meka su M i A matrice Mneidoncije i 
svakog stupca od M jednaku 2: 


= g adi stva grafa G, "Tada je a) suma članovi 
«) Madite netrivijalan jednostnvan gral € čiju je tvu grafa G, Tada je u) suma članovu 


dj Doknžitu du zu svaki ju tvan grad G ovrijni 2 gdi «tE 


6) suma članova jetag stupeu od A jednaku je broju bridova u jednim krajem u, 


ične rupe S). Dok 
NUtHUGI A, ali pi 
sučnni grupe A posoji graf G sa Aut(GjaA. 


Bokaz, #) To je zbog togu jer svati brid im 


petlje). Tvrdnja b) također je oči 


dva kraja (koja se moga i podudarati u slučaju i 


graf G je trunzitivan pe srkovima uke vrijedi: Ve, sg VIC) IgeAnt(G) 
ut (G) tako dh 


Zadaci 


a) tranzitivan po vehovimu, a nije uuazitivan pa re: imas 


i. Naotajle graf čija je matrica susjedstva 


2) tranzitivun po bridovima, u nije tauizitivam po: rinna, foo igor e 
istoj tria Fi skupa konačnih nepraznih podskupova s V Ms bis zi 
zi, tako «hu vrijed šmgleks i bako je s€ Y simpleks, onda je i svaki Pore 
ni podskup s sa točno u=| vrhova zove se u<dimenzionalai li ro91 God of 
i piše se dims inira kuo dim Ki:esupidims ja aja pa povira ga nit 
jodinostaval graf može definirati kao konačni idr :=zonahni simplicijatni kom plek | | meme jd 
il& 1 otovj i ba 
mnm mnm po odpavi 
Matrica incidencije | matrica susjedstva lo&tie49 | si 
idovima e,.2,,...,2,. Matrica incidenci- dB) 6+ Su svim aj, 
vx mak i broj (0.1 ili 2) koliko su puta #1 #, Z Mepišite matcicu susjedstva grafa 
incidencije potpuno vzreduje graf. 
Matica susjedstva" 4 (Gj [0,,] je G“avpnmanica, gdje je jj broj bridova koji 
Spujaju | 0, (,A" dolazi od engl. uč icent — susjedan), Ueočimo da je AlG) 
sline 
Primji 6, 
du 1 Ba Ba #3; odao bod 
ši - A 
uo m U K106010 1B aj b) 
F=—> M lito 90r, Sh. 18 
Še e, 
5 00 4100 116 
A Podgrafovi 
mim R 


Gral H je podgraš od 
VelE (HD) (1. 0, je res 


u oznaci H&G, ako je (fij (6), (HH) E(G), a 
kcija od W na &(F)). Ako je HqG i HG, pišemo 


5 Vi 


(s Ek E 1 pa HeaG i zovemo ga pravi podgral, Ako je H podgraf od 6, G je nadgraf od H, 
ioav pne ar s Podaraf Hood G oza koji je P(H)=V(G) z se podgraf koji razapinje O, ili 
moe e. pj ravapinjući podgraf. Ako iz G izbacimo sve petlje i za svaki par susjednih vrhova sve 

mame ta osim jednog brida dobivamo jednostavan podgraf koji razaninje G. 

101 Ii 1 Tako je npr. na sl. 79 graf i pripadni jednostavni razapinjući podgraf (deblje 


nacrtan). 


* Ponegdje se kaže i »matrita komšilukn«. 


ded 


vedi 


di 


una 


SI. 79, 


Neka jeB# Ke V. Podgraf od G čiji je skup vrhova P', a skup bridova je 
podskup bridova od G čija su oba kraja u P' zove. se podgraf induciran sa V'i 
oznučava sa G[V']. G[V'] je inducirani podgraf od G. inducirani podgraf 
GLVN\V'] se označavu sa G — V'. Taj graf dobiva se iz G izbacivanjem vrhova V* i 
svih bridova incidentnih s vrhovima iz V“ (1. »iščupa« se V“). Ako je V'=(»), 
pišemo G— v umjesto G— (0). 

Neka jeĐ4 Fe E. Podgraf od G čiji skup vrhova je skup krajeva bridova od £' i 
čiji skup bridova je E' zove se podgraf induciran sa £' i označava sa G[£]. GLE] 
zove se bridovima induciran padgraf od G. 

Podgraf koji razapinje G sa skupom bridova E\E' zapisuje se G— £'. Taj podgraf 
se dobiva iz G tako da se izbace svi bridovi iz £'. Slično, graf dobiven iz G 
dodavanjem skupa bridova £' zapisuje se kao G + £'. Ako je E'= (e), pišemo G-e 
i G+e umjesto G — (e) odn. G+ (e). 


Jedan razapinjući 


podgraf od G 
x z 
a 
Yr € .w Y € h 
b t2 
u 
G- (&,ath) Inducirani podgraf Bridovima_inducirani 
Glixxuwij podgret G[(a,b,c.h)] 
Si, 80. 


Neka su G,, G, podgrafovi od G. Kažemo da su G,, G, disjunktni ako 
nemaju zajedničkog vrha. G, i G, su disjunktni po bridovima ako nemaju za- 
jedničkih bridova. Unija G,UG, je podgraf sa V(G,UG,)=V(G,]UV(G,) i 
E(G,UG,)= E(G,)UE(G,). Ako su G,, G, disjunktni, pišemo G,UG,=G,+G,. 
Slično se definira i presjek G,N1G,, ali u tom slučaju G,; G, moraju imati bar jedan 
zajednički vrh. 
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Napomena. Jedan od velikih, dosada neriješenih problema u teoriji grafova, 
tzv. problem rekonstrukcije, potječe od S. Ulama*, pa se i iskazuje kao Ulamova 
hipoteza (1942). Ako su G i H grafovi sa n(23) vrhova u,,...,14, 1 0,,...,0, ako su 
za svako i podgrafovi G,=G—u, i H,= H — u, izomorfni, onda su G i H izomorfni. 


Zadaci 

1. u). Neku je G graf nu slici 81. Nađile matricu inciđencije M (G) i matricu susjedstva A (G); 

b) Neku je P= fo,,w E V(G). & = [edna E FLG). Odredite M(G- i"; M(G- EH A(G- FP 
c) Općenito opišite kako se M (G — #7), M(G — £7) dobivaju iz M(GI. a kuko A(G PI iz A(G) 


SI. 8. 


2. Pokažite du se svaki graf s 3 ili 4 vrhu može rekonsiruiruti iz familije svojih podgrafova s jednim 
vrhom manje. 


3. u) Koliko različitih podgrafova H=(V.E1 imu K, su 
različitim skupovima vrhovu smatruju se ruzličilin 


i#1=3? (Dva izomorfnu podgrafa s 
bi Koliko ima ruzličitih podgrafova od K, su v=47 


c) Koliko ukupno podgrafova ima K,, 4 koliko K,* 
4. Svaki jednostavan graf sa u vrhovu je izomorfan podgrafu od K,. Dokažite. 
5. Dokužite: 
a) inducirani podgraf potpunog grafu je potpun: = b) podgraf bipartitnog je bipartitan graf. 
6. Nađite bipartitan graf koji nije izomorfan poderafu nijednog k-kuba, Promotrte K, 


7. Dokažite da neizomorfnih grafova G sa 4 vrhu i su AutG=(idj ima beskonačno (preciznije, 
prebrojivoj mnogo. 


Stupanj vrha 


Neka je veV(G). Stupanj vrha £ (ili valencija) je broj 4; (v) bridova od 'G 
incidentnih sa », pri čemu se svaka petlja računa kao dva brida. Intuitivno, stupanj 
vrha je broj sjecišta male kružnice oko vrha sa linijama koje izlaze iz vrha. 8(G) i 
A(G) znače 6:=5(G):= min do (0), A: =:A (G): = max d; (0). 

reViY) reViG 
Ako je jasno (ili nije važno) o kojem je grafu riječ, pišemo d(v) umjesto dg (v). 


* Stanislav Utam (1909— 1984), američki matemaličar poljskog podrijetla. 
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IREM £. Ža svaki graf vrijedi 


>, da 


pr 


ŽE, 


Dokaz, Meku je M matrica inciđencije od 6; Suma članova retka od M koji 
odgovara vrhu » je (0), pa je 3, dilo) suma svih članova od M. S druge stra 


2e, jer je suma svakog od stupaca od M jednaka 2 (usp. Primjer 7). 2 


sode 
KOROLAR £ U svakom je grafu broj vrhova neparnog stupnja paran broj. 


Dokaz, Neka su X, 1 V, skupovi vrhova neparnog i parnog stupnja u G redom. 


Tada je 


do)+ Ji do) S Alu) =26:=paran broj, 

Pa Ta rak 
o je) d(o) paran slijedi dla je X) d(0) paran pa je 1/[ paran broj. 

na raP, 

Graf G je koregularan ako je d(o)=k, VveV, Regi m graf je onaj koji je X- 
«regularan za neko k. Npr. potpun grafi potpun bipartitan gral X, Su regularni. 
k-kub je također regularan. Očito da izomorini prafovi imaju u odgovarajućim 
vrhovima jednake stupnjeva. 


Prkaje» 9. Odredita stupnjeve svih vrhova grafova na slici i ustanovlte 
izemtorfni, 


Žao ostali 
Dakle, 


Bježanje. Oba grafa imaju 8 vrhova i 10 bridova. Vrhovi 2,4,6,8 u G imaju stupa 
vrhovi stupanj 3, 1) gralu H vrhovi 2,367" imaju stupanj 2, 2 ostali vrhovi 
grafovi imaju jednak broj vrhova 
onda bi i podgrafovi indi vrh 
Međutirn, među vrhovima 2,4, 6,8 nem: 


Primjer 10. Neke je CG jednostavan graf, a neN, 2n«v—2 vest broj. Ako ju vx4 i ako svi 
indusirani podgrafovi od G sa u vrhova imaju isti broj m bridova, onda je GaX, ili G= 
Dokažite, 


Rješenja. Meka je V(G)=(0,....,2.). Keručunnjano s(G)-dujet(Gv). Od preostalih v—1 


pa 
vrhova može se odabrai ( ) nečlanih podskupova, a svaki tako inducirani podgraf ima m briđova, 
# 


*v.1] : 
pa ukupno ZI ) bridova, Tu je svaki brid uračunat tolike pura, koliko se od preosizlih v— 3 vrhova 
LI 


može odabrati u 2 vrha. Stoga dobivamo 


. mam a kod. veš 
2(0)dlujeu(G jan : ) I 


i očito je G repulacan, Sličnim zaključivanjem se ža vrhove u, #, debiva 


6. Odavde oduzimanjem stijedi du 1 no ovisi o indeksima 
se vidi du je Uk, Detalje prepuštamo 


EUGJ- (e) lota, =n(6- 


Bdje je nji ako su u,o, dni, a inače a, 
3. U slučaju da je ojos 1 za svuko 1, 6 
čitelju. 24 


». Hoinače Ges k 


Neka je G gral sa P(G)a=(0,,0 
siz stupnjeva od G. Niz brojeva # 
jednostavni graf čiji je niz stupnjeva d. 


rak Niz (d(eh d(02),..., din) zove se 
dd. djeMG je grafički ako postoji 


Pidmjer 31. Da li je niz 11,3,.3,3,5,6,8.0 grafički? 


Rješenje. Kad bi bio gralički, nuda bi vrh su stupnjem d=9 bio jedan sa svim ostalim 
vrhovima, pa doga i s oba vrhu stupnja « Stoga vrh sa ć==8 ne može biti susjedun ni s jednim vehom 
1. No tada je preostalo još 7 vrhova, gu nijedan ne može imuti d/e8. Dakh. taj niz nije 
bos 


imanje 
na središtu. Tada je središte kugle fiksna točka te rotacije ili sažunanja. 
Takav zaključak vrijedi mnogo općenitije. 


BROUWEROV ** TEOREM O FIKSNOJ TOČKA, Neka je D'== (xeR“l (bell < 1) 
zaivorena jedinična kugla u R", uf: Đ" neprekidno*** preslikavanje, Tada f ima 
fiksnu točku. (Kratko se još kaže da D" ima svojstvo fiksne točke.) 

Taj vrlo važan rezultat u matematici slijedi iz jednog kombinatornog rezultata 
poznatog kao Spernerova lema, a ta lema je lagana posljedica KKorolara 1, 

Uočimo prvo da je u=kugla DP topološki homeomorina Ai-Sirapleksu. Npr., 
n==2, postoji homeomorfizam A trokuta na krug, dobiven radijalnim rastezanjem 
svake dužine Ox lineurno na dužinu Oh (x) (sl. 85). Stoga je dovoljno dokazati da 
simpleks ima svojsivo fiksne točke. Mi ćemo radi jednostavnosti razmatranja 
provesti u dimenziji n==2. 


* Ovim se rezukatima nećemo u daljem koristili, pa ss pri prvom čitanju to aože ispustiti, 
** Luizen Egbertus jan Brouwer (1881 — 1966), nizozemski matematičar. 
*** Sve relevantne pojmove i činjenios iz topologije čitalac može nači u [153]. 
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ina 


upisa 


Neka je, dakle, 7 2-dimenzionuini simpleks, tj. trekui u ravninš. Simplicijalna 
subdivizija tili trinugulacija) od T je rastav od T na konučno mnogo manjih 
a. sljeku li se dva takva trokutića. presjek im je ili zajednički vrh ili 

znjednička stranicu (sl. Bduj. Sadu uvedimo sljedeće pravilno označavanje vrhova. 
su vrhovi trokuta označeni s tri simbola, apr. 0, 1. 2, a vrhove trokulova 
takoder označimo s (4 1 ili 2, ali tako da vrhovi koji su na stranici 01 


Trokut subdivizije čiji vrhovi imaju sve tri oznake 0, 1, 2 zvat čemo istaknut. Npr. 
na sl. 84b) pravilna označavanje vrhova im pet istaknutih trokuiova (šrafirani). 


Trianguiacija Pravilno 
trokuta označavanje 
vrhova 
triangulacije 
a] b) 
Lj 2 2 
SI. 4. 


SPERNEROVA LEMA. Srako pravilno označavanje simplicijalne subdivizije 
trokuta ima neparan broj istaknutih trokutova. 


Đokaz, Označimo sa T, područje ravnine van trokuta Ta sa 74.72... Ze 
trokutiće subdivizije. Konstruirajmo graf G ovako. V(G)=(fto.W...,Un] gdje je 
veint T, (nutrina od T;). Dva vrha r,, v, spojimo bridom :>T,, 7, imaju zajednički 
brid s oznakama 0 i [ (sl. 85). 


Si. 85. 


Očito je stupanj d(2) neparan broj (to se lako vidi indukcijom po broju točaka 
na stranici 01). Korolar i tada povlači da među vrhovima v;.1: £,, ima neparan 
broj njih s neparnim stupnjem. No svaki vrh u, i=1,2,...,mrima očito stupanj 
d(0)£2, pa stoga među njima ima neparan broj njih stupnja 1. Međutim,.jasno je 
da je vrh o, (i==1,2,...,m) stupnja | ako i samo ako je 7, istaknut trokut. Prema 
tome, sigurno i postoji istaknut trokut. Ii 


Spernerova lema se u višim dimenzijama dokazuje indukcijom po dimenziji 1. 


17 KOMRINATORIKA 
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Dokaz Brauwerovog teoremu o fiksnoj točki. Dokuz ćemo provesli opet zu 
dimenziju 2. tj. za trokut T. Neka je f: > T neprekidno preslikavanje. Neku su 
vrhovi od F točke g, u,. u, u ravnini, Tada se svaka točka xe7 može prikuzuti kuo 
X E Kala + Niti +Sz02, Bdje su x,>0, Sx,=1, Prema tome, x se može jedinstveno 
reprezentirati vektorom (Xu.x;,X,). Realni brojevi još se zovu baricentričke 
koordinate od x. Preslikavanje f tadu se može zapisati kao f(x.) (g N111). 
Definirajmo skupove F;:=ixeTjxiSxh i=0,1,2. Dovoljno je dokazati du je 
EDE,NF, #D. Tada, naime, postoji točka xeFoNF,NF,, pa zbog xi<x,i=0,1,2, 
te Xa; 3; (=1) slijedi (14.17, 03 )(So. fj, 2a) tj. fa. 

Stogu prvo uočimo du za svaku tringulaciju od 7 postoji pravilno oznučava- 
nje vrhova. tako da svaki vrh označen sa i leži u skupu £,, i=8, 1,2. Zuista. To se 
rmože postići pravilnim označavanjem (u skladu s,/) ovako, Neka je » vrh triungula- 
cije, u f(r)=r', Tađa označimo u sa i: min (jlej<v,#£0). Prema Spernerovoj iemi, 
postoji trokut uvw te triangulacije, tko da je ueFo, veF,, weF,. 

Kako to vrijedi za svaku triungulaciju od 7, jasno je da možemo odabrati po 
volji finu triangulaciju, naime takvu da duljina maksimalne stranice svih trokutića 
(tzv. ačica) triangulacije bude po volji malen broj. Uzmimo sada niz triangulaciju 
čije očice teže nuli (npr. takuv niz da je očica n-te triangulacije manja od 1/n). Tada, 
prema spomenutom, dobivamo niz trokutića 11", tako da je uefe, sef, 
W"eF,, za sve neN. 

Budući da je f neprekidno preslikavanje, a baricentričke koordinate neprekidno 
ovise o točki, to se lako vidi da je Ž, zatvoren (pa zbog omeđenosti i kompaktanj 
skup. Stoga postoje konvergenini podnizovi nizova 14%, y'", wt" čije udaljenosti 
postaju po volji male. Zbog toga ti podnizovi konvergiraju nekoj točki 
x€FoDF,NF,, čime je dokuz završen. Dokaz je sasvim analogan u bilo kojoj 
dimenziji. 


Zanimljivo je da Brotwerov teorem povlači Spernerovu lemu. Njihova poopće- 
nja, razne primjene (npr. u optimizaciji i napose u ekonomiji), kao i algoritme za 
nalaženje istaknutih simpleksa i aproksimacija fiksnih točaka, čitalac može naći 
u [217]. 


Zadaci 


1. Odredite v(G) ako: a) G ima 9 bridova, a svaki vrh ima stupanj 3: b] G je regularan s 15 bridova; 
€) G ima 10 bridova, dva vrha stupnja 4, a svi ostali su stupnja 3. 


2. Neka 8: K(GI>V(H) i b:£4GIF(H) definiraju izomorfizum G=H. Dokažite dg (v)=di, (B(v)), 
WeV(G). ž 


3. Neka svaki vrh od G ima stupanj k ili +1. Dokašite da je broj vrhova stupnja k jednak (k+1)v-2E. 
4. Dokažite da je u svakom grafu šg2ejvgA, 

5. Neka je G jednostavan graf, Dokažite da su dijagonalni čianovi od MM? i Až stupnjevi vrhova od G, 
6. Neka je k>0 i neka k-reguluran bipurtitun graf ima biparticiju (X, Y). Dokažite da je jX[=[1]. 


7. Dokažite da u svakom društvu postoji dvoje ljudi s točno istim brojem prijatelja. 
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8. Gral zepernataci 
aš kika dar je f 


9%. Dekažite da je niz idi... 0 NG niz stupnjeva nekog gral 


19. Dokažiln ni Nizovi AAA NIJE 66,653) nisu sz: 


b) Ako je 4 grdfički i djredi e onda je X dh paren i Ž E 
1. 1P. drači žala dokazali an eh je tuj uvjeti dovoljan 
15. Beka ju doafa,,.. BN. 2. 2, Označimo Ps, 110 dd, 2 


m) Pakažite elu je dd grafit rafički: 


4) Pomoću g opišite ulgori raki s nizom stupnjeva 


postoji 


kam st konstrukviju jednostivnog elfako tikav graf 


"2 Dokažite da £OG bez petiji sadrži bipariitan podgraf # koji 


s takav oda je 
da driži' hk d0k Vroš. (Promotrite Đipariini poduraf 1 Gi s meksfi 


( i 


13. Nekaje Se [x,.. 
1, Dokužite da postoji naj 
(Meku je G graf s KiGH=$ 


Kup od a tažaka u ravnini, tako du su svake dvije tačke na udaljenosti bar 
Zn parova točaku na udaljenosti tačac L. 
tpredix, x) 1. Mokužie du je stupanj g(x, £ 6) 


14. Livijski gral od G je graf MG) sa skupom vrhova £4G) u kajeni su dva vrha spojena ako i samo uko 
fide kn 


2) 


su susjedni bridovi u €, Dokužite du, ako je 6 jednostavan. linijski gral ima s(G: vrhova i ši 
, bridova, Naertajta LIK 3 i LAK), ). Dokažita du je MYM ed U4GH2. Rb 
Jedna »konkretna« primjena Brouwetovag tenrsitu o fiksnoj tečki je ovaj Frabeninsov sara, 
ij redinu as matrica, 420, Tada s iu realnu svojstvenu vrijednost 220, Do 
(Možemo pretpostavki da je A regukima, jer inače možemo uzeti A0. Neka je A:f4 R* p 
linearni operator, a 5% jedinična sfera m R*. Promonrite preslikavanje BIS iss, 
Bia dxfllAxi|. Bo preslikava prvi noktanić Q=liy,..o ES" (>O GH ou sama sebe, #8 je 
nepte 0,1 homeomorua s D* Srouwerov zaorem.) 


Sadi se prdi 


16. Dokažite du je Brouwerov tesrem o fiksnoj točki ekvivalentan sljedećm. Ne postoji neprekidno 
presti nje g: D" čija je restrikciji na rubnu sferu 5"! identiteta. Kaže se još da ne postoji 
retrski 
(Kad bi potiojalo. pa nika pi 
fiksnu iačku, premotrite g 


slikavanje 
sake 


g(x) ne bi imalo fiksnu točku. Obratno, kud f ne bi imalo 
2 fixrlixsa Sa 


Šetnje, putovi i povezanost grala 


Šetnja u grafu G je netrivijalan konačni niz W=: ZNJUNIUAN u članovi 
naizmjence vrhovi u, i bridovi a,, tako da su krajevi od €, Vrtovi 
1 k. Kaže se daj je VW Šetuja od u, do 92 ili (to, tu )eŠetnja. 
Vrhovi % i u, zovu se redom početa il šetnje Ma 
vrhovi od H. Broj k zove se duljina šetnje U. 

Neka su W=oer,...2,8, 1 H 0,24, xa +252, Šetnje 
dobivena tako da se obrne redoslijed u VW zove se inverzns šemja od Vi označava 
sa Ba šetnja t6,.. 60,6), «6,0; dobivena nadovezivanjem Ii W kod vrha £, 


Obilježava sa sa PW. Dia Šetnje Wener..0,0, je podniz Peake edjtj 


i% 


zasvakai, 


i ći 


anutarnji 


Šetnja ne... 


Ha > B 
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susjednih članova od M, To se još zove i (mar, jedša od #7. Šetnju I je zatvorena ako 
U jednostavnom grafu je šetnja ući di. potpuno određena nizom 
vrhova Foče Dje Duso ui jednostavnom grafu šetnja može zadali nizom vrhova. 
Ako mu bridovi Erlnccf U Šeinji Mene,o,.. 0,0, međusobno različiti, onda se 
1 zovu staza, U tom je slučaju duljina od 7 jednaku e (HH) Kk, Ako su u stazi Wii 
vrhovi medinobno različiti, ondu se 17 zove put, 

Dvi vrlina m u grafu G su povezana ako posloji (in PJeput u Smatramo da 
uvijek imamo trivijalan (2, 2)-put. Udaljenost di, (u,c) dvuju vrhova ureK(G) je 
duljina nujkračeg (u, pj-puta u G. Ako nema puta u G koji spaju u i 0. stavljamo 
doda . AKO je iz komleksti jasno o kojem je gralu , Pišemo (tr). 
Katkad čemo naprosto reći »put« kao sinonim za podgi iji su vrhovi | bridovi 
bovi puta. Dijamefa» grafa O, dinm Grenma (d(n, rolu, 


Kora 


Primjer 12. 


(1, VIMAZA 1 U6,030)0,t 2 


(1, o)-puti EPD es bol 


skoga. dilao) am6. M 


Povezanost je relacija ekvivalencije na skupu M. To ja lako dokazati i dokaz 
prepuštamo čiaocu. Stoga postoji particija skupa V ona neprazne podskupove 
PP Pu dva vrha ur povezani su u G ako i samo ako postoji i, takav da 
nVEeV, 

Grafovi GL], GLY,).... GIV] zovu se komnonente povezanosti od G. Ako graf 
ima samo jednu komponentu, zove se povezan, a inače nepovezan, 

Broj komponenti povezanosti od G označava se sa w(G). 


AB 


povezan graf nepovezan gral sa 3 komponente 
SL 87 


Primjer 13. Nokažite da je o(G)+ 210) 2viG). 


Boke, ia 


liranih vrhova, pa je 
iste Koraponenis od 
, Hndukcijara slijedi 


>o(G-eee(G-e2 


ć(G)eo (OG) +2(G)ao(G-e)-i+a(G-—a)4 

žviGis 
Veza 
PROPOZICIJA 1. Neka je Al(GJe 2] matrica susjedsiva grafa 6. Teda 


je (Lj)ei član kote potencije A' jednak broju (u, Ugešetnji u G duljina t, Sraga ja broj 
svili šetnji na G duljine | jednak sumi svih članova od Al. 


između šetnji u grafu | matrice susjedstva je dana sljedećom Propozicijom. 


260 


iša 


ia 


ia 


E2I 


Dokaz. indukcijom po !. Za f=1 je jasno da je a;, broj (2; ejišetnji duljine 1. 
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k— 1 i dokužima je zak. A*= A5“! >A. Neka je 
a GLjMi član matrice A. Tadu je 


U 
u 


svo one šelnje čiji je pretposljednji vrli r,. Prema principu produkta, 
rje broj (6; 0,)-šetnji duljine k — | puta braj (£,, :;)šetnji duljine 1. 
ndukcije, taj je broj jednak 4 "ay. Prema principu sume broj 


ir 


Prema pretpostav 
(E, rjbšetnji duljine A stoga je jednuk 

Pak Pap=uji 
r*i 


čime je induktivni dokuz završen. BE 


Uočite da je «49? jednak broju (:;.r;išetnji duljine #. Broj pulova dane duljine 
je tešku izračunati, pa čak i izraziti u nekoj lijepoj formi kao gore. Međutim, 
ji šetnji nu danom putu može se eksplicitno izračunati. 

U vezi s Propozicijom I, uvodi se matična funkcija izvodnica za broj šetnji u 
grafu G kao (( je jedinična matrica) 


adj(f—1A) 
AG (AV =14+14+0474.,..= ) WPUG=c s 2 
WiG,r:=(1-14) +I4+Č4 4+ Žž. (Gi datira Al 
kao i karakteristični polinom grafa &(G.f): =det (1! - 4). Pritom je W!'(G) matrica 
čiji je (EJ) član (HG), pz :WG (ter) jednak broju (1, o;išetnji duljine [u Ga 
adj označava adjunktu matrice. Funkcija izvodnica za broj šetnji u G je definirana sa 


M(ni= X Wr 
130 
Neka je sada G=L, put ili linearni graf s n vrhova 1,2,...,1 (sl. 88.2). Tađa je 
njegove matrica susjedstva A,:=A(2,)=(8.;,() Ako je G=L,xL,=:L,,, Pro 
dukt dvaju putova (sl. 886), onda je matrica susjedstva A (Z,,,)= A, B1,+A, 81, 
gdje je & Kroneckerov produkt matrica. a 1, jedinična (k x k)-matrica. (Uočite da ti 
sumandi komutiraju obzirom na množenje matrica!) 
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EEA pd 
a) ts b) lsa ren šetnja duljine 3 na 433 


Si. 88. 


Označimo nadalje sa W,(ijirj:= NOW. a): X IVLE odgovarajuće 


i>Q 129 
funkcije izvodnice za brojeve šetnji. i. WA jziji=V(L,r),, MO = Wa 
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analogno W,,,(1):= W,,_,(1) itd. Metodama »spoktralne teorije grafova« (usp. zad, 
28). dokazuje se tada da vrijedi ova formula D. Cvetkovića (v. [61]): 


PIER 


& 
j*1 
Na udruženim kombinatornim i analitičkim metodama može se dokazati sljedeće 
(usp. [135]). 


TEOREM (D. Svrtan, D. Veljan), 


a) Mlin nisi: 


i) it 
u E ad - qu 
GRASCESI: (2) s( onaj) zu iga 


i opčenito 


na)! 
U,(:21) : 


j 


sE et Ee ini 
ri 


U) Asimptotsko ponašanje od I! (1. za dovoljno velike <u) je 


ta 
Wi=nž'- Nai g 2 


ni " 


2. 
1 ko +1Ka+H)4-(m+ +nareu(7) mE i + ) U 
E 1+ dd za 2i- NIH 
ein / g -(m+n 1 (e 2. M2) * TINI 


f) Asimptotsko ponušanje vd #7) 


Pia (i 1 4) IGH -U e kamitia 
Zas la Mli-%): da pina cE 
nadi V/V) ai mim S 


Pritom je U (<) Čehiševljev pollnom druge vrste, definiran su U, (x)eesin (1+1)0/5in8, gdje je x=c058, 
Ug(x)=1. U, tx)e2x, U, (x) m4 — E itd. Vrijedi rekurzija U,., (s) 2xU, (s) U, (1). 


Nadalje, u svim gornjim formukuma podrazumijeva se slundardne konvencija 


(< m.u dovoljno veliki je 


( p )- a binomni koeficijent za p 24220, g paran broj 
4/2. 0, inuče. 


Uočite nađalje da šetnje u L, odgovaraju dijagonalnim putovima u kvadratnoj 
mreži ravnine, Npr. ako je L, smješten na osi y kao segment [0, 5], onda šetnji 3454 
u L, odgovara put (0, 31(1,41(2. 543,4) u kvađratnoj mreži. Taj se put projicira na 
danu šetnju. 


Zadaci 
1. Ako postoji (u, vj-sšetnja u G, ondu postoji (u, v)-put u G. Dokužite. 


2. Neka je G graf s matricom incidencije .4 = [1;]]. Dokažite da je G povezan <» svi članovi od X A* su 


različiti od nule, sE 


Ua je zu suki gral U, JPG), 
šetnje na segmente s oh 


pad 
ziram na poveke u m, 


2. Dokažite: uko je Gi jednostrani 628, onda G posjeduje put duljina &. futriin, boga. kao i općenitije 


4. Dokažite: O je povazan uko i samo ako 
o drugim u #4. 


ža svaku particiju K< VJUP, postoji bržd s jednim krajem u MG. PIN 
bi. Pl 


ui ane 


5. a) Dokužite: ako je G jednostuvan i 


ni po svini (e, e putovima Pu 6. 
hn 
b) Ako je v>1, nadite nepovezan jednostavan graf sa i 


žad. Dokažite dn zu svaki pruf 6 vrijedi 


si f fa Nia 
fs-o(6a1\ ate td PLO < juda 
oh 


1. m) Ako je Ci jednostavan i 5> [9/2] 1. ondu je G povezan 


č. Doka 


koje 


im, onda je 


[grof bez petlji, a G dobiven iz G daduvanjem jedne durtlje u svakom veli ad 6, Dokažite 
G1+ 1. te dvije da že 


b) Mudite nepovezan slu 2] 1) — regularan jednostavan graf za v paran. m i bi 


8. Ako je € nopovezan. ondu je G* povezna. Dokužite, 


26. Dukažite dje matrica susjedstva končne višedimensjonalne mreže £,, x 2, xd, dana s 


E, onda o(G)sso(G-oan(G)4+1. 


X 1,8. 
pa 


%4,8..01, 


b) Ako je m 


, dakažite da so općenita 6 - nijeniti sa G.- 1 u gornjoj najednakosti. 


de mo: 


Pa odavde i ondunomnog icorema izvodite do je broj šemmji duljine / u toj mreži dun su 


o, 
L- da Jo 


š 
10. Ako ja G povezani veeY, do) paran. onda vri/, otG 0) 440). 


15, Dokažite da svaka dva najdužu pus u povezunom grafu imaju zujednički vrh. 


gtalovi sa dir 


Veek(Gk Vu 


su, ortonormirana 
1) ortogonalnu 
1. Odavde doka? 


13. Dokažite da je dua dd, metrika na skupu vrhove X(G), tj. da vrije 


a 
* 
LU 

g 
> 
S 
m 
HH 

< 

kog 
S 


du, 2) 28, duu 


oodtu s) el(r.ici. lu ug Sedan aja (0,09), Vin 


14, u) Ako je diam 6 23. onda je diam 6 


ši bz Ako je dinm G 24, onđa je diam G'<2. Dokužite. 


. dokužite du m G= 
ENI 


prethodnog zadali 
Badu PH sla ij tu 


u svojstvene vrijednosti od 2, iznose 
12....016. Devedite odanle formulu D. Cveiko- 


15. Ako le G jednostavan, dima G=2, As v(G] 2, onda je s(G)z2viGI-4. 


16. Ako je € jednostavan i po o onda G ima 3 vrha» 


17. Nađite broj šetnji duljine 2, duljine 3 i duljine 4 između vrhova ui £ grafa na slici 86. Nadite isto 
tako broj putova u tim slučajevima, kao i ukupan broj šetnji na G duljina 2, 314. 


“Citdust 


Šetnja je zatvorena ako imi pozitivn 
utvorena šetnju, kod koje su “počenak i um 


jinu, a početak i kraj sa podudaraju. 

cit žrrhovi različiti, zove se eildus. Ay £ 
Kuo i kod putova, katkad ćemo se koristiti u Sveiklus« kao oznakom za graf 

19. Dokažite da je karakteristični polinom puta 2, dan sa iHL,,fh=6,f2). (Pokažite da d(2,,0) koji odgovara ciklusu. Ciklus €; duljine k zove se kecikdus, kecikdus i je paran (oda. 

zadovoljava sličnu rekurziju kao | €) neparan) ako je & paran (neparan). 3-ciklus se još zove trokut, 


18, Ako je duljinu najduljeg puta u povazanom grafu jednaka 1, dokašite da je svaki vrh početak puta 
duljina z(14- 1/2. 


20. Dokožite da je 
Primjer 1. 


(Koristite se principa rad 


Jenjac ili tvrdnjom a) Teareqa iz 


INI stazu: 
kfedebu 


24. Nađite broj uređenih (+ Datorki (a,. ita) tako du su aje(3, 2, 
dni brojevi (usp. VI, zad, 48, za 1 


Hus: xauhehx, 2 


22, Kolika je (približno) vjerojatnost da šetnja duljine 50, koju počinje u 2) Lygor Bb) Ljeo,i09 i Ostane u Pomoću ciklusa 
tim okvirima? 


mo bipartitne graove, 
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se? 


ren 


iu 


tas 


TEOREM 2. Graf G je bipurtitan => G ne seelrži neparne cikluse. 


Dokaz, =>: Neka je G bipartitan i neku je (X. X) biparticija. Neka je 
Ceratiora, ciklus u G. Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti meX. 
Tada zbog tarjež, G bipartilan =r,eY, Slično je stoga njeX i općenito v,jeX i 
16 X. Kuko je njeX. to je nar. Stoga 3i. tako da je k=2i/41, 1i. € je paran 
vikhus. 


ča 
Ii 


==: Dovoljno je tvrdnju dokazati zu povezan graf. Neka je G povezan gral bez 
neparnih ciklusa. Neka je ueP proizvoljan. Definirajmo skupove 


X=ixeVldtu,x) paranj, f= ijePld(ur) neparan). 


Pokažimo da je (X. Hi biparticija od G. Neka su raveX, 


Neka je P najkraći (u, v)-put, a Q najkraći (u, wi-put. Neka je u, posljednji zajednički 
vrh od Pi Q. š 

Kako su Pi Q najkraći putovi, onda su i (1,1, dijelovi od Pi Q najkraći (ru, h 
pulovi, pa imaju istu duljinu. 

Kako su duljine od P i Q iste parnosti, duljine od P, =(1.v)dio od Pi Q, =(u,,1w)- 
dio od Q imaju istu parnost. Stoga (1,w)-put Pr! Q, ima parnu duljinu. Kad bi e 
bio spojen bridom sa \w, onda bi Pr! Q, we bio ciklus neparne duljine, suprotno 
pretpostavci. Stoga nikoja dva vrha u X nisu spojena. Slično, nikoja dva vrha u Y 
nisu spojena bridom. m 


Zadaci 
1. Ake je brid e u zatvorenoj stazi od G. ondut je e u ciklusu od G. Dokažite 


v 


2. Neku je € povezin gral bez periji. Ako je (3) . dokužite da G nije biparlitan. 


3. G jednostavan. š > 2 = G sadrži ciklus duljine >5 +1. Dokažite. 
4 K(GIzviGi=>G sadrži ciklus: b) €(GI>v(G)+4=G sadrži dva ciklusu bez zajedničkih bridova. 


5, Struk (engl. girthj od G je duljina najkračeg ciklusu od G. Ako G nema ciklusa, stavljamo da je struk 


94 G beskonačan. Dokužile: 


a) keregularan grof. struka 4 imu barem 2k vrhova i (do na izomorfizam| postoji točno jedan takav graf 
su Ik vrhova; $ 

b) keregularan graf struka 5 ima barem k5+ | vrhova: RA 

€] keregularun graf struka 5 i dijametra 2 ima iočno £*+ 1 vrhova. Nađite takav graf za k=2,3. 
6. Svaku dva retka marrice tipa nx n(n22) međusobno su različita. Dokažite da postoji stupac te 
matrice čijim izbacivanjem preostala matrica također ima gornje svojstvo, 
(Komradikcijom. Tada za svako [=1,2,....1 postoji par redaka kojima se ruzlikuju samo i-ti članovi. 
Zu svako i fiksirajmo jedan takav par redaka. Neka je G graf čiji su vrhovi reci matrice. a bridom su 
spojeni sumo fiksirani parovi ređaka. Tađu je (GjaviGj=n, Koristite zad. duh. 


Pa) 
a 
roj 


7. Konstruirajte jednostavni J-repularan graš s 26 vrhova br a1) koji nema trokutova. 


&. Dokažite da je karakteristični polinom n-ciklisa €, din Poramlom BC, ra 20, 24 1). gdi 
Čebiševljev polinom prve vrste; ZG cosrareens x) ili rekurzivno zadan su Tplsha1, Ti(slen 
Ta dod 2sT01- 7, 60 


Primjena na problem najkraćeg puta i Dijkstrin nigoritam 


Svakom bridu ee£(G) pridružimo reulan broj w(e)-težinu od e. Tada se G 
zajedno s funkcijom w zove težinski graf. Težinski grafovi se često javljaju u 
primjenama teorije grafova. Npr. u grafu prijateljstva (vrhovi ljudi, a dva vrha 
povezana ako i samo ako su prijatelji) težina može indicirati intenzitet prijateljstva 
ili u komunikacijskom grafu (vrhovi-komunikacijski centri, bridovi — komunikacij- 
ske veze) težine mogu predstavljati cijenu konstrukcije šli održavanja veze itd, 

Ako je H € G podgraf težinskog grafa G, onda je težina podgrafa H definirana 
sa w(A):= i w(e). 

OTISLI 

.Mnogi problemi u optimizaciji svode se na to da se u težinskom grafu nađe 
podgraf nekog određenog tipa s najmanjom (ili najvećom) težinom. Jedan takav 
problem je slijedeći. 


Problem najkraćeg puta: U danoj željezničkoj mreži kojom su povezani neki 
gradovi, treba odrediti najkraću rutu među dva zadana grada iz mreže. 
Ovdje težine bridova znače duljine pruga između izravno povezanih gradova (pa su 
20). Dakle, tu treba pronaći put najmanje težine koji spaja dva zadana vrha ug i to. 


Primjer 14. Debelo oznučen je nujkrači (ig.ra)-pul u težinskom grafu ns sh 90, Brojke na 
bridovima su težine. 


Sl. 96. 


Mi ćemo sadu pokazati algoritam za rješenje problema najkraćeg puta. 
Zbog jasnoće i lakšeg praćenja, umjesto težine pula P u grafu, govorit ćemo 0 
duljini puta P (= X) +(£)). Slično, najmanja težina (u, r)-puta zvat će se udaljenost od 


u do v, oznaka dtu,v). Te definicije u skladu su s pojmovima duljine i udaljenosti 
ako su sve težine jednake 1. 

Jasno je da se možemo ograničiti na jednostavne grafove, pa dakle pretpostavljamo 
da je G jednostavan graf. Također možemo pretpostaviti da su sve težine >0. To 


266 


opet nije ozbiljua restrikcija. jer uko je težina nekog brida =0, onda se njegovi 
krajevi mogu identificirati. Također definiramo wrue)= o ako uegž. 

Algoritam koji ćemo opisati nušao je £. Dijkstra (1959). Taj algoritam nalazi 
ne samo najk (lo Vo)+Dul nego i sve najkraće putove od u, do svih drugih vrhova 
u G. Osnovna ideja je ova: 

s; Ko tako du je ugčŠ. 


Meka je S 


NS. 


mora biti najkraći (u, li)-put. 
Stoga je 
elkug. € 
a udaljenost od w do S je dana s 
(s) 
Počinjemo sa skupom 5 == (u) i konstruiramo rustući niz SqSne+ 5,. podsku- 


pova od # iako da su na kraju i4og koraka poznati najkraći putovi od u do svih 
veki "hi iž if. To se pos 


čuna Alto. Ša) i da se izabere vrh ujsS, tako da je dluo.u,) 
slijedi 


dit, S 


min pe(uoiž. 


min, Za (tg, L0) o fuel 
: vaše 


Šada stavimo 5, : 


i ji neka je P, put ugn,. To je očilo najkraći an put. 
Općenito, stavimo li 


Pa Nea! i ako su najkraći (1,1, )-putovi 


odredi unsmo elu. Šš u) i oda 


dila Je d(ug,Š,). Zbog (*) je je Magi, hdi, ujbeiuju,.,) za neš 
pa dobivamo najkraći Gorica 1 put dodavanjem brida 154, putu P, 


izk 


Vočimo da u svakom koraku ti najkraći putovi zajedno čine povezani graf bez 
Ciklusa. Takvi grafovi zovu se stabla (ili drva), pa se taj algoritara još zove i proces 
»rasta stabla«. Završno stablo ima svojstvo da za svaki vrh #, put koji spaja uo i u je 
tiajkraći (ug, u)-put. Dijkstrin algoritam js motiviran time da se upotrebom formule 
(%) prilikom računanja minimuma u svakom koraku izbjegnu nepotrebna ponavlja 
nja mnogih usporedbi, Radi toga se uvodi sljedeči procev ozuačavanja, K.roz cijeh 
Pa svaki vrh » uosi oznaku f(e), i to je goraja međa od d(u,v). Prvo je 
M(uo)=0, a ((vj=co za uu (u konkretnom računanju, umjesto co stavi se neki 
M velik broj). Kako algoritam teče, to označavanje se mijenja, tako da je na 


stanja 


iu)=diu, u) za ueS, 


bJ=: mis Zg. 1) av luri! za 
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Dijkststn algoritam 


mv 


iL 
u o ača 


Korak 1. Stavimo iu hodrka= 2, zr 


su 
Za svako veš, 
min pltellreS,) i neka | 
KORI 


Korak 2 


zamijenimo 14 


LIDER TURE SNI OROHREVA 
ih, vrhom kojem se postiže taj minimum, Stavimo 


u 


ima 


Korak 3, Ako je i 
korak 2 


stopi ako je iza. zamijeni Pa i41 od vrati se na 


Kud siBoilasa zavišava. udaljenost u, do e je dana konučnom vrijednošću iv). 
(Ako želimo odrediti udaljenost do nukog određenog vrli r,, završavamo postupak 
čim je neki u, jednak 1,0) 


se nigoritam sažeto može avako zapisati. 


Dijkstra 


je duijine (u, ripulova za sve rai 
a jednostavan tu da su za u 
(+ 2 ušo taj brid ne poste 


ČEČE M: ža vrha s rezuudiona ne an ta takuzi u žgeji 
& Vu unu težine odgovarujučih bridova m te) 


h ralN fa.) endi 


[S ju skup vobradeniha vrhova] 


UG DRINI 


SeSulu 


Kraj. 


Kao što smo rekli, Dijkstrin algoritam određuje sumo udaljenosti od u, do svih 
ostalih vrhova, u ne zapravo same najkraće putove. Međutim, ti najkraći putovi 
iako se određe čuvanjem podataka o prethodnim vrhovima u stablu. 


Primjer 15. Dijksirinim ulgoritmom odredite najkraće putove od uy do svih vrhova težinskog 
grafa na slici 92, 


Sl 92. 


Rješenje. Najkrače putove od u, do ostalih vrhovi pronači čemo u 6 koraku. U svakom koruku 
“vrh do kojeg je nuden n pri ima oznaku te udaljenosti od i. u, je označen # iput kada niz 
neki vrh dodu skupu S odgovarajući brid se podeblju, tako du su najkrači putovi nacrtani debelom 
linijom na sl. 93. a 
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šo 


tea 


ba 


a) 


i 2 Li 02 £ že 
i i \ 
io 6 10 6: 
\ \ / 

pe) 24 g. komo PRE. 

e) ft 
Sl. 93. 


Dijkstrin algoritam je dobar algoritam, tj. broj računskih operacija (zbrajanja, 
množenja, usporedbi itd.) potrebnih za njegovu provedbu na svakom grafu G 
omeđen je odozgo polinomom od v(G) i #(G). Zaista, svih operacija u svim 
Barona: s e VO 1) ii 
iteracijama ima najviše ovoliko: X (v be zbrajanja i v(v— 1) uspo- 

i=0 
redbi. a đa se odluči da li je neki vrh u S ili nije, treba (v— 1)* usporedbi. Stoga, ako 
smatramo da su zbrajanje i usporedba osnovne računske jedinice, onda je ukupan 


ma : ; z v(v—1) 2_5vV—7v+2_ Sv 
broj računanja za taj algoritam =—5—+v(v-1)+—1) akon 


tj. reda je vž ili O(\7). Kratko možemo ovako rezonirati. Svaka iteracija Dijkstrinog 
algoritma ima broj koraka razmjeran s brojem vrhova izvan S, što je najviše v. 
Budući da ima v iteracija (uključujući inicijalizaciju), za provedbu cijelog algoritma 
potrebno vrijeme r1j. broj operacija) je razmjeran s najviše v*. Napomenimo da za 
problem najkraćeg puta postoji algoritam reda O ((v+3)1og, V), koji je pogodniji od 
Dijkstrinog za velike grafove s relativno manje bridova. U svakom slučaju, dakie, 
problem najkraćeg puta riješen je dobrim algoritmom. No ima mnogo problema iz 
teorije grafova za koje se ne zna dobar algoritam, npr. za optimalan Hamiitonov 
ciklus. v. & 3. (o tim problemima čitalac može više nači u knjizi [70]). 
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Zadaci 


i. Koje dodalac instrukcije irebu dodani da Dijkstrin algoritim odredi ne sumo uduljenosti nepo i 
najkruče pulove! 


2. Neka kompu ima Tilij 
(iLddim članom matrice ( 4 znuči dt ne postoji i 


0 OSU se 40 25 10 
50 0 15 20 vw 25 
2 45 010 20 
#4 20 10 0 10 25 
25 x» 20 10 0 55 
10 25 x 23 55 0 
Kompunija želi napravili tablicu najjeflinijih letova između gradova, Napruvite tu tablicu. 


3, Opišite dubur algoritam za određivanje komponenata grafu i algoritam za određivanje struku grafa. 
izračunajie složenosti tih ulgoritamu. 


4. Dokažite da se Dijkstrinini ušgoritmom najkraći pulovi od vrhit 14, do svih ostalih u težiaskom grafu 
lijevo dobivaju kao na desnoj slici, 


Si. 94. 


5. a) Na težinski graf na slici 95. primijenite Dijkstrin algoritam za naluženje najkraćeg (uo, J-puta s 
obzirom na prve brojeve (7.5,8,...,6.8) nu slici 95 i dokažite da je duljine 31; 


Sl. 95. 


b) Nađite najkraći (i, Ve)-put s obzitom na prve brojeve koji ne prolazi vrhovima c, g, k (duljine je 32) 
c) Nađite najkraći (1, v)-put s obzirom na druge brojeve (2,1,3,...,2,3). 


6. Zunemarujući brojeve na briđovima, pomoću Dijkstrinog algoritma nadite najkraće putove (tj. one s 
najmanje bridova? na grafu iz zad, 5. 


a) Najkraći (ua, tg)-put: b) najkrači (ug, rg)-put koji prolazi vehom d; 6) najkraći (ug,vh-put koji prolazi 
vrhovima ej m. 


7. Nacrtajte dijagram toka za Dijkstrin algoritam. 


&. Napišite program za Dijksirin ulgoritam u programskani jeziku prema izboru, 
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& 2. Stabla 


Osnovan svojstva stabala 


lički | 
aciklički graf. 

Katkad se još 
sta. 


drži vikluse. Stable (ili 


je onej koji ne : By je 


iklički graf zove i šuma. Komponente povezaros 


i 


EEOREM 3. Snaka dva vrha u stablu povezana su jednim jedinim putem. 


Dokaz. Kontrađikcijom. Neku je O stablo i neka su #, # P, (u,e)-putovi, K 
je P,#P, lo npr. Be=xy brid u P,, tako da e nije u P,, Očito (P,UP.) 
povezan, pa stoga sadsži (x, y)-put P. Tada je P+e ciklus. To je kontradikcija. Sf 


Obrat vrijedi za grafove bez petlji (dok 


TROREM 4. Ako je G stablo, onda je € 


LDEMA 1. Svako net dno (tj. # točke) stablo ima vrh u čiji je stupanj 


az deme, Počnimo od nekog vrina »,, Ako je d(0,)=1, gotovi sma. Ako 
d(o)>1, pomaknimo se iz u, duž nekog brida do susjednog vrha »,. Ako je 
d(0)==1, gotovi smo, a ako je d(w,)>1, produžimo dalje do », duž nekog drugog 
brida, Meste vljajući tako, dolazimo do puta u,w,53,.. na grafu. Vrhovi tog puta se 
ne ponavljaju j jer bi inače dobili ciklus, a toga stablo nema. Vrhova ima konačno pa 
taj vrhova mora stati negdje. Tamo gdje je stao mora biti vrh stunnja 1, jer smo 
tu ušli, 4 ne možemo pa napustiti, i 


Iokaz Teorema 4. Def 
Sliku z(G)=veg4+l. 


tirajmo za svako stablo G njegovu fulerovs karakteri. 


Npr. 


Ka ae 


pm 


vo da za svako stablo G vrijedi #(G)=2. : 
. Izbacimo ia] vri i Gaj jedini) brid koji jedi povi sa 9 
& Meka opet očito jedno stablo G, =» 


xiG, 


Opet prema Lemi 1 postoji u, vrh stupnja 1 pa odstranjivanjem tog vrha i brida 
dobivamo stablo G, i opet je y(G,j=x(G,). 

Mastavljaju: proces, dobivamo stablo sa samo jednim vrhom », a njegova je 
Eulerova Ak renića ai 1 lek kle A Dakle, svako stablo u tom 


\ 


H 
KOROLABR 2. a) Zu snuko stablo G vrijedi Nokie 


Dodir 


Ah) Svako neririjulno stublo ima bar dra vrha stupnja | 


I 


Dokaz. u) iz Teorema 1 id slijedi S d(n)= 


o 


je G nelrivijulno stablo, ondu je d(n)ži, vrel(G). Ma tada iz u) odmah 


bj Aki 
slijedi tvrdnja. ža 


LEMA 2 Za svaki brid e tabla G, preostati graf O e nije povezan. 


Dokaz. Prema Teoremu £, G ima v- | bridova, Ako izbacimo brid, preostali 
graf ne može bili stablo jer ima v vrhova i v--2 bridova (opet prema Teorem 4), 
Odstranjivanjem bridu ne mogu se stvorili novi ciklusi. Stoga jedini log što 
prsostuje da novi gral G e ne bude stablo jest du bude nepovezan, Bi 


LEMA 3, Ako je G povezan graš za koji je € 


[onda je G stablo. 


iJoknz, Ako povezani graf niji blo, mora i če Srne Hi bilo 
koji brid e iz mekog ciklusa, graf e će i dalje ostnti sli graf 
GG e ima također v vrhova, ali s(G)=v-4 G je sobei pa ako nije stablo, 
mora imati ciklus, Odstranimo opet brid tog ciklusa. Dobijemo opet povezan graf 

G" td. Konačno, doči ćemo u situaciju da ne možemo odstraniti brid iz ciklusa, pa 
da preostali graf bude povezan. Kad s se to dogodi, doći čemo do stabla. Ako se to 
dogodilo u ketom koraku, stablo će imali v vrhova | v-!-—k bridova. Teorem 4. 
povlači da je &==0, pa je i polazni graf bio stablo. ši 


LEMA 4. Ako graf G nema ciklusa | vrijedi c==v— 1, onda je G stablo. 

Dokaz. Treba dokazati da je G povezan. Neka su OG G komponeme 
anosti od G. Neka je vj=v(G,) i==1,2,...,k. Vadaje vi, +vov.. 
vaka komponenta je povezana i nema ciklusa jer ga G nema, Stoga je 
G, stablo. Prema Teoremu 4, £(G, Ukupan o bridova u G je 
(ulje. lu djav, +. vk Kako je #(G)=v.-1, to je & 
G ima sama jednu komponentu, Prema tome je G stablo. S 


pove 


Zaključno, iz ovih Lema slijedi 


PROPOZICIJA 2. Neka, 


a) G je stablo: b) izmedu svaka dva vrha iz & postoji jedinstven put, £) G je povezan | 
£=v- 1; d) G je aciklički i a 


G graf. Tada su sljedeće tvrdnje ekvivalentne: 


jaa 16 (iz kemije). Zasićeni ugljikovodik je molekula oblika C,, 73, u kojoj svaki atom ugljika 
ijske veze (ili valenciju 4), a svaki stom vodika H jednu vezu. Te vere ne tvore cikluse. 
ićan ugljikovodik C,,H, može postojati samo u slučaju da je nem 2. 


e 


po 


Riešenje, Neki zasićeni ugljikovodici su 


1 
HCH 
H H H HH oHoOH 
l | l Look ok jl 
H—C—H. , >: H—C—C—C—H ,  H—C—C—C— CH 
i koho nl AE LM 
H HOKOH HOHOHOH 


Sl. 97. 


Graf zasićenog ugljikovodika je stablo, pu ako ima m atoma ugljika i n atoma vodika, onda, prema 
Teoremu 4, ima m+n— |! bridova. No tada, prema Teoremu t, slijedi 


dm+n=2(m+n-i)=n=2Im+2. 


Primjena stabala na problem sortiranja 


Jedan od osnovnih kombinatornih postupaka u računarskim znanostima je 
svrstavanje ili sortiranje (engl. sorting) nekog skupa objekata. Objekti se svrstavaju 
u niz prema svojim brojevnim vrijednostima ili prema vrijednostima nekih pridru- 
ženih varijabli. Takav je problem identificiranje nepoznate kontrolne riječi u 
kompajleru (rječniku). S nekim problemima sortiranja već smo se susreli u IY., VI. i 
VII. poglavlju (upr. »bubble« i »merge sort«). Općenito, sortiranje znači sljedeće, 
Ako je zađano n realnih brojeva q,,4,....,G, (radi jednostavnosti pretpostavimo da 
su međusobno različiti), onda ih treba poredati u rastući niz 4%<4,<...<4, 
Pitanje je koliko je najmanje i najviše usporedbi potrebno da se tih n brojeva 
sortira? Svako takvo sortiranje možemo predočiti na tzv. binarnom stablu (ili 
ternarnom ako dopuštamo jednakost nekih brojeva). Naime, kad uspoređujemo a; i 
a, pa ako je u,<a, idemo na lijevu granu, a ako je a,>a,, na desnu granu. 
Naprimjer, želimo sortirati a,,4,,a,. Usporedbu a, i a, zapisat ćemo kao Q. a 
sortiranje q,<a,<...<a, sa jema Za n=3 dobivamo binarno stablo uspo- 
redivanja: 


: 4 \o ( a SARA ilava visina 4 


Prva usporedba €) zove se korijen tog stabla, a čitavo stablo korijensko. 
Unutrašnji vrhovi (1. oni s »nasljednicima«) označeni su s O i oni sadrže dva 
indeksa, a vanjski vrhovi ili listovi s E] i oni čine permutaciju od 4,,42,...,8,. 
Listova očito ima n!. (To znači da i različitih putova od korijena do listova ima n!.) 


I8 KOMBINATORIKA 
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Duljina najdužeg puta od korijena do nekog vrha je visina stabla (ili broj nivoa) i 

jednaka je broju usporedbi koje neki algoritam sortiranja napravi u najgorem 

slučaju, tj. s najviše usporedbi. Označimo sa S(n) najmanji broj usporedbi potreb- 

nih za sortiranje m brojeva bilo kojim algoritmom sortiranja u najgorem slučaju, tj. 
S(m=min (max (broj usporedbi)]. 


šupet u$ 
nubjekutu 


Ako su svi unutrašnji vrhovi u stablu uspoređivanja na nivoima < k, onda u stablu 
očito ima <2* listova. Specijalno, za k=S(n) slijedi da jen! <2"" = S(n)>[log,n!], 
a zbog Stirligove formule slijedi [togpnl]an log 55+;lo8 n=nlog,n. 
Dakle, u najgorem slučaju je potrebno približno barem ulog, n usporedbi da se 
sortira n brojeva s bilo kojim algoritmom sortiranja. Inače, naravno, ukupan broj 
usporedbi jednak je n(n-— /2=n?. 

Analogno se definiraju pojmovi korijensko m-arno stablo i njegovi šistovi 
vrhovi koji nemaju nasljednika) i visina k (ili broj nivoa), što je, prema definiciji, 
duljina najdužeg puta od korijena do nekog vrha. Tada se indukcijom po k, kao u 
prethodnoj diskusiji, dokaže da vrijedi sljedeći 


TEOREM. m-arno stablo visine k ima najviše m* listova, a m-arno stablo sa i 
listova ima visinu kz (log, 11. 


Razne algoritme u vezi sa sortiranjem, kao i iscrpnu analizu tih algoritama, 
čitalac može naći u [2], (123, III] i [188]. 


Zadaci 
1. Nacrtajte sva neizomorina stabla s v=2,3,4, 5 5 6 vrhova. 
2 Neka je G povezan graf sa £=30. Kolika je najveća vrijednost od v? 


3. Stablo T ima četiri vrha stupnja 2, jedan vrh stupnja 3, dva vrha stupnja 4 i jedan vrh stupnja 5. 
Koliko imu vrhova stupnja 1 i koliki su v(T)ie(7)? 


4, Koliko izomera ima C4H,,? 


5. Neka je G graf bez petlji čija su svaka dva vrha povezana jedinstvenim putem, Dokažite da jeG 
stablo. 


6. Dokažite (bez Korolara 2 (b)) da početak i kraj najdužeg puta u netrivijatnom stablu imaju stupanj 1. 
7, Dokažite da je stablo s točno dva vrha stupnja t put. 
8. Ako je G stablo i A>&, onda G ima barem k vrhova stupnja 1. Dokažite, 
9. Dokažite da je svaka komponenta šume stablo, te da je graf G šuma ako i samo ako jeg=v-w. 
19. Dokažite da je stabio bipartitan graf. 
14. Niz pozitivnih brojeva (d,,d),...,d) je niz stupnjeva stabla aka i samo uko je bi d=2v-2. 
ii 


12. Centar grafa G je vrh c, takav da je max [d(c,v)leeV) minimalan, Dokažite da stablo ima ili jedan 
centar ili dva susjedna cenira. 
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Ki vrhova. Ako ja G jednostuvan grafi 822, onda G ima podgraf izomorfin 


zena stablo sa Fdistova i 1 unutrašnjih vrhova, Dokužite du je vesna +1, 
+ dm dlestve lin. 


medina lice 


'eniski turnir u Wimbledomu je oliminmac 


ij. igrač je eliminiran iz daljeg uutjecanju nakon prvog 
oliko se susreta mora odigrati da bi se odredio pobjednik 
je pobjednik nekog susreta onaj igrač koji prvi dobije 3 seta, koliko se najviše setova može 
ukupna odigrati tijekom iugiiraš 


16. Dokužite: izmedu 3" zbunika gulazi jedan neispravan (a na znamo Koji) i znamo da je on 
imanje težina, ondu ga možemo pronaći pomoču u vaganja na vagi s dvije zdjelice. 


57. Med 


15 novčića nalazi jedan pogrešni s većom iti munjom težinom od ostalih. Pored tih 
ino jedan »baždurni«, ispravni novčić to vagu s dvije zdjelice, Nadiu oriteni kojim če ze 
3 vaganja ustanoviti postoji H među tih 13 novčića pogrešan, i ako postoji koji je to i da i kei 
Gencrnlizirajte to na (3"— 12 novčića i a vaganja. 


sumo 
ili ta 


18, Dano je u kuglica međasobno ra ih težina, Vaganjem vagom s dvlje zdjelice, i to tako da kod 
svakog pojedinog vagunju na svaku zdjelicu vage stavimo šaimo šednu kuglicu, treba goreduli kuglice 
prema rastućoj težini. Oznučirao , najmanji potrebni broj vaganja, takav du u svakom slučuju sa LR 
vaganja sigurna hožemo konstruirati traženi poredaj kuglica. Dokažite du je r,>log, mi, Provjerite tu 
vaganja za 13,4 i 5 


veni bridovi | vrhesi 


Rezni brid grafa G takav je brid egf(G) za koji jea(G-e)>e(G) 
Naprimjer, debelo izvučeni bridovi na slici 99. su rezal: 


o 
ov 


TEOREM S Brid e 


E(G) je + 


Dokaz, =>: Neka je e cezni brid. Tada je e&(G-e)=o(G), pa du, seV (6), koji 
su povezani u G, aline u G--e. Stoga 3(u,s)-put Pu G, koji prolazi bridorm #. Meka 
Su x, y krajevi od e tako da x prethodi vrhu y na put P, Vrh ujeu G-— e povezan sa 
x dijelom puta P,ayjeu G--2 povezan sa v dijelom od P. Kad bi e bio u ciklusu €, 
onda bi x i y bili povezani u G-« e putem Ce. Stoga bi #1 » bili povezani u G-a, a 
lo je kontradikcija. 

: Pretpostavimo da e nije rezni brid od G. Tada ja o(G- 2(G1. Kako 
postoji (x, y)-put (naime brid xyju G,tosuxiyu istoj komponenti od G. Slijedi da 
su x i pu istoj koraponenti od (e pa stoga postoji (x, put Pu Gee, No tada je 
cu ciklusu Pee od G, što je kontradikcija. 


sni <» e nije brid nijednog ciklusu od G. 


TEOREM 6, Povezani graf G ja stablo <> svaki brid u G je rezni. 


okaz. «>: Neka je G stablo, ee&(G). Kako je G aciklički, e nije sadržan u 
ciklusu, pa je, prema Teoremu 5, e rezni brid od €, 


s 
o 


<=: Pretpostavimo da je G povezan, ali da nije stablo. Tada G sadrži ciklus Ci 
Prema Teoremu 5, nijedan brid od C ne može biti rezni brid od G. 28 


Razapinjuće stablo (ili kišna) grafa G je razapinjući podgraf koji je stablo. 
Naprimjer na sl. 100. debelo je izvučeno razapinjuće stablo (kičima). 


KOROLAR 3. Svaki poveznni graf ima razapinjuće stablo. 


Iskaz, Neka je 6 povezan, u 7 minimalni povezani razapinjući podgraf od 6. 
Prema definiciji je AM=1i0(F-e)>l, veek(T 

Stoga je svaki brid od 7 rezni brid od 7, pa kako je T povezan, i 
slijedi da je 7 stablo. #4 


Teorema 


KOROLAR d. Ako je G povezan graf, onda je ev |. 


Dokaz, Ako je G po 
stablo 7. Stoga, koristeći se 1 


razapinjuće 
VG) Lo BA 


TEOREM 7. Neka je T vazapinjuće stablo povezanog grafa G, eeE(GY\E(T) 
Tada T+e sadrži jedinstven ciklus, 


Dokaz, Kako je Taciklički, svaki ciklus od Te sadrži e. Nadalje, C je ciklus 
od TFke<>C-e je putu T koji spaja krajeve od e, Prema Teoremu 3, 7 ima 
jedinstveni takav put. Stoga g sadrži jedinstveni ciklus. ži 


Za S, SE V(G) označimo sa [S, S] skup svih bridova od G, s jednim krajem u 
S, a drugim u S, Bridni rez od G je podskup od E(G) koji je oblika [S, S) gdje je 
ŽeSsaEv, KNS. Minimalni neprazni bridni rez od G zove se vez (engl. bond). 
Tako npr. svaki rezni brid # daje vez (e). Ako je G povezan, ondo je vez B od G 
minimalni podskup od £(G) tako da je G-- 8 nepovezan. Naprimjer na sl. 101, 
debelo je izvučen bridni rez E'=[S,5] od G. Vez je B "\(e). 


Ako je HG, koraplemeni, HG) je podgra! € E(H). Ako je G povezan 
:G razapinjuće stablo, onda se zove kostablo. Uočite da su ciklusi i vezovi u 
nekom smislu »dualni« pojmovi, pa stoga vrijedi ovaj »dual« Teorema 7, 
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kog 


ino 


2 


iu 


in 


TEOREM 7'. Neka je T ruzapinjuće stablo povezanog grafa G, eeE(T). Tadu 
kostablo T ne sadrži vez od G, a T +e sadrži jedinstveni vez od G. 


Vrh v grafa G je rezni vrh uko se E može particionirati u dva neprazna 
podskupa £,, £,, tako da je GLE] NG [&]= fu). Ako je G bez petlji i netrivijalan 
(tj. v222), onda je r rezni vrh od G ako i samo ako a(G-r)>o(G). 

Naprimjer na sl. 102, rezni vrhovi su podebljani, 


$1. 102. 


TEOREM 8. Vrh u stabla G rezni je vrh <> d(vy)>1. 


Dokaz, Ako je d(v)=0, G je točka, pa » nije rezni vrh. Ako jed(v)=1, G— vje 
aciklički graf sa v(G--»)-1| bridova, pa je prema Propozciji 2 c), G--v stablo. 
Stoga je o(G-v)=1=0(G), pa v nije rezni vrh od G. 

Ako je d(v)>1, postoje vrhovi us w susjedni sa v. Put uvw je (u, w)-put u G. Prema 
Teoremu 3, uvw je jedinstveni (u, w)-put u G. Stoga ne postoji (u, w)-put u G— u pa 
jeo(G-v)>1=09(G). Dakle v je rezni vrh u G. 


KOROLAR 5. Svaki netrivijalan povezan graf bez petlji ima bar dva vrha koji 


nisu rezni. 


Dokaz. Neka je G netrivijalan povezan graf bez petlji. Korolar 3 povlači da G 
sadrži razapinjuće stablo T. Prema Korolaru 2. (b) i Teoremu 8, T ima bar dva vrha 
koji nisu rezni vrhovi od T. Dokažimo da to nisu rezni vrhovi od G. Neka je » jedan 
takav. Tada je o(T-v)=1. Kako je T razapinjući podgraf od G, T— » je razapinju- 
ći podgraf od G-» pa je o(G-v)Ke(T—v) te stoga o\(G-v)=1, pa e nije rezni 
vrh od G. Takvih vrhova ima bar 2 pa slijedi tvrdnja. 


Cayleyeva formula za broj razapinjućih stabala 


Sada ćemo naći jednostavnu i elegantnu rekurziju za broj razapinjučih stabala 
grafa. U tu svrhu treba nam operacija kontrakcije brida. 

Brid eeE(G) je kontraktiran ako je odstranjen, a njegovi vrhovi identificirani. 
Tako dobiveni graf označava se sa G e. 


M 
, A 

% 
—————» (ZLA) 
kontrakcija 
brida e e) 2 

P 

Sl. 103, Ž 


2TI 


.Promolrimo pravi brid ili kariku, NA brid koji nije petlja. Jasno, ako je e karika od 


G. oridti je : Pi 
ViG-e)=v(G)-1, (GG -e)=£(6)—1 i V(G-el)=v(G) 


Dakle, ako je 7 stablo. onda jei Te stablo. > 
Broj razapinjučih stabala grafa G označimo s UG|. 


TEOREM 9. Neka je e karika u G. Tuda je 
1(G)=1(G—e)+1(G e) pra 


Dokaz. Neka je T razapinjuće stablo povezanog grala G. Ako eđE(T, 
onda je 7 razapinjuće stablo od G —e. Obratno, svako razapinjuće stablo od G— e 
očito je i razupinjuće stablo od G koje ne sadrži e. Dakle, 1(G — e) = broj razapinju- 
ćih stabala od G koje ne sadrže e. Ako je 7 razapinjuće stablo od G, ee£(7), onda 
njemu korespondira stablo T-e od G -e. Ta korespondencija očito je bijekciju (vidi 
sliku 104). Stoga je riGl)=q1(G-ej+z(G-e). M 


Primjer 17. Nađite svu cazapinjuća stabla grafa K, bez jedne dijagonale. 


Rješenje. 


T(G1 je simbolički reprezentiran sa G. 


LL] + (LI: Able *02.) 
LI (Z-eHL-L Moe) , 
u ra E E . 


Tih & razapinjućih stabala su: 


KISE PA ZK 


Si. 105. 


" 


" 
o 


Ta je metoda prilično nezgrapna za velike grafove. No, srećom, postoji formula 
.za broj razapinjućih stabala (pomoću determinanti). a specijalno jednostavna i 
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atraktivna formula za broj #(4,). Mi ćemo prvo posebnim tehnikama izračunati 
«(K,) a na kraju dokazati taj opći rezultat. 


TEOREM (Matični teorem o stablima). Neka je Go graf bez petlji, 
VlG)e=(u,....0,), 6 M matrica incidencije od G, U svakom stupzu od M zamijenimo 
jednu od dvije jedinice s —1. Fako dobivama matricu N. Neka je N, dobivena 
izbacivanjem bila kojeg retka od Na N& transpanirana matrica od Na 


Tada je 


UG)adea(N, Neda 04, 
didlje je Qa Bilo koja (u-- 1) x (n— Drpodmatrica od n x nematrice Q= [du]. pri čemu je 
dado (0), 0 Que — (broj bridova između v,,v;) za if. 


inače, o suvremenom kombinatornom pristupu problemima matrične algebre 
može se naći u članku D. Žeilbevgera u Discrete Math, 56 (1985), 61 — 72. (također 
vidi [5714 


PROPOZICIJA 5. Neka su vuby,..- E, dani vrhovi, a duda, 06, prirodni 


h 
Brojevi tako da je 3, d,e2n— 2. Tada je broj stabala na skupu iP Eh pri čemu 


i 
je vrh o, stupnja d, i=14,2,...,1, jednak 


De 


Liokaz az provodimo indukcijom po m. Slučajevi n==1,2 su trivijatni. 
a 
Kako je Sl e 


1. Ode 
vrhom », 1 


<121, postoji i takav da je d,==1. Možemo pretnostaviti da je 


animo vrh», U svakom takvom stablu, vrh u, je (bio) spojen s nekim 


odstranjivanje », rezultira jednim novim stablom na 


vrhovima 2,,%,...,0,.,, sa stupnjevima redom a., za PR A 
Obratno, ako imamo neko stablo na skupu vrhova (g,, :-1) sa stupnjevima 


tedom di, dje djeli daka dia Onda spajajući 5, 5 €, dobijemo stablo na 
skupu (2,,...,0,) sa stupnjevima redom d,,...,d,, Prema pretpostavci indukcije, 
br j stabala na (9,...,0,.,) SA stupnjevima d,,..., moja a 
jednak je 


(3)! ; i 


imo također da je to točno i za d,==1 jer je tada io 0. Stoga je ukupan broj 
stabala nav... 20, sa stupnjevima 4,,...,4d, jednak (varirajući s kime je spojen 9,): 


ga 
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TEOREM 10 (Caylayeva formula, 1889). Broj svih stabala na n vrhova jednak je 
ika? 


Bokaz. Prema prethodnoj Propoziciji, broj svih stabala na 1 vrhova je jednak 


== (prema multinormnom 


Primijetimo da #9"? nije broj neizomorfnih razapinjućih stabala od K,, dogo 
broj svih različitih, ma samo 6 neizomorfnih razapinjučih stabala od Kay oR 
6% =: 1296 različitih rozapinjućih stabala od Ka 


Dokaz matričnog teorema o stablima, Možemo bez smanjenja općenitosti uzeti 
da je M dobivena iz X izbacivanjem posljednjeg n-tag retka, Neka je B bilo koja 
(u 1)x Qi 1)-podmatrica od M. Tvrdimo da je 


&1, ako je podgraf G'&G induciran bridovima koji korespondiraju 
stupciraa od B razapinjuće stablo od G, 


delB= ) 
i 0, i 


ji vrh o, 
(a svi ostali 


indukcijom po a. 
(if) stupnja | a 


redak od 8 sadrži točno jadan član 4+ 
ijemo HB po tom reiku dobivamo (n«-2) x (u--2) 
a 2" korespondira grafu G'-—p, na isti način kao 
B+0G. Očito je: G“ je razapinjuća siablo od G <» G“— u, je razapinjuće stablo od 
Go, Stoga je (prema pretpostavoi indukeije) |det 8 


la 
ada 


da 
nije 1). Zbog 
č(G)=n-1<n=v(G") postoji vje (CG) za koji je Za (vj)=0. Ako je vjeko, onda j- 
ti redak od B sadrži same nule, pa je det B==0. Ako je pak V;ev,, onda svaki stupac 
od B sadrži jedan član 1 i jedan član — 1, Tada je suma redaka od 8 jednaka nuli pa 
jedetB=0. 


Sada prema Binet«Cauchyjevoj ćormuli (vidi [1321) imamo 


det(K, Ni) 3 (det BY, 


še sumira po svira («< 1) x (x 1)epodmatricama 8 od N,. Zbog gornje tvrdnje 


stablu od G 


i je g 
der pe skoje Bg 
BAB) =19 inače. 


Gdavds slijedi prva jednakost u teoremu. Druga jednskost se provjeri iz 
definicije M. #8 
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ie 


toa 


\ Primjena stabala na problem spajanja i Kruskalov algoritam 

\ . i 
Neke gradove treba povezati mrežom autocesta (ili željeznicom). Pritom je 
dana cijena c;; izravne veze među gradovima v, r, i lo treba učiniti tako da se što 
više smanji ukupan trošuk gradnje. Taj je problem poznat kao problem spajanja. 

Svaki grad je vrh težinskog grafa s težinama w(uyw;)=cy;. Stoga je taj problem 
ekvivalentan problemu nalaženja povezanog razapinjučeg podgrafa minimalne teži- 
ne u zadanom težinskom grafu G. Buđuči da su težine zapravo troškovi, to su 
w(o,yy)20, pa nema smisla zatvarati cikluse jer će ukupna težina biti veća, tj. 
možemo pretpostaviti da je razapinjući podgraf minimalne težine težinskog grafa 
zapravo razapinjuće stablo Tod G, 

Razapinjuće stablo minimalne težine u težinskom grafu G zove se optimalno 
stablo. : 

Npr. na slici 106. je debelo izvučeno opti- 
malno stablo. Mi ćemo konstruirati algoritam 
za nalaženje optimuinog stabla u (netrivijai- 
nom) težinskom grafu. te time riješiti problem 
spajanja. 

Prvo promotrimo slučaj da je w(e)=1, 
VeeE(G). Optimalno stablo je tada razapinjuće 
stablo s najmanjim brojem bridova. No svako 
razapinjuće stablo ima isti broj bridova (zbog Teo- 
rema 4). Prema tome, u ovom specijalnom slučaju treba samo konstruirati neko 
razapinjuće stablo. Imamo sljedeći induktivni algoritam za to: 


1. Odaberimo kariku e,: 


2. Ako su bridovi e,....,e, već odabrani, odaberimo #,,;€£\(#,,...,8), tako da 
jeGl(e,...,€,_,)] acikličan; 


3. Stop kada se korak 2 više ne može provesti. 
Taj algoritam stvarno će dati jedno razapinjuće stablo jer je maksimalni aciklički 
podgraf povezanog grafa nužno razapinjuće stabio. Primijetimo da optimalno 


stablo nema puno veze sa stablom koje daje najkraće putove koji izlaze iz danog 
vrha. 


Primjer 18. 


stablo najkraćih optimalna stablo 
puteva iz v od G. 
SI. 107. 
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Taj algoritam proširio je Joseph Kruskal 1956. da bi riješio opći problem koji 
vrijedi za proizvoljne realne težine. 


Kruskalov algoritam 


Korak 1, Odaberi kariku e,, tako da je w(e,] minimalno; 

Korak 2.Ako su bridovi e,,...,e, odabrani, odaberi e; , ,e£\(2,,...,€;), tako du je 
(i GLfe,... 64411) aciklički a 
(ii) wie,,,) minimalan pod uvjetom (i): 

Korak 3. Stop kada se korak 2 više ne može izvršiti. 


Primjer 19. Primijenimo K ruskulov algoritam na gruf sa sl. 106. 


Rješenje. 


Kruskalov aigoritam očito daje razapinjuće stablo (zbog istog razloga kao i gornji 
algoritam). No sljedeći teorem osigurava da će takvo stablo biti uvijek optimalno. 


TEOREM 11. Svako razapinjuće stablo T*=G [(e,,0,...,8,.,)]1 konstruirano 
Kruskalovim algoritmom optimalno je stablo. 


Dokaz. Kontradikcijom. Za svako razapinjuće stablo T od G, Ts# T*, označi. 
mo f(T):=min (ile#£(T)). Pretpostavimo da T* nije optimalno i neka je T 
optimalno stabio od G za koje je f(T) najveće moguće. 
Neka je f(T)=k. Tada su £,,8,...,8-,€5(TNE(T*), ali &#E(T). Prema Teore- 
mu 7, T+e, sadrži jedinstveni ciklus C. 
Neka je e; brid u C koji je u T, ali nije u T* (taj postoji, jer je TT“). Prema 
Teoremu 5, e nije rezni brid od T+e,. Stoga je TV =(T+e,)— e; povezani graf sa 
v- | bridova pa, prema Propoziciji 2 a) i c), slijedi da je 7" također razapinjuće 
stablo od G. Očito 

wi(TJ=w(T)+w(e,)- wie). (1) 
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iMa u Kruskalovom algoritmu e, je bio odabran kao brid s najmanjora težinom tako 
da je Glee, .2,) | acikličan. 

jer je Glee, 2 ad) podgraf od 7, onda je on također acikličen. 
Stoga je (po izboru €, iz Kruskalovog algoritma i oplimalaosti od 7) 


ZERIC) (zi 


iz dl) i (2) slijedi w(TJgwi(TI. Stoga, je T optimalno, i F je optimalno stablo. 
Međutim S(T) > k==f17), što je u kontradikciji s izborom od T. Sloga je T==7*% pa 
je 7“ zaista optimalna stablo. ZA 


Koučcizni zapis Kruskalovog algoritma je ovaj. 


Kruskal 


[Za težinski graf G konstruira skup Ss E(G), zako da je G[S] optimalno stablo od G] 


Samira; bridove od G prema rastućaj težini [neka se dabiveni niz zove a,,m....,4,] 
SB 
jel [indeks brida koji sljedeći možda ulazi u 5] 


sve dok je [S] <v-1 radi 
sve đok GLSU(a,)] ima ciklus radi [izbaci a, jer nije dobar] 
jih! 


kraj. 
Analizirajro taj algoritam. 


Bridovi su prvo poredani prema rastućoj težini. Za 10 je potrebno selog,s 
usporedbi. Dalje se provjerava koliko je bridova dosad bilo uzeto (5 je skup 
bridova koji su dosad odabrani, ih Ako jei=v-1, S=(2,,...,2,..,) je skup 
bridova optimalnog stabla 7“. Nadalje, da se Prodani datijegf U(a;;] acikličan, 
inoramo utvrditi da li su krajevi od 4, u različitim komponentama šume G [S] ili ac, 
Fo se može postiči tako da se vrhovi označe na način da u svakom koraku dva vrha 

.pripadnu istoj komponenti od G[S7 ako i samo ako su jednako označena. Na 
početku je svakom vrhu #, pridružena oznaka 1, iglgv. S tom shemom označava- 
nja GLSU(a;)] je acikličan «> krajevi od a; imaju različite oznake, U tom slučaju a, 
s& uzima kao #,.;, a u protivnome st 4, odbaci i i testira se sljedeći kandidat za e 
atojedji,. 

Kad jednom e,,, dodamo skupu 5, njegovi vrhovi u dvije komponente od 
GIS] se pre-označe s manjom od dvije oznake koje noge krajevi od 2;., 
brid jedna je usporedba dovoljua da se vidi da li oba kraja imaju istu 
oznake, DJa ge to izvrši, treba € računanja, Nakon što je brid 2,,; dodan stupu 5, 
vrhovi se preoznačavaju s najviše v usporedbi. Stoga je za jeng prilikom 
izabiranja svih v--1 bridova #,,£,...,8,.; potrebno v(v-—- 1) računanja. 

Stoga je Kruskulov algoritam dobar. 

Kasnije su Prim i drugi malo poboljšali Kruskalov algoritam. No osnovna je 
ideja ista. Budući da taj algoritar u svakom koraku pridodaje brid najmanje težine 
taka da s već odabranim ne stvori ciklus, i to radi sve dok ae odabere v | bridova. 
takav je glgoritam primjer izv. poliepnog algoritma. (sugl. greedy algoritmi. 


ara 
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Poblepnosi »ne vidi dalje od nose«, pu takav algoritam radi tako da uvijek učini 
lokalno najbolje što može, (Kruskalov ulgoritam uvijek bira »najlakši« brid tuko da 
s već odabranima ne tvori ciklus.) Kad bi slično postupili u problemu najkraćeg 
puta, U. kad bi uvijek birali »najkračie brid susjedan s već odabranima, ne bismo 
morali završiti s najkraćim putem. Npr. u težinskom . Gosa Vi(G)e (ab,6di 
i težinama w(ab)==50, >» (bc)=50, w(edj= 100, e(adja1, xe(bd)==200 (nacrtajte 
ga), nećemo tako dobiti najkraći (u,c)-put. Dakte, seu algoritam kao vrlo 
intuitivan, katkad je primjenjiv, a katkad i nije, O modernoj tebriji »polilepnosti« 
vidi [127]. 


jat 


1. Dokažite da je graf G šumu ako i samo ako mu je svaki brid rezni, 


2. Neku je G graf bez pellji uhlo od 6. Dok 


T jedino razapinju 


st 


je da je tadu G 


3, Noku je G povezan grafi zi 
od Gi; b) e nije ni u jednom ri 


46). Dokažite: ) 2 je u svakom razapinjučem stabfu od G ee e reznf brid 
upinjućera stublu od G ee petlju u G. 


4. Dokažite da svaki graf G sadrži barem #-- v4+g različinih ciklusu, 
3. Ako su svi vrhovi grafa G parnog stupnja, onda G nema reznih bridova. 


5, Aka je G kaegularan bipaitan gral (X 322), onda G nemi reznih bridova, 


7. Meka je G povezana Bg Se *(G). Dokažite da je bridni rez [5,8] vezu G ko i samo ako su GTSJI 
G[5) povezani. 


8. Doksžite da je svaki 


gidui rez 


isjunktnu unija vezova, 


3. Preipostavimo da graf G sadrži X bridno-disjunkanih razapinjućih stabala, Dokažite da za svaku 
particiju od V(G) u a blokova broj bridova s krajevima u različitim blokovima muticije nije mamji od 
kla- 1). (Tue i NashWilliams su 1961. dokazali da vrijedi obrat.) 


10. deka je G povezan graf, v23. Ako G ima resni brid, ondu ima vrh r, tako da je a(G-o)no(G). 


Obrat ne mora vrijediti, Doka 


if. Dokažite da je jednostavan povezan graf 5 ločno dva ne-rezna vrba put, 


12. Primjenom relauzije u Teorezuu # izračunajte 


Cio 21724) (v. S 1. zad. 14. 
13. Određite broj razapinjućih stabala 3-+kubnog i 4-kobnog grafa. 


dd, Odredite broj neizomorfhih razaninjučih stabala i broj svih razapinjudih stubala grafova na slici 109, 


pm 


čar 


pr 


15. a) Kotač je graf koji se dobije iz ciklusu dodavanjem jednog (središnjeg) vrha koji se spoji su 
vrhovima ciklusu. Ti novi bridovi zovu se žbice, Neka je H, kotuč sa a žbicu, a wi=t(W,). Dokažice du 
vrijedi rekurzivna relucija tez du, ., < do) 2 + 1, tz početne uvjete way =0, w; =1. Odredite 1w,. 


b) Riješlie sličun zudmtak za ljestve su sr prečaka (1j. £,,,). 

16, a) Neka je ceE(K,). Dokužite tiK,—el=(u- 20). 

b) Neka je MEE(K,) sparivanje (v. 8 7) ]ML=r. Dokažite du je broj razapinjučih stabala od K, koji 
sadrže M jednuk Zo češ, 


17. a) Neka je G jednostavni graf, u H dobijen iz G tako du se svaka dva susjednu vrhu iz G spoje sa £ 
bridova. Dokažite da je ri) ks 1(G3 


b) Neka je H graf dobijen iz grafu G tako da je svaki brid iz G zamijenjen putem duljine k. Dokažite da 
jeriHjmktrvtte(G)i 


c) Pomoću b) dokažite da je 1(K,,,1=42""'. 

18. a) Pomoću matričnog teorema o stublima izvedite Cayleyevu formulu; 

b) Dokužite da je t(K,,,h=1 ino", 

19. Neku su TT... T, stabla s disjunkinim skupovima vrhova, u Ke VET,JU...UVITA te 


njev(T)h i=1,....7. Dokužite da je broj siabala na skupu # koje sadrže Tu--..T, jednak 
DN REL ECRI LR aa 


20, Neka je » neki čvrst vrh potpunog grafa K,, u keN dani broj. Dokažite da je broj razapinjućih 
stabula od K, kod kojih e ima stupanj k jednak 


-2 
sa Jure, 


21. Neka je T stablo s vrhovima 1.....£,, Odstranimo vrh stupnja 1 s najmanjim indeksom i napišimo 
indeks njegovog susjeda. Taj se proces tada ponavlja s preostalim stabiom, sve dok ne ostane jedan vrh, 
Na taj način je stablu T pridružen niz od n— 1 brojeva (i),(h4. 046,1) gdjejea,., 21,1 <a,gn, za sve 
i=42....,1— 1. To je tzv. Priiferov kod stabla 7, Dokažite da je to pridruživanje bijekcija i odatle 
izvadite Cayleyevu formulu. 


22. Neka je C ciklus u grafu G, a e,,e, bridovi ciklusa C. Dokažite da postoji rezni skup S takav da je 
SNC=[e),81). 


23. Neka su T,, T, razapinjuća stabla povezanog grafa G. Dokažite du za svaki brid e,€£(T,), postoji 
brid &,6&(7,), tako da je graf (7; e) +e, dobiven zamjenom e, s e, također razapinjuče stablo od 6. 
Dokažite da stablo T, možemo »transformirati« u stablo 7, operacijom zamjene bridova stabla T, s 
bridovima stabla 7, tako da u svakom koraku zamjene imamo razapinjuće stabto od G. 


24. Graf stabala povezanog grafa G je graf čiji su vrhovi razapinjuća stabla 71, T2,..., T, grafa G, pri 
čemu su 7, T, susjedni ako i samo ako imaju točno v— 2 zajedničkih bridova, Dokažite da je graf stabala 
povezanog grafa također povezan. 


25. Neka je S nečlani skup, a st=(A,.4....,4,) familija od 1 različitih podskupova od 5. Dokažite da 
postoji xeS tako da su skupovi AyU[x], AxUix),....A,U[x) svi međusobno različiti. 

(Neka je G graf sa V(G)= df, te sl, AjleodaeS tako da je Am Ajula) ili A,=AjU(a). Za podgraf 
HG, neka je B(H) skup svih pripadnih u. Ako je F maksimalna šuma u G, onda je B(F)=B(G) i 
uzmite xeS\B(F)). 


26. Dokažite da se svaki n-ciklus (kao permutucija) od n objekata, npr. (123... 1) ne može napisati kao 
produkt s manje od ni transpozicija, a može se napisati kao produkt od — 1 transpozicija na u"-? 


načina. 


27. Neka je (X, Y) biparticiju vrhova stubla 7. Ako je |X| =]11+y, p20, dokužite dn skup X sadrži 
baren p +1 vrhova stupnju t. 


28. Primjenom K ruskalovog slgoritma dokažite dla je debelo izvučeno stablo danog težinskog prafu na 
sl. 110 uplimafno. 


29. Dokažite du sljedeči 
Primor algoritam. Ponovi 
minimalne težine s jednim krajem u 7. u s 
težine). 

Nuđite Primovim algoritmom optimalno stablo iz zadatku 28. 


c dok Timu manje od vi bridova, Doduj stablu T brid 
drugim izvan 7 (početni brid neku je bilo koji najmanje 


30. Ako su sve težine međusobna ruzličite. ondu postoji jedinstveno omimalno razapinjuće stubio, 
Dokažite. : 


31. Modificirajte Primov mgoritam tuko du daje minimalno razapinjuće stublo koje sudrži unuprijed 
odubrani brid, 


32. Nađite maksimalno ruzapinjuće slablo (1j. čiju suma bridova je maksimalne težine) zu ležinski gruf iz 
zadaika 28. 


33. Nacrtujte dijagram toku za Kruskalov algorituni, 


34. Napišite progrum zu Kruskalov i Primov ulgorilam u progrumskom jeziku prema izboru. 


83. Eulerove ture i Hamiltonovi ciklusi 


mI 


Eulerove ture 


Eulerova Staza od G je staza koja prolazi. svakim. bridom.od G. (Stoga, po 
definiciji staze, sadrže svaki brid 1očno jednom.j Eulerov problem kenigsberških 
mostova iz 1736. g. (vidi Uvod) upravo pita da li je moguće obići sve mostove tako 
da se svaki brid prijeđe samo jednom. (Odgovor je ne.) Drugim riječima. pitanje je 
da li postoji Eulerova staza na grafu sa sl. 5. 

Tura na G je zatvorena šetnja koja sadrži svaki brid od G bar jednom. 


Eulerova tura je tura koja prolazi svakim bridom točno jednom. Drugim 
riječima Eulerova tura je zatvorena Eulerova staza, Graf G je Kulerov ako dopušta 
Eulerovu turu. 
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svi vrhovi od G parni. 


TEOREM 12, Noprazan povezan graf G je Eulorav < 


Prvo uklanamo jednu lemu. 


ko je 83:2, onda O sadrži ciklus, 


LEMA 


Dokaz, Pretpostavimo suprotno, tj. G acikličan. Neka je if komponenta 
anosti od vrhi o za koji je d(y ff je stabla. Ako je H netrivijalan, 
onda. prema Korolaru 2b), postoje bar dva vrha u ff sa stupnjevima |. što je 
kontradikcija. Ako je H trivijalan, onda ima petlju, a to je onda ciklus, što je opet 
koniradike aa 


DOVE 


Dokaz Veorema, «=: Meka je G Eulerov. Meka je C Kulorova tura na Gos 

početkom (i krajem) u. Svakipuwi kada se unutarnji vrh e od C pojavi u toj turi, dva 
brida koja su mu incidentna se uračunavaju. Budući da Eulerova tura sadrži svaki 
brid od G, d(o) je paran Vogtu, Slično, budući da C počinje i završava u vrhu u, i 
da) je paran pa su svi vrhovi od G parni. 
Pretpostavimo da G nije Eulerov, da je povezan, £>0, a svaki vrh je 
parnog stupnja. Odaberimo takav graf G s najmanjim mogućim brojem bridova. 
Tada je d(o)>2, Ves K Prema Lemi 5, G sadrži ciklus, ij. zatvorenu stazu, Meka je 
€ zatvore iksimalne duljine, Prema p š il 
iura od G, pa G— E(C) ima komponentu G sa g(G')>0. Budu 
on nema vrhova neparnog stupnja. 


lulerova 
"o onda 


Stoga povezan graf G' također nema vrhova neparnog stupnja. Kako je 
E(GI<E(G), zbog izbora od G slijedi da G“ ima Eulerovu iuru €“. Kako je 6 
povezan, to postoji ;eP(CWAK(C"). Možemo pretpostaviti da je » početak i kraj od 
CAC No tad je CC' zatvorena staza od G osa € (CC')>=21(0), što je u suprotnosti & 
izborom od €, & 


KOROLAR 6. Povezani graf G ima Eulerowi stazu <» G ima naj 
nepivnog stupnja. 


še dra vrha 


Dokax, =: Ako 6 ima Eulerovu stazu, onda, kao u dokazu Teorema 1 
vrh koji nije početak ili kraj te staze ima parni stupanj. 


vaki 


Pretpostavimo da je G mnetrivijalan povezan graf s najviše dva vrha 
nepamnog stupnja. Ako G uopće nema takvih vrhova onda, prema Teoremu 12, G 
ima zatvorenu Eulerovu stazu. A ako ima wrhova neparnog stupnja, onda ih mora 
biti točno dva, jer je S.d(v)=22, Neka su ta u, ». Promotrimo novi graf G+e 
dobiven iz G dodavanjem spojnice e vrhova u i ». Svaki vrh od G +e ima parni 
stupanj, pa, prema Teoremu 12, G+e ima Eulerovu turu € p 

€. Tada je staza 6,0)... .2,4 5,1 ulerova staza od G. 


Ovaj Karolar povlači da graf mostova u Knigsbstgu nema Eulerove staze. 


Prlmjec 20. Plan Pariza s bridovima na Seini izgleda kag na slici 1ila). Dali 
iako da preka svakog mosta pređemo samo jednom? 


Prviz može obići 
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orolaru 6. taj graf posjeduje Bule 
staza. 


Zadaci 


1. Moga ži se ove Figure nav 


kiira 


2, Odredite sv; u za koje je potpam pra K, Eulerov. Za kaje m, K,, ima 
turu? 


3. Nadite 
Eulerovu si 


4. Da li postoji 
što? 


5, Neku je G graf čiji su svi vrhovi parnog stupnja. Dokažite du tadu postoje bridno djsjunkini ciklusi 
CG Cace €, 6 G, tako da je ElG)= E(CJUECJU. LELE, 


6. Nuka je G povezan graf sa 2k vrhova noparnog stupnja. Đokažite du tuda postoji # bridno 
disjunkinih staza Q,,0,...., Qu G tako da je E(G) = E(Q ULJU. UE(Q). 


Haemiltonovi sildusi 


Hamiltonov put na G je put koji sadrži sve vrhove. Hamiitonov ciklus na G je 
Ciklus na G koji sadrži sve vrhove od Graf G je Hamiitonov ako sadrži 
Hamiltonov ciklus. 

Prvi je te pojmove razmatrao Hamilton“ 1856. On je postavio ovaj problem. 
Trgovački putnik treba obići neke gradove i vratiti se na mjesto polaska tako da u 


* William . Hamilton (1805 - 1865), irski niatematičar. 
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m 


čini 


boda 


zed 


toku putovanja kroz 
jednom). 

On je imao u vidu konkrelnu igru »put oko svijetla« na grafu dodekaedra: 
gradovi su vrhovi dodekuedra, a bridovi ceste između gradova, Dodekaedar je 
pravilni policdar u čijem se svakom vrhu sastiju tri pravilna peterokuta (20 vrhova, 
30 bridova i 12 peterakuta), čiji se graf može ovako nacrtati (sl. 114.4). 


svaki grad prode samo jednom (i svakom cestom najviše 


Y 
X X 
Y 
a) Dodekacdar je Hamiltonov graf jer b) Herschelov graf nije Hamiltonov jer 
na njemu postoji (debelo izvučen) je bipartitan (biparticija (X, Y) je na 
Hamiltonov ciklus. slici), a ima neparan broj vrhova 


(usp. Teorem 2). 
SL ti4. 
Problem konjičevog skoka na šahovskoj ploči pita da li skakačem možemo 
obići sva polja šahovske ploče tako da se na svako polje dođe samo jednom? 
Drugim riječima, da li na pridruženom grafu postoji »konjičev« Hamiltonov put? 


(Svaka m x n ploča (m,u 23) ima Hamiltonov put skakačem. osim 3x3, 3x5, 3x6, 
4x4) 


Problem egzistencije i nalaženja Hamiltonovih ciklusa mnogo je teži nego 
analogan problem za Eulerove staze. Uostalom da Eulerovi i Hamiltonovi grafovi 
nemaju direktne veze jedni s drugim pokazuju ovi primjeri: 


Eulerov i Hamiltonov 


Ne - Eulerov, ali Hamiltonov A 


Eulerov, ne- Hamiltonov <i> 
Ne- Eulerov, ne - Hamiltonov šo 


SL, 115. 


Danas je jedan od najvećih neriješenih problema teorije grafova dati netrivijalan i 
zadovoljavajući nužan i dovoljan uvjet da graf bude Hamiltonov. 

Sljedeći teorem daje jedan jednostavan nužan uvjet za egzistenciju Hamiltono- 
vog ciklusa. 


TEOREM 13. Ako je G Hamiltonov, onda za svako ŽESeV(G) vrijedi 
a(G-S)s|sl. 


19 KOMBINATORIKA 
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Dokaz. Neka je C Hamiltonov ciklus od G, a B#ScV(G). Tada je očilo 
(€ -S)xisl. 
No, kako je C- S razapinjući podgraf od G— S; o\(G- Sjgo(C- 5) pa slijedi 
tvrdnja. e“ 


Taj uvjet nije baš efikasan, Npr. Petersenov graf P (sl. 116) nije Hamiltonov, ali se to 
ne može zaključiti iz Teorema 13, iako je P—v Hamiltonov, YveK. 


Sada ćemo dati neke dovoljne krite- 
rije da graf bude Hamiltonov. Budući da 
je graf Hamiitonov <» pripadni jednosta- 
van graf Hamiltonov, dovoljno je ograni- 
čiti se na jednostavne grafove. Počinjemo 
s kriterijem danskog matematičara Guy 
A. Diraca (1925— 1984), 


Petersenov graf P 
Sl. 116. 


TEOREM 14 (G. Dirac, 1952). Neka je G jednostavan graf, v23 | 65>v/2. 
Tada je G Hamiltonot. 

Dokaz. Kontrađikcijom. Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi. pa neka je G 
maksimalni jednostavni ne-Hamiitonov graf sa v=3, 8>v/2. Zbog v 23, G ne može 
biti potpun (jer je očito potpun graf s v>3 Hamiltonov), Neka su u, » nesusjedni 
vrhovi u G. Prema izboru od G, G+uv je Hamiltonov. Budući da G nije Hamilto- 
nov, svaki Hamiltonov ciklus od G+uv mora sadržavati brid uv. Stoga postoji 
Hamiltonov put 9,9. ..v, u G s početkom v, =u i krajem u, =v. Stavimo 


S=(v]uu.;€E). T= (fvlvasE). () 
Zbog 0, =v#SUT slijedi 
ISUT|<v, (2) 
Nadalje 
SNT= 2. (3 


Naime, ako veSNT, onda bi G imao Hamiltonov ciklus v,v...bE6B.ge Ba: 
suprotno pretpostavci (sl. 117). 


Us 4% o 


iz (2) i (3) slijedi 


25 <d(u)+d(0)=15|+|7] =|SUT]|+1SNT|<v=5<v.2, što je kontradikcija s pret- 
postavkom. #1 


Ključna je u ovim razmatranjima sljedeća činjenica, 
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LEMA 6. Neka je G jednostavan graf. Pretpostavimo da postoje sesusjeni 
urhovi u, vs #(G) takol da je d(u)+d(v)zv. Tuda je 


G Hamiltonov <> G gus Hamitonoo. 


Dok 


>: G Hamiltonov trivijalno povlači G + wo Hamiltonov. 
Pretpostavimo SG +ue Hamilionov, ali G nije Hamiitonov. Yada, kao u 
dokazu Teorema 14, dobivamo (1) + d(o)<v, što je suprotno pretnostavci.  ž# 


Općenitija tvrdnja od Teorema i4 dana je sljedećim Teoremom. 


TEOREM 13 (Chviisl, 1972). Neka je G jednostavan graf s vrhovima pa 
i stupnjevima dd, <... gd, v23. Pretpostavimo 


desk <vjž 


Tada je G Hamiltonov. 


Dokaz, Pretpostavimo opet da (; nije Hamištonov, tj. da nema Hamiktonov 
ciklus, ali da je i maksimalan u tom smislu. ij. da dodavanjem bilo koje spojnice 
bilo kojih nesusjednih vrhova dobivamo Hamiltonov ciklus. Neka su LANKA 
tisjedni par za koji je k+/ maksimalan (k <). Tada je o, susjedan sa Mpšnucv8, 


+ 


dezu i (4) 


Također je », susjedan sa 24,4... 01.14 pag Ba tj 


dve (3) 
No isti argument kao u dokazn Teorema 14 oda. Lemi 6 povlači 

da i 163 
(5) & (6) Svel-delv-i)e(vek-I) (7) 


Stavimo 1. Zbog (7) je mak pa stoga dd, 
Stoga je, prema pretpostavci (*) i (6): 


d 


=. (6) povlači m 


Vem=ved odel>d, > vodasvomo>l e» d<vol, 


šta je suprotno (4), a 


KOROLAR 7. Neka je G jednostavan grof s vrhovima Di:-+.40, i stupnjevima 
2, V Ako vrijedi 


(a) (P6sa) d, > k 0/2 šli (b) (Bondy) 4, <k, d,zle d,+d,2v (kol), 


onda je G Hamiltonov. žaj 


+i za 


Dokaz, Ako vrijedi (a), onda vrijedi očito (*). 
Pretpostavimo da vrijedi (b)i neka je de kxv/2, 
li dtd,žl+kov, pa stoga dj>i, Stoga opst (*) vri 
Hamiltonovog ciklusa. st 


ada je zbog (b) ili df 
di pa slijedi egzistencija 


io 
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Kužemo da je niz realnih brojeva (7,,/2,...,),) majorizicam nizom (06) 

m š 1. Gral £ je stupnjevima majorizirnu gradom H uko je 
) a nepadajući niz stupnjeva od G majoriziran s odgovarajućim nizom 
Fomilija maksimalnih po stupnjevima (1. oni koji nisu majorizirani stupnje- 
vima nekog drugog) ne-Hamiltonovih pralova može se Hljepo opisati, Prvo nam trebu 
pojam spoja grafova. 


Spoj G V H disjunktnih grafova G i H dobije se tako da se svaki vrh iz G spoji 
sa svakim vrhom iz H, Za | <m<nj/2, neka je Ka VEKA Kaaa 


D 


Canishematski) 
sio118. 
LEMA 7. 


Dokaz, Neka eđsESe#(€,,,) 
BC, 


'PEGREMA 16 (Chvštsl, 19724. dgko je Go neeHamiltonov jedi 
(223), onda je G majoriziran stupnjevima s nekim €, 


»zije Hamiltonos graf. 


up vrhova stupnja n-- 1, Tada je |S 
Sem +1>15], pa, prema Teoremu 13, Ela Bije Hamiltonov, ži 


most 


prjeva gri 
postoji m«vj2 tako da jed,šmad,_,,<vm. 


Stoga je (d,,d,,....d,) majori 


a io je niz stuprijeva od CoA 


KOROLAR 8 (Gre, Bondy 1972). Ako je G jednosicvan graf sa vx=3 i 


vi E X: 
ži 5 +1, onda je G Hamiltonev. Nadalje, jedini ne-Hamiltonovi jednostavni 


vi 
grafovi s v vrhova i ( 2 )* 1 bridova su €,,, 1 za v=5, C, g. Kk 


ižokaz, Neka je G ne-Hamilionov jednostavan graf, vi=3, Prema Teoremu 16, 
G je stupnjevima majoriziran nekim U, za neko Om v/2, Stoga, prema Feore. 
vau 1, imamo 


pdv Zap) lv m dm (vd 


1 
(m dim 2) (m Div 2 1) o m )+ ke 


aa e 


pa slijedi orva tvrdnja. 
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ika 


tia 


ia 


ed 


I 


io 


Dalje. jednakost u (*) može vrijediti sumo ako G ima isti niz stupnjeva kuo C,,,, 


idi . v-1I . 
Jednakost vrijedi u (**) <» (m=2, v=5) ili m=i, Stoga e(o1=( . ) ako i 
samo ako G ima isti niz stupnjeva kao €), ili C,,,, a onda to lako povlači G=, ,, 
ii GeC,,. 1 


Da bi se ustanovilo da li neki graf ima Hamiltonov pul (ili ciklus), često treba 
primijeniti neku ad hoc-metodu. Pokažimo to sljedećim primjerom. 


Primjer 21, Graf G na slici 19. sema Humiltonov put. Dokažite. 


Sl. 119. 


Dokaz. Svaki Hamiltonov put sadrži najviše dva brida incidentna nekom vrhu. Vrh o, gratu G imu 
stupanj 5, pu stog barem iri brida incidentnih sa > nisu u Hamiltonovom putu, To isto vrijedi i za 
vrhove 9 i o;,. Stupnjevi vrhovi 1. 54.14 1 9,4 jednaki su 3 pa barem jedan brid incidentan svakom tom 
vrhu nije u Hamiltonovom pulu. Prema tome, ako G sadrži Hamiltonov put, ondu na tom putu ne smije 
biti barem [3 od ukupno 27 bridova od G. Budući da G ima 16 vrhova, na Hamiltonovom bi putu od G 
trebala biti barem 15 bridova. Dukie G nema Hamiitonov put. Il 


Problem kineskog poštara i Fleuryev aigoritam 


U poštanskom uredu poštar pokupi poštu, odlazi je razdijeliti i potom se vraća 
u poštanski ured. Pritom on mora barem jednom proći svakom ulicom nekog 
područja. Naravno, on želi odabrali rutu kojom će hodati što je manje moguće. Taj 
problem je poznat kao probiem kineskog poštara, jer ga je prvi razmatrao kineski 
matematičar Kuan (1962). 


a 


U težinskom grafu definiramo težinu ture W€;9,.. 2,9 kao 5. w(e,). Problem 


imi 
kineskog poštara je da se u povezanom težinskom grafu s težinama >0 nađe tura 
najmanje težine. Takvu turu ćemo zvati optimalna tura. 

Ako je G Eulerov graf, onda je svaka Eulerova tura na G optimalna, jer 
Eulerova tura pređe svaki brid samo jednom. Problem kineskog poštara u tom se 
slučaju rješava lako; postoji, naime, dobar algoritam za nalaženje Eulerove ture u 
Eulerovom grafu. Taj algoritam potječe od Fleurya i konstruira Eulerovu turu tako 
da bira stazu na način da u svakom trenutku bira rezni brid nepređenog podgrafa 
samo ako nema (druge) alternative, 
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Ficuryev algoritam 
1. Odaberi proizvoljan vrh », i stavi Hy ==v, 


2. Pretpostavimo da je staza Hi=toeb. 
GE \lejp.e2.... 6) tako da vrijedi 


%; već odubruna. Tada odaberi 


(i) £,., je incidentan sa v; 


(ii) osim ako nema druge mogučnosti, e,, , nije rezni brid od G,=G — 0,.6)). 


3. Stop kada se korak 2. više ne može izvršiti. 

Fleuryjev algoritam očito konstruira stazu u G. 

Za taj jednostavan algoritam nije sada teško pokazati da ako je G Eulerov 
gral, onda je svaka staza konstruirana Fleuryjevim algorivmom Eulerova tura u G, pa 
stoga i optimalna. Isto tako se tako vidi da je to također dobar algoritam tučinile to 
sami). 

Ako G nije Eulerov graf, onda svaka tura u G pa stoga i optimalnu tura prolazi 
nekim bridom više nego jednom. 

Npr.. neka je G ona si. 120. Tada je xujwuzwesuwexzyx opimalna tura 
(dokažite sami). Bridovi ux, xy, yw, we prijeđeni su dvaput u toj turi, Tu je pogodno 
uvesti operaciju dupliciranja brida. Kažemo da je brid e dupliciran ako su njegovi 
krajevi spojeni novim bridom težine «(e). Dupliciranjem bridova ux. xy. wi ww 
gornjeg primjera dobivamo graf (si. 121). : 


Sl. 120. 


Sada možemo preformulirati problem kineskog poštara ovako. Zadan je težinski 
graf G s nenegativnim težinama. Tada treba 


(i) Dupliciranjem bridova nači težinski Eulerov nadgraf G* od G, tako da je 
w(e) najmanje moguće; 

«EIGNE(GI 

ii) Naći Eulerovu turu u G*. 


Da je to ekvivalentno problemu kineskog poštara, slijedi iz činjenice datura na Gu 
kojoj se brid e pređe m(e) puta, odgovara Eulerovoj turi u grafu dobivenom iz G 
dupliciranjem brida e točno m(e)— 1 puta i obratno. 

Za rješavanje (ii) već znamo dobar algoritam — to je Fieuryjev algoritam. 
Dobar algoritam za (i) su dali Edmonds i Johnson 1974, No to je dosta komplici- 
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fano pa se nećemo u to ovdje upuštati općenito, nego ćemo promotriti specijalni 
slučaj kada G ima točno dva vrha neparnog stupnja. 

Neka su ue P(G) jedina dva vrhu od G neparnog slupnja. Neka je G* Eulerov 
tazapinjući nadgraf od G, dobiven dupliciranjem bridova, Oznučirao £* (5%). 
Podgraf G*[8"\E]GG* također ima samo dva vrha u,vy neparnog stupnja. iz 
Korolara 1 slijedi da su u, » u istoj komponenti od G*TE* NE], pa su u, o povezani 
(ić v)-putem P*. Neka je P (u,v)-put u G minimalne težine. Tada je 


w(elzw(P")zwiP). 


ENE 


Stoga ju 5. ele) minimalan ako je G“ dobiven iz G dupliciranjem svakog brida 
mošt NE 
a minimalnom (u, v)-putu u G, Dobar algoritam za to je Dijkstrin algoritam. 


Problem trgovačkog putnika 


Trgovački putnik želi posjetiti neke gradove i vratiti se na početak. Ako je 
dano vrijeme putovanja među pojedinim gradovima, kako treba napraviti plan 
Putovanja tako da svaki grad posjeti točno jednom i da putuje što je moguće kraće? 

Taj problem zove se problem trgovačkog putnika. U terminima teorije grafova 
ireba naći u potpunom isžinskom gralu Hamikonov ciklus najmanje težine. Takav 
ćemo ciklus zvati optimalni ciklus. Za razliku od problema najkraćeg puta i 
Problema spajanja, do danas nije poznat efikasni algoritam za rješavanje problema 
trgovačkog putnika, Stoga želimo naći metodu za razumno dobro (ali ne nužno 
Optimalno) rješenje, Pokazar ćemo kako se prethodna teorija može iskoristiti u tu 
svrhu. 

Jedan od mogućih pristupa je da se prvo nađe neki Haraitonov ciklus C pa da 
Se onda traži drugi manje težine tako da se C malo modificira. Najjednostavnija 
modifikacija je sljedeće, 

Neka je € 
nov cikhis 


Tada za sve bj, 1 <i+1<j možemo naći novi Hamilto- 


m ija 


lako da odstranimo bridova v,z, 


, je> & dodamo bridova uy, te 9,., pra Kao na 
na sl. 122, 


Mind 
kadet 


Ako za neke ij vrijedi w (op) + Ju «< 
POP tlon,) onda će ciklas €, 
biti poboljšanje od €, Makon niza modifika. 
cija, preostat će ciklus koji se više ne može 
poboljšati tom metodom. Kouačni ciklus go- 
tovo sigurno neće biti optimalan, ali je ra- 
zumno pretnostaviti da će biti prilično do- 


bar. DJa se postigne veća točnost, tu se prove 


dura može ponoviti višeput, počinjući svaki- 
put s različitim ciklusima. 


ne 
& 
tA 


Primjei + Za dožioski graf na sl, 23. mate neki priblikim viklus optimulnone. 


Rješenje. 


A. Mu njemu 
ciklusom 


> 


= 


tu 


i 
Ed 
&% M £ 
nei 
D 


Neku indikaciju o lome koliko je dobro mkvo rješenje može se dobiti primjenom Kruskulovog ulgoritma. 
Pretpostavimo du je C optimaini ciklus od G. Tađu je € Hamiltonov put u G e, Voak, pa je stogu 
tablo od G— +. Dakle, ako je 7 optimalno stablo od G ri ako su u f bridovi incidonini s e 
tako du je w(eJ+w4f3 minimalno, onda je w(ZJene(ej aa (f) donju međa za w(C). Ako uzmemo npr. 


r=€, nalazimo (7) wfeh=21 wtf1=25. Stoga zaključujemo da za težjau w(C) optimalnog 
ciklusa vrijedi 178 k»(C) 192. Mt 


Neke su druge metode i poboljšanja prethodne moa difikacije ciklusa također 
bile provedene pa se pokazalo da je efikasnije praviti zamjenu triju bridova 
odjednom umjesto samo dva, ali i da nije preporučljivo tu ideju tjerati dalje. 


Zaderi 


i. Dokažite da X, ima (n— $);2 Hamitonovih ciklusa, a =3. 


Peka je G bipartitan gra s bipurticijom 41, #), gdje je JXPA LX. Dokažite du € nije Hamikonov. 


3. Karakterizirajić gralove u kojima Qurat ujedno i Hamiltortoy put (ciklus). 


4. Uredite da li grafovi na slici imaju Hamihtonov ciklus iti pui 


va» 


$. Dokažite da Perersenov graf # nije Humihtonov, ali je P- e Hamiltonov žu svako veK(P). 


nođeru 10 prijutekja. U tom dvanaesločkanom društvu si 
se tih 12 ljudi može posjesti oko okruglog stola tika du se svaka osobu 


hurem & u 
pozanje sa 


u) Ako ju G Eulerav. onda je (46) Eulerov i Hiumitonov: 
bl Aku je G Humiltohov, Bndii je i ZG) Humiltonovi 


e] Obrati ad a] i bi ne moruju vrijediti. 


#. Preipo: 
mi Sia] 


imo du graf (ima Hamiltonov put. Dokažite da za svaki pravi podskup Se X vrijedi 
+1 


9. Dokužite du graf nu slici nema Hamiltonovog puta 


SL 125. 


10. Neku je G povezan graf su v> 25. Dokažite da G ima put duljine barem 25. 
dPrepostavite du najdulji put ima duljinu £<258, pa metodama kao u dokuzu Teorema 14 pokažite da 
G ima ciklus duljine k +1, Sada koristite povezanost.j 


. v-š 
[t. Neka je G jednostavni gral su vz6š i e>( 2 Jes Dokažite da je tuda G Hanmiitonov. 


12. Neka je G jednostavan i za svaka dva vrha u i g je d(u)+d(o)>v— 1. Dokužite du G imu Hamikonov 
nut. 


13. Neka su dj£d,£...<d, stupnjevi vrhova jednostavnog grafa, v222. Pretpostavimo da vrijedi 
dgk-1<v2-1=d.,.x2v-k. Dokažite da G ima Hamištonov pul. 


14. Zatvorenje c(G) jednostuvnog grafa G je graf dobiven iz G postupnim spajanjem parova nesvsjednih 
vrhova čija je suma stupnjeva barem v. sve dok takvih parova ima. Dokažite da je c(G) dobro definiran 
tu da je G Hamiktonov sko i samo uko je «(G) Hemiltonov. Specijalno. ako je c(G) potpun, ondu je G 
Hamiltonov. 


15. Dokužite da je najveći broj međusobno disjunktnih Hamiltonovih ciklusa u potpunom grafu K, 
jednak [(u-- 142). 


16. Nuertajte dijagram toka i nupišile program za Fleuryev algoritam u programskom jeziku prema 
izboru. 
$ 4. Povezanost 
Vršna i bridna povezanost grafova 

Rekli smo da je gral G povezan aka se svaka dva vrha mogu spojiti putem u G. 
No uko je G povezan, tada je važno znati »kako jako« je G povezan, tj. koliko 


najmanje vrhova (ili bridova) treba izbaciti iz'G da preostali graf postane nepove- 
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zan. To nus stogu nuvodi na to da definiramo parametre koji će mjeriti »jačinu« 
povezanosti. : 

Povezanost (ili vešna povezanost) x =x(G) grala G je najmanji broj vrhova čijim 
izbacivanjem preostali graf postaje nepovezan ili trivijalan. > 

Naprimjer, 


6 6, 6 . KA 55 
#f6,)z1 *(5,)=2 *(6,)=3 *(G]=4 *(G,):2 


Si od20 


Jasno je da je povezanost trivijalnog ili nepovezanog grafa 0, a potpunog grafa K, 
jednaka r— 1. Ako je G#K,. onda postoje dva nesusjedna vrha v,,v,. Ako 
odstrunimo svih ostalih "—2 vrhova. dobijemo graf u kojem »,,v, nisu spojeni 
putem. Dukle. ako G nije potpun, onda je x(G)Kv- 2. 

Vršni rez od G je podskup V'€ V, tako da je G— V' nepovezan ili irivijalan, a 
kevršni rez je vršni rez od k elemenata (lj. |V'|=X). Kažemo da je G k-povezan ako 
je x(G)=k. Dukle, k-povezan graf nema vršnih rezova K' za koje je IVlsk- 1 
Netrivijalni povezani grafovi očito su 1-povezani, 

Analogno se definira bridna povezanost. Bridna povezanost x (G) od G je 
najmanji broj bridova čijim izbacivanjem preostali, graf postaje nepovezan ili 
trivijalan. Drugim riječima, x'(G) je najmanji broj bridova nekog bridnog reza od 
G. 

Kažemo da je G k-bridno povezan, ako je x'(G)>X. Naprimjer, za grafove na 
prethodnoj slici je (G,)=1, (G,)=2, X'(G,)=3, x (Go)=4, (G3)=3. 

Veza između vršne i bridne povezanosti dana je u slijedećim Teoremom. 


TEOREM 17. x(G)<x'(G)<8(G) (ili kratko x<x' <5). 


Dokaz. Ako je G trivijalan, onda je X =0<8, a ako je G netrivijalan onda 
skup svih karika incidentnih s vrhom stupnja 6 čini &-bridni rez od G, pa je x'<8. 

Dokažimo prvu nejednakost, Ako je G nepovezan, onda je x=x'=0, Ako je G 
povezan i x(G)=1, onda G ima rezni brid e.jlzbacimo li jedan od krajeva od e 
dobivamo ili nepovezan ili trivijalan graf. Dakle, i u tom je slučaju k<x'." 

Pretpostavimo da je x'2>2. Tada odstranjivanjem x“ bridova preostali graf 
postaje nepovezan, a odstranjivanje bilo kojih x'—1 od tih bridova još uvijek 
ostavija bar jedan rezni brid e=r,r,. Za svaki od tih 1 bridova odaberimo 
jedan kraj. različit od , i e,. Izbacivanjem tih vrhova dobivamo graf iz kojeg smo 
izbacili x'- i bridova i možda još kojeg. Ako je taj graf nepovezan, onda je prema 
definiciji x<x'— 1. Ako je taj preostali graf povezan, onda on ima rezni brid e, pa 
izbacivanjem onog od krajeva », ili e, koji ima još susjeda dobivamo nepovezan ili 
trivijalan graf, pa je sada x<x“. U svakom je slučaju, dakle, x<x. Mi 


KOROLAR 9. Ako je G jednostavan povezan graf, onda je 
*(Gj<8(G)gl2e/v). 
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Dokaz. Teorem | povlači 
švadtei4 adu je 


ato s Teoremom 17 povlači tvrdnju. #4 


Zanimljiv dovoljan uvjet za jednakost u Tearemu daje sljedeći Tearem. 


TEOREM 18. Neku je G jednostavan graf sa 8 19/2]. Tuda je x 

Dokaz, Zbok šalu | - BE G je povezan (jer kad bi imali i 
komponenie luko broj vrhova 2v+ 1). Stoga je 
prethodnom Teoremu, ići, Dakažimo s“ 26. Pretpostavimo x' < 6, 
bridni i ed. Ena su bridovi iz £' ka E Ken 2 
vrhova x PADESIGNCE 
vrh iz 5 kraj barem jednog brida iz a e reza &'. Označimo 6 G, Sr SJ Ti 
je#(G) (98 )/2>(p56-8)/2=5(p-—1) /2>p(p— 1/2 jer je Š>x zp. No jedno- 
slavni graf G, s s (najviše) D vrhova može imati najviše p(p— 1) 2 bridova. Stoga ji 
iS >p. Analogno je i [Sl >g. Sada |Sl>p i [S>aq povlače da u skupovima Si 5 
postoje vehovi sus edni s sa samo vrhovima iz S i S redom. 


da postoji 


Stoga svaki od skupova S i S ima barem 8+] 
j +2 > v, što je koniradik. 


rhova, pa G ima barem 2542 
bi 


više od jednog pura te familije. 


TEOREM 19 (H. Whiiney,“ 1932). Meka je G graf sa “23. Tada vr 


(svaka dva različita vrha u G povezana su 
I. povezan <: 


s barem dva unutarnje disjunkima puta, 


zako su svaka dva vrha povezana 5 bar d disiunktna 


puta. onda je očito & povezan i nema 1-vršni rez. Stoga je G 


nutarnje 
2-povezan. 

: Neka je : 2epovezan i ure". Dokaz ćemo provesti indukcijom po do) 
Nekaj je d(u,vj=1. Kako je G 2povozan, brid uv nije rezni brid (jer >x 
a izbaciti bar . brida) te je, prema Teoremu 5, brid uv sadržan u ciklusu € "pa 
te ni » mogu spojiti s dva unutarnje disjunktna puta # i C--e, 

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za svaka dva vrha na udaljenosti <k, Neka 
su woaK, d(mv)=k>2. Tađa postoji Ga e)i-put duljine k i neka je w vrh koji 
prethodi vrhu s na tom putu, Kako je d(uw)=k—1, prema pretpostavci indukcije 
postoje iumutarnje sjuaktni (1, w)j-putovi 
PQ ou G, Budući da je G 2-povezan, 
Gow je povezan pa postoji (u, »)-put Pu 
Gov. Meka je x posljednji vrh od P' koji 
je u PUŽ (4, 127). Kako ja usPUQ, 
takav x postoji (možda je i x==2), Možemo 


ć Whitney (1207-1986), američki matematičar. 
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preipostaviti da je xe?. Tada su dva traženu unutarnje disjunktna (1, »J«puta ova: 
jedan je [(t vidio od PJUf(x, pjedio od 21, a drugi QlUwo. 


Whitneyew icorem se m 
provesti u $. 9, Usmjereni 


gonoral 
ovi.) 


Hi na k-povezane ; 6. (oku: 


TEOREM (M, Menger*). Neku je G graf su v; 1. ada vrijedi 


java ku doo različita vrha od G ponezana su 


do barem k unutarnje disjunlanih putova. 


Bridni analogon tog ieorema je 


BRP RIRIE NE: svaka dva različita vrha od G Povezana su 
tiraf G je kebridno povezan <» pa ; 
g s barem k bridno disjunkinih putova. 


Povezani graf koji nema reznih vrhova zove se blok. Svaki blok s bar tri vrha ji je 
2- povezan. Blek grafa ja podgraf kaji je blok i koji je maksimalan s obzirom na to 
svojstvo, Očito je svaki graf unija svojih blokova. 


Naprimjer, graf i njegovi blokovi su na sl, 


KOROLAR 10. Ako je graf G 
jedničkom ciklusu, 


povezan, ondu su svaka dva »rha od G ona za- 


Dokaz, Tvrdnja odmah slijedi iz Whitneyevog teorema, jer su svaka dva vrha 
na zajedničkom ciklusu ško i samo ako su povezana s dva unutarnje disjunkuna 
puia. 

Ovdje je zgodno jesto da uvedemo operaciju subdivizije brida. no da je 
brid e subdividiran ako je na njemu dodan novi vrh. Točnije, kose e zamijeni s 
putom Buljine dva koji spaja krajeve od e, a unutarnji vth tog puta taj je novi vrh. 
Drugim “ima, subdividiranjem od e umeće se na # vrh stupnja 2. 


Naprimjer: 


Ny 
brida & 
S1o129, 


* Karl Monper (1902 1983), zustrijski matematičar. 
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saa 


baš 


jasa 


Nije teško vidjeli da vrijedi 
LEMA 7, Klasa blokova s bar 3 vrha zatvorena je na operaciju subdividiranja. 
Dokaz prepuštamo čitaocu. 81 


KOROLAR !1. Neka je G blok sa v>3. Tada su svaka dva brida od G na 
zajedničkom ciklusu. 


Dokaz. Neka su e,,e,€E(G). Subdividirajmo e, i e,, uvodeći nove vrhove 
b,.6,. Dobivamo graf G'. Prema Lemi 7, G' je biok s barem 5 vrhova pa je 
2-povezan. Prema Korolaru 10, v, i o, na zajedničkom su ciklusu od G“ pa su stoga 
€, i e, na zajedničkom ciklusu u G (v. sl. 130). št 


Sl. 139. 


Konstrukcija pouzdane komunikacijske mreže 


Zamislimo da graf prikazuje komunikacijsku mrežu čija je povezanost (ili 
bridna povezanost) najmanji broj komunikacijskih centara( ili veza), čiji raspad 
predstavlja opasnost za dalju komunikaciju u sistemu. Što je veća povezanost ili 
bridna povezanost, veća je i pouzdanost mreže. S tog gledišta stablo je kao takva 
mreža vrlo nepouzdano, a potpun graf vrlo pouzdana mreža. No spojiti izravno 
svaka dva centra (kao u potpunom grafu) bilo bi prilično skupo i neefikasno. 
Stoga promotrimo sljedeću generalizaciju problema spajanja. 


Problem. Neka je G zadan težinski graf i keN zadan broj. Treba odrediti neki 
k-povezani razapinjući podgraf od G minimalne težine. 

Za k=1 to je naprosto problem spajanja koji smo riješili Kruskalovim 
algoritmom. Za k>!1, problem je općenito još uvijek neriješen i čini se da je vrlo 
težak. Ako je G potpun graf sa n vrhova a svi bridovi težine jedan, onda je 
k-povezani razapinjući podgraf od G minimalne težine graf sa n vrhova i mini- 
malnim brojem bridova. Neka je f(k,n) najmanji broj bridova koje mora imati 
k-povezani graf sa n vrhova, Pretpostavljamo naravno da je k<n. Iz Teorema 1 i 
Korolara 9 imamo 2f(k,n)= X d(v) 28" >kn, odakle slijedi š 

: Ca 


Ka ">[21 &] 
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Suda ćemo pokuzali da u sivuri vrijedi jednukost u (=) tako što ćemo 
konstruirati k-povezani graf san ovrhova #1,,, koji ima točno [kx/2] bridova. 
Konstrukcija ovisi o parnosti kin. 

Slučaj 1. k paran, k =2r, Konstruirujmo H,,,, ovako. 

Vrhovi su 0,1,....n— 1, a vrhovi ij su spojeni  |i-ji<r=i-r<j<i+r (tu je 
zbrajanje mod #). Npr. na sl. 131.a) je Hi. 


SI. 131. 


Slučaj 2. k neparan, k=2r+1, u paran. Tada se H,,,,., konstruira tako da se 
prvo nacrta 42, pa se dodaju još bridovi koji spajaju vrh i sa i+n/2 (mod n), 
O<ign/2. Npr. na sl. 13i.b)je Hs,g. 


Slučaj 3. k neparan, n neparan, k=2r+1. Tada se H,,,,., konstruira tako da 
ni. n+! 


se prvo konstruira H,,, pa se još dodaju bridovi koji spajaju vrh 0 sa o i = 


+1 = 
a vrh isa i+s> i<i<> Npr. na sl. 13L.c)je Hg. 


Lako se vidi da je e(H, ,)=[kn/2]. Dokažimo da je H,., k-povezan. 
TEOREM 20 (F. Harary, 1962). Graf H,,, je k-povezan. 


Dokaz. Slučaj 1. k==2r. Pokažimo da H,,, nema vršni rez s manje od 2r 
elemenata. Budući da je H,,,, simetričan, dovoljno je pokazati da nakon izbacivanja 
manje od 2r vrhova možemo putom spojiti vrhove 0 i p, za p=1,2,...,1-1. 
Pretpostavimo da ih ne možemo spojiti putom nakon izbacivanja skupa od 2r-i 
vrhova V'=(i,,i2,.->12,-,) U. da su 0 i p u raznim komponentama od H,,,,—>V'. 

Jedan od segmenata S=[0,p], T=[p,n] sadrži najviše r—1 vrhova iz V' 
Uzmimo da je to 5. Tada očito postoji niz različitih vrhova u S\V' koji počinje s 0, 
a završava sa p, tako da je razlika susjednih članova tog niza <r. No takav je niz 
jedan (0,p)-put u H,,,,— V', što je suprotno tome da su 0 i p birani u raznim 
komponentama. Dakle, H,,,, je 2r-povezan. 

Drugi se slučajevi dokazuju analogno. Dakle x(H, ,)=k. 3 

Dakle, iz Teorema 20 proizlazi da je f(k,n)=[kn/2]. Prema tome, H,., je 
k-povezani graf sa n vrhova i najmanjim brojem [ kn/2] bridova. Uočimo da je zbog 
*x<x (Teorem 17) H,.,, i bridno k-povezan. : 
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Začeci 


d, Neka je G žebridno povezan graf (#>0), E'e 


NG) sa [E] sk, Dokužite đa je (6 EJ<I. 


2 Za k>0 nadita kepovezani graf GG te H(6) sa |V==k tako da je o(G- )>2. 


3. Dokažite da ju 6 kepovezan (vk 1) nko i sno ako se G ne može prikazati kao G,UG,, gdje je 
VGA VGA PIG PG JOLO kt. 


4 Ako je G k-bridno povezan, sndu je € 2 k 472. Ižokužite. 


5, Ako je G jednostavan i ši» 2, onda je x==5, Mađite 


nostavni graf za koji je ERE LTA 


6. Ako je G jednostavni grafi 52 (v4k—2).2, ondu je 6 kepovezna. 


7, Nađite jednostavni graf sa 6 ==|(v/2]- 1] 14 


#8. Dokažite da je gra 2-bridna povezan ako i sama uko sn svaka dvu vrhu povezana s barem dva bridno 
disjunktna puta. 


9. Ako ja G jednostavan J-regularan graf, dokažite da je « 
10. Ako G nema parnih ciklusa, dokažite da je svaki blok od G ili X, ili X, 15 neparni ciklus. 


11. Dokažite da ja broj blokova u £ jednak 1+ Y/ (#(03-- 12 gdje je bfel broj blokova u G koji sadrže 
vrh o ek 


12. Dokužite da jeu (He (H,,, 


12, adio povezani gral ga ve 


vezani grač su 


ia, Meku je g(&, 
gtkon)e=[kn/2 


#) najmanji broj bridova 


sve kn>i, 


Fiduo povezanog grafa sa u vrhova. Dokažite da je 


i5. Ako 6 nije Zpovezan, dokažite da nije Hamlltonav graf. 


16. Meka je G 2-povezan graf, Nazavimo dva brida od G ekvivaleninim ako su il 
odstranjivanjem gral postaje nepovezan. Dokažite: 


naki Hi njihovim 


da je to rel skvivalencije; 0) da su svi bridovi klase ekvivalencije u jednom ci 
& kvivalencija, da su onda komponenta grafu 6 
nata od 6 £(P) dobivamo ciklus. 

(Dokažita da su dva brida ekvivalenina ako i samo ako su bridovi istog ciklosa.) 


17. Graf G(v 22) je uekričičen ako je x(G--e)«u(G), Ves&(G), Dokažite da kritičan 2epovezani gral 
ima vrh stupnja 2, a odavde indukcijom po pokažite da ja za takve grafove «g2v— 8. (Indukcijom 
DO €. Za es& promotitu 6-2. Ako je io kritični btok, primijenite indukciju, a ako nije, onda postoji “€ 
iako da je (G-e)-z2' biak. Iz (6 € (6 -€)-2 pokažite da su e i g“ incidentni vrhu stupnja 2 u G) 


15. Opišite dobar algoritam za nalaženje blokova gralu, 


$ 5. Bojenje prafava 
Bojenje vrhova 


kobojenje vrhova grafa G je pridruživanje koje svakom vrhu iz G pridruži neku 
boju 1,2,...,&, 1). to ju funkcija V(G)(1,2,...,8). Bojanje je pravilno ako su 
različiti susjedni vrhovi obojeni različitima bojama. 

Pravilno Kebojenje grafa G bez petlji zapravo js rastav (5... 4) od Kina 
E disjunkinih skupova (od kojih neki mogu biti = (2) i koji su nezavisni. Kažemo da 
je SV nezavisan skup ako nikoja dva vrha iz 5 nisu susjedna u G. 
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Kažemo da je G keobojlv ako dopušta pravilno kebojenje vrhova, U daljem 
iekstb ćemo za »pravilno k-bojanje vrhova« kraiko govoriti kebojenje. 

Jasno, G je k-obojiv uko i samo ako je pripadni jednostavan gra! k-obojiv. 
Stoga je u daljoj diskusiji dovoljno ograničiti se na jednostavne grafove, Jednostav- 
ni gral je 1-obojiv ako i samo ako je G prazan (1, E(G)=2). Nadalje, G je 2obojiv 
ako i samo ako je G bipartitan. 


Kromaiski broj y(0) 


min [AIG je k-obojiv). Ako je »(G)= k, kažemo da jec 
zokromitski. < : 


Primjer 


. Odredite r(6), G nu sh. 122. 


iramatski i vehovi su 


Bješenje. Ovuj graf j 
3, Taj graf nije 2.kromuatski, 


mir obojeni bojama 1, 
jer nija bipartitan, 


Dalji primjeri su: a) y6K,)=u; b) Ako 
je G Herschelov graf (sl. 114.6), onda je 
Y(G)=2; 0) Kromatski broj Petersenovog 
grala P (si 116)ja 3, 


Kad se radi s bojenjima, koristan je pojam sp klase grafova 
Zovu kritični grafovi. Kažemo da je graf G kritičan ako je viH)<vyi(G) 
pravi podgraf HG, k-kritični graf je graf koji je kekromatski i kritični. 

Svaki k-kromatski gral ima k-kritični 
podgral. Naprimjer, Grbizsehov graf je 
4-.kritičan (sl, 133). š 

Svaki je kritični graf povezan jer bi 
inače komponenta imala isti kromatski 
broj kao i čitav gral. Sada čemo pokazati 
neka osnovna svojstva kritičnih grafova. 


(TEOREM 21. Ako je G kekritičan, onda je 8>k—1, 


“Dokaz Komiradikcijom. Neka je G kokritičan i g<k-i ie neka je reK(G), 
d(pj=2. jer je G kekritičan, Gt je (k- lJeobojiv. Neka je (#4, #,,..., M401) 
(X I)-bojenjs od G — v. Tada je » susjedan sa 6 <k— | vrhova u G, pa stoga (prema 
Đirichletovom principu) v mora biti nesusjedan u G sa svim vrhovima iz nekog V, 
No tada je (VV)... VAO (03,2... Via) jedno (Kk Debojanje od G, Koniradikci- 
ja. Stoga ješzk EJ 


koji se 
A svaki 


i. 


(KOROLAR 12. \Neka je G k-kromatski graf. Tada je barem k vrhova od G 


stuprija“ 2 


Dokaz, Neka je G kekromalski, a H kekritični podgraf od G, Prema Teoremu 
21, svaki je vrh u H stupnja 2-1 u H, pa stoga iu G. No kako je M kskromatski, 
viH) zik pa tvrdnja slijedi. #8 


\KOROLAR 1 


Za svaki gral je > 


34 


DI 


27 


osa 


do 


Dokaz. To je izravnu posljedica Korolara 12 jer y(G)=k = 3k vrhova 
Paćo dh liko da je Ažd(0,)...d(6)>k-1. 18 

Neka je Se K(G) vršni rez povezanog grafa, Tada je G-- S nepovezan i neka su 
KaVa.. Ka skupovi vrhova komponenti od G- 5. Podgrafovi G;=G[MUS]. 
i=1,...,1 zovu se S-komponente od S, 
ONENE S== (u, 0] vršni je rez od G (sl. 134) a G,.G,.G, (u, v]-komponenie od 


BLU HILVN 


G #7 6, 
SI. 134. 


Kažemo da se bojenja grafova G,,G,....,G, slažu na S ako je svakom vrhu veS 
pridružena ista boja u svakom od bojenja. , 
Klika jednostavnog grafa G podskup je SS V(G). tako da je G [S] potpun graf. 


PROPOZICIJA 3. U kritičnom grafu nikoji vršni rez ne može biti klika. 


Dokaz. Kontradikcijom. Neka je G k-kritičan graf i pretpostavimo da G ima 
vršni rez S koji je klika. Neka su S-komponente od G podgrafovi G,,....G,, Kako 
je G kokritičan, svaki G, je sigurno (k — 1)-obojiv. Nadalje, jer je S klika, vrhovi od S 
moraju biti različito obojeni u svakom (k— 1)-bojenju od Gj. Stoga postoje (k—1)- 
bojenja od G,,...,G, koja se slažu na S. No ta bojenja zajedno daju onda i jedno 
(k— I)-bojenje od G. Kontradikcija. ## 


KOROLAR 14. Svaki kritični graf je blok. 


Dokaz. Ako je v rezni vrh, onda je (v) vršni rez koji je trivijalno (naravno) i 
klika. No iz Propozicije 3 slijedi da kritični graf nema rezni vrh. Drugim riječima, 
svaki kritični graf je blok. 1 

Još jedna trivijalna posljedica Propozicije 3 je 


KOROLAR 15. Ako kokritični graf G ima 2-vršni rez (uu), onda u i v nisu 
susjedni. 


Bojenje bridova i Vizingov teorem 


Analogno gornjim pojmovima definira se da je graf bez petlji G k-bridno obajiv 
ako posjeduje pravilno k-bridno bojenje, tj. pridruživanje koje svakom bridu 
pridružuje jednu od k boja, s time da su susjedni bridovi različito obojeni, 


Bridno kromatski broj grafa G bez petlji je y(G):=min (k]G je k-bridno 
obojiv). G je birdno kskromatski ako je y (G)=k., 

Očito uvijek vrijedi: y >A, jer naprosto obojimo sve bridove incidentne s 
vrhom vu, za koji je Pajo sa A različitih boja. 


20 KOMBINATORIKA 
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Najvažniji teorem.ovdje:je sljedeći. 
TEOREM 22 (V. GiVizing, 1964). Ako je G jednostavan graf, onda je 
ž “ y=A ili y=4+1. za 


Ako je G bipartitan, onda je y=A. 


Primjer na sl. 135 pokazuje da može biti 


yY=A+1l. 


Ustvari, vrijedi općenitije: uko je G bez petlji, onda je y(G)SA +, gdje je 
u=u(G) multiplicitet od G, tj. maksimalni broj bridova koji spaja dva vrha u G. 
Dakle Vizingov teorem u općoj formi glasi: za graf bez petlji jeAgy<A+un 

Gornja međa se dobiva npr. tako da se uzmu tri vrha pa se svaka dva spoje sa 
u bridova. 


Dokaz Teorema 22. Buduči da je #'(G) >A, treba samo pokazati y(G)<A+1. 
To ćemo dokazati indukcijom po €. Za e=1 teorem je očit. Stoga uzmimo da smo 
pravilno bridno obojali G':=G— e, e=10, S najviše A+ 1 boja. Bar jedna boja tada 
neće biti zastupljena kod vrha y i bar jedna kod »,. Ako se radi o istoj boji, onda s 
tom bojom možemo obojati e. Neka su boje 0,1,2....,A i uzmimo da kod u 
nemamo boju 0 (ali imamo boju 1), a kod », nemamo boju 1 (ali imamo boju 0). 

Konstruirat ćemo niz bridova tori, 0ol2, VoV3,-<. i niz boja 1,2,3,... tako da 
boje i nema kod vrha v,, ali tako da je to», , obojen bojom i. Pretpostavimo da smo 
došli do vrha #,. Uočimo da postoji najviše jedan brid vo boje i. Ako takav » 
postoji i ako jev#9,,9,....5, onda stavimo »,,,:=v i neka boje /+1 nema kod 
v;., (to možemo učiniti jer bi inače niz stao), Svaki takav niz završava u najviše A 
koraka. Neka je takav konačan niz 4v,,...,00; i boje 1,2,...,j. Dva su razloga 
zašto taj niz završava. 


(1) Ne postoji brid uv obojen bojom j. Tada pravilno obojimo bridove od G 
ovako: prebojimo svaki brid Vovp i<j, bojom i, te su sada svi bridovi obojeni osim 
Vov;. No boje j nema ni kod va ni kod v; pa se voy; može obojiti bojom j. 

(2) Postoji k<j, tako da je tor; obojen bojom j. Tada pravilno obojimo 
bridove od G ovako: prvo obojimo svaki brid vt, i<k, bojom i, a brid von, 
ostavimo (za moment) neobojenim Tako da boje j nema kod v;. Označimo općenito 
G(p,a)sG' podgraf induciran bridovima obojenim bojama p, g (p#q). Tvrdimo da 
je G(O,j) ili put ili ciklus. Naime, kod svakog vrha je najviše jedan brid boje 0 i 
najviše jedan brid boje j. Nadalje, kod svakog od vrhova vo, v;,v,, nema bar jedne 
od boja 0 ili j pa, prema tome, ne mogu sva ta tri vrha pripadati istoj komponenti 
povezanosti od G (0, j). Stoga imamo dvije mogućnosti. 

(24) Vrh u nije u komponenti G, (0,) od G(0,j) koja sadrži v,. Tada pravilno 
obojimo bridove od G ovako. Zamijenimo boje 0+-j u G,,(0,j) tako da boje 0 neće 
biti kod vrha »,. Budući da boje O nema kod v, brid you, možemo obojiti bojom 0. 

(26) Vrh u nije u komponenti G, (0, ). U tom slučaju pravilno bojanje bridova 
dobijemo ovako. Prebojimo svaki brid %b; bojom i, kgi<j, a uv; ostavimo 
neobojen; uočimo da u tom prebojavanju boje 0, j uopće nisu bile korištene te stoga 
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610,7) ostaje neizmjenjen. Zamijenimo li boje Deej u 0,,(0.j). boje D neče biti kod 
vrha oy; no boje O nema ni kod ty, pa stoga 20; možemo obojiti bojora 6. 

Dokaz da je A zu bipartitan graf ide slično prethodnom indukcijom po £. 
pa io ostavljamo čiruocu. (Za drugi dokaz vidi $ 7, Sparivanje, zad. 34). S 

Napomenimo da je još uvijek neriješen problem kako naći neku korisnu 
*karaktorizaciju grafova za koje je ; A 

Iz Vizingovog teorema nije teško dokazati sljedeći 

TEOREM (C, Shannon“, 1948). 
O bojanjima bridova grafova vidi [74]. 


t 


svaki graf G bez petlji je v(G)<LJA[I. 


Brogksov teorem 


Gornja međa <A +1 (Koroiar 13) katkad je jako loša. Npr. bipartitni grafovi 
su 2-kromalski, a mogu imati vrlo velik A, U tom smislu je y<A+1 mnogo slabiji 
nitat od Vizingovog teorema. Ima mnogo grafova za koje je y'=A+1. 5 druge 
strane, jasno je da za potpun graf i neparni ciklus vrijedi y==A +1. Brooksov teorem 
pokazuje da su to i jedini takvi grafovi, U tom smislu je to onda vrlo jak rezultat. 

TEOREM 23 (R. Brooks, 1941), Neka je G jednostavan povezan graf, koji nije 
potpun niti je neparni ciklus. Tada je y(G)<A. 


Dokaz. 7 
mo da je y= 
brojem vrhova, 

Neka je aka G“ — U. 12 izbora grafa G slijedi da je G' A-obojiv. Zato je 
S (oo) >A, jer bi inače mogli obojati i čitav G s A boja obojavši », s jednom od boja 
kojom smo obojali G', kontradikcija sa y(G)==4+1. Dakle d(u)=4A. 

Nadalje očito vri 


: teorem je očit. Stoga uzmimo du je A 2:3 i pretpostavi“ 
2 y<4+4+1) Neka je G takav graf s miairaalnim 


Tordnja 
različitim bojama. 
Neka su 4,16, 
bojom &, 1,2, 
Meka je i 
LIGI) 
Tvrdnja 2. Vrhovi u, u; su u istoj kogaponenti povezanosti grafa G (1). 
Zaista, u protivnome bi zamjenom boja i--j u komponenti od #, dobili novo 
bojanje od G“, u kojem bi u, i u; bili obojani islom bojom, što nije u skladu s 
Tvrdajom : 
Neka je €, komponenta od G(i,j) koja 


nja od 6", susjedni vrhovi od », obojani su 


«+ il SVi susjedi od o, i neka je G' obojen tako da je u, obojan 


podgral od 6“ induciran vrhovima obojanim bojama 


rži vrhove u, 1). 
vdnja 3. €, je (u, 1))-put. 

ista, Pretpostavimo da i 
2 boje j. No kako je de, (u) 
i dobili no 


proturječi Vvrdu 


1 Tada je u, susjedan u C,; s barem dva 
, io bi prebojavanjem vrha u, s nekom bojom 
bojanje od “u kojem bi u, i u, bili isto obojani, što opet 


Baanon te. HIS), enarički matematićar, jedna od ukaneljitelja teorijske informatike. 


Analogno se dokaže da je #1. Dokažimo da svi ostali vrhovi iz Čuj 
imaju stupanj 2 (u €;;). Pretpostavimo suprotno i neka je u prvi vrh stupnja 
Cij na bilo kojem putu iz vrhu u, u vrh u, Ako je u obojan bojom i, onda jeu 
susjedan s Darem 3 vrha boje j. Kako je do(ojgA, možemo u prebojati nekom 
bojom ki j, pa će u tom bojanju vrhovi u, u, biti u raznim komponentama, što je 
suprotno Tvrdnji 2. Stoga je €; (u,u;l-puu 


Tvrdnja 4. VLC K(C gde (119). 

Preipostavimo da osim u, postoji uu, iz POLJO 
susjedan je s barem dva vrha boje j i dva vrha boje k. Budući j 
boja Ii, j, K kojom možemo prebojati n, U tora bojunju od 
biti u istoj komponenti, što je u kontradikejji s Tvrdnjom 2. 

Suda dovršimo dokaz Teorema. Budući du G nije potpun graf sa A4 1 vrhova, 
postoje dva nesusjedna vrha. Neka su to u ii. Put Ci, sadrži vrh usku, susjedan 
Sa u,. Kako je A 23, to postoji put Ci, Na puin €, zamijenimo boje 13. U tom 
bojanju od G“ vrh u, je obojan bojom 3, a vrh u bojom 1. No tada nove 
komponente Ci, | Ci, sadrže zajednički vrh uu, Što je suprotno Tvrdnji 4, Prema 
iome, y< A i Teorem je dokazan. 8 

Ekvivalentna izreka Brooksovog teorema je 


Tada je u boje ia 
je do (u) <A, postoji 
vrhovi u; ( u; neće 


KOROLAR 16. Ako je G kokritičan (k >e4)1 nije potpun, onda je že zviko ija Lo 


Spomenimo bez dokaz: 
TEOREM (H, Will, 1961). Za jednostavan povezan graf G vrijedi ra 


viB<i+ 


sljedeći rezuliat 


gdje je 2.4) najveća svojsivena vrijednost matrice susjedstva od 
vrijedi ako i samo ako je G potpun graf ili neparan cik 


Sabdivizija graf: 


dobije iz G nizom s 


ova. 


Premda ne postoji koristan nužan i dovoljan 
uvjet za k-kromatičnost (k 23), jedna hipote- 
za dugo već odolijeva, 


Haj6sova slutnja (1961). Ako je G k-kro- 
matičan, onda G sadrži subdiviziju od K, 


jer npr. deciklos je 
kromatski (nego 


Taj uvjet nije dovoljan, 
subdivizija od K, ali nije 3- 
2ekromatski). 
ja je očito toč 


is 


Hajosova slutnja još nije općenito riješena. Čini se da je to vrlo težak problem. 
S tim je u vezi i Hadwigerova* slutnja (1943): Ako je G k-kromatičan, onda je G 
»kontraktibilan« na graf koji sadrži K,. 

Slučaj k==5 Hadwigerove slutnje ekvivalentan je s Teoremom 4 boje. 


Kromatski polindmi 


U proučavanju bojanja bolji uvid može se dobiti promatrajući ne samo 
egzistenciju bojanja nego i broj takvih bojanja. Taj je pristup uveo G. D. Birkhoff** 
1912. g., kao mogućnost rješavanja problema 4 boje. 

Označimo sa P(G,t) broj različitih t-bojanja grafa G. Dakle, P(G,r)>0 ako i 
samo ako je G t-obojiv, Dva su bojanja od G različita ako je neki vrh različito 
obojen u dva bojanja. Drugim riječima, ako su (P,,V,,..-) Vi) (Py... VP) dva 
bojanja od G, onda je (V,,...,VJ=(V,,.. KJ V=V,  gigsk. 

Npr., trokut ima 6 različitih 3-bojanja. 


i 1 3 3 2 2 
2 33 21 2 2 to 1:3 3 1 
Sh. 137. 


Uočimo da ipak tih 6 bojanja smatramo različitim, iako je jednom bojom 
obojen točno jedan vrh. 
Ako je G prazan (tj. E(G) = 2), svakom vrhu možemo pridružiti neovisno o drugima 
bilo koju od z boja. Stoga je P(G,t)=f". S druge strane, ako je G potpun, onda 
imamo # izbora boja za prvi vrh, 1— t izbora za drugi vrh itd, Stoga je 


rea r 


Nadalje, jasno je da za t<y(G) vrijedi P(G,t)=Q, a za t>y(G) vrijedi P(G,:)>0. 
Za računanje P(G,1) imamo jednostavnu rekurziju, koja podsječa na rekurziju za 
broj razapinjućih stabala r(G) (usp. Teorem 9). 


PiK,d)=t(t-1).. (t-v+l=(9,= 


TEOREM 24. Ako je G jednostavan graf, onda za svako e&E(G) vrijedi 
P(G,t)=P(G-e,t)-P(G-e,1). 


Dokaz. Neka su u,» krajevi od e. Svakom t-bojanju od G — e kod kojeg su u i v 
obojani istom bojom pridružimo t-bojanje od G-e u kojem je zajednički vrh u G-e, 
dobiven identificiranjem vrhova u i v, obojan istom bojom kao u i v. 

To pridruživanje je očito bijekcija. 


* Hugo Hadwiger, švicarski matematičar. 
** George D. Birkhoff (1884— 1944). američki maiematičar. 
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Npr. 


Sl. 138. 


Stoga je P(G-e,1) jednak broju r-bojanja od G — e, kod kojih su vrhovi u i v jednako 
obojeni, 

Nadalje, svako t-bojanje od G — e kod kojeg su u i v različito obojani zapravo je 
i t-bojanje od G i obratno. Stoga je P(G, t) broj rebojanja od G— e, kod kojeg su ui 
v različito obojani. Dakle je P(G-e,t)=P(G,1)+P(G-e,1). 1 


KOROLAR 17. Za svaki je graf G, P(G,() polinom u t stupnja v sa cijelim 
koeficijentima. Vodeći član je 1", a konstantni član 0. Koeficijenti od P(G,1) alternira- 
ju po predznaku. < 


Dokaz. Indukcijom po €. Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je 

G jednostavan. Ako je e=0, znamo već da je P(G,t)=f", pa je tvrdnja točna. 
Pretpostavimo da Korolar vrijedi za sve grafove s manje od m bridova i neka je G 
graf sa (G)=m> 1. Neka je ee£(G) Tada je |E(G-e)|=|E(G-e)l=m—1, pa, prema 
pretpostavci indukcije, postoje €,,62,...4. 10 Bube + Do 2€Ng, tako da je 

1 

P(G-et)= X (> lasi+r 
i=i 
"2 
P(Gren= N(-1P-'biti+r. 

i=1 , 

Prema Teoremu 24 je 
«+2 

P(G,r=P(G-e,1)-P(Gret)= X(-i)(a+b)i-(a,.,+1)1' 4+ F pa stoga i 


i=1 
G zadovoljava uvjete Korolara, Tvrdnja slijedi indukcijom. If 


Zbog Korolara 17 funkcija t-»>P(G,1) zove se kromatski polinom od G. 
Teorem 24 daje način da se kromatski polinom računa rekurzivno. To se može 
provesti na dva načina: 


(i) višestrukom primjenom rekurzije P(G,t1)=P(G-e,1)- P(G-e,1), kojom 
se stoga P(G,t) izražava kao linearna kombinacija kromatskih polinoma 
praznih grafova 

ili 


(ii) višestrukom primjenom rekurzije P(G-e,t)=P(G,1)+P(G -e,1), kojom 
se konačno P(G.r) izražava kao linearna kombinacija kromatskih polino- 
ma potpunih grafova. 
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Uočimo da je metoda (i) pogodnija za grafove s malo bridova, do 
čfikasnija zu grafove s više hridova. 


Primjer 24. Odredite keomitski polinom za graf G ako je: 
a) Gež, (put) b3 G= €, (ciklusi 
Rješenje, P(G,1) emo zeprezentirati samim grafoma. 


šl B(G ale P(Ge2a 


PIGAD 


o fe ) a ) 
g f sla dlaka 

uo oo/ ia ej 
2 a pedle— dy. 
Sl. 139.3) 


bj P(G-e 


(7-Q)-Be VI: 


š 
Com s 


m0 Du 32 re 2j (ge djete 1 aš og 


Si 149.) 


Primjene nu raspored ispita i problem skladištenja 


Na kraju semestra studenti polažu ispite iz odslučanih kolegija. Za svaki isnit 
samo je jedan termin u ispitnom roku, Koji je najmanji broj termina potreban tako 
da ge bude kolizije (kolizija nastaje kada neki student mora istodobno polagati dva 
različita ispita u istom tenminu)? 

Označimo sa 5 skup svih studenata, a sa N skup svih ispita. Za svaki ispit = 
neka je N, skup svih studenata koji polažu ispit x. Ako je y također ispiš, onda se x 
i y moraju održavati u različitim terminima <»M,DN,# 2 

Konstruirajmo graf G 
seN DN, Bojan 
termina bez kolizije. 


ViGJeN, a vrhovi x,y spejeni su bridom, tj. 
grafa G sa k boja odgovara raspoređu ispita s & 


Švi ispiti obojeni istom bojom mogu se održati u istom terminu, Stoga je 
najmanji broj termina bez kolizija jednak kromatskora broju 1(G) od 6. 

Sličan problem gorajemu je problem skladištenja a glasi ovaka. 

Tvornica proizvodi a kemikalija KAK... Neki parovi inkompatibilnik 
kemikalija pri dodiru izazivaju eksplozije. Kao mjeru opreza, ivotnica želi razdijeliti 
skladište u odjeljke i staviti inkompatibilne kemikalije u različite odjeljke. Kaji je 
najmanji broj odjeljaka potreban na koje skladište mora biti razdij djeno? 


Konstrujmjmo gral G s vrhovima 9,1, Dva vea 20; Su spojena < 
kemikalije X, K, lakompatibilne. Vidimo da je traženi, najraniji broj odjeljaka u 
koje treba podijeliti skladište jednak kromniskom broju y(G). 

Za ronoge probleme iz prakse važno je naći kromatski broj nekog grala. 
iNažulost, čanas se ne zna dobar nigoritara za njegovo određivanje, ij. to spada u izv. 
NP-probleme (v. [70]. [77]. [83]) ali postoje wmoge sustavno metode za njegovo 
nalaženje (v. [49]). 


)e2, 4 za cikius €, duij 


2. Sekrotar nekog poduzeću mora 
0 je bar jedan predstvvnik u dvjema komisijama, amdn se 
te Komisije moraju sastali u različitim tereninima. Modelirnjie taj problem kao problem bojanja nekog 
grafa, Što bi sekretar trebao napraviti da odredi najmanji broj termina? 


3. Ako su 6,....,0,, Komponente grafa G. nadite vezu između (GJ) 1y(6,)....9(60.). 


4. Nađite 


sromatski bri 


stabla; bj bipartitnog gr: €) k-kuba s dodatnim bridom. 


5. Ako je G jednostavan graf, dokašite da je ya vw 221 


6. Dokužite: ako bilo koja dva neparna ciklusu grafa O imaju zajednički vrh, onda je y<3. 


BE). 


sA 
“i. Nađite odgovarajuće bridno bujanje od X, kojim s dobiva du je y'(X,,,, 


8. Dok: 


žito da je Petersenov graf P 4-bridna obojiv, točnije. »'1P)= 4, 


9. Nadito odgovarajuće bridno bojunje kojim se dobiva y'WK,,.,)ey KgeŽu 
10, m) Neka je G oneprazan, jednosiavan gral s 


a>(v- 14/2 ti ako je G regularan; b) Indukci 
dobar aigoritam za takvo bajunje. 


neparno vrhova, Dokužite da je y=A+l uko je 
m po g dokažite da je za bipartiten graf y'=. Nadite 


2, Meka je (dd...) di Bd, >. 26, nie stupnjeva grafa €. Dokužite da je y1Q) dmax miatd,4 19). 


& zad, ti) da je siG) ay (G) usi, ie da je ya [1/28]. Nadalje, dokažite 
6,3). 


13. Neka je G koregularni jednostavni graf. Dokažite da je yiG)aviiv-&). 


12. Dokažito (kori: 
#(GFy(G)zv (Koristite y(G,UGJey(G, 


14. Produkt jednostavnih grafova G i H je graf Gx H sa KG x H):= V(GJu V(H), pri čemu je (no) 
susjedan sa (gs Qu" i ov'aZ(HJ) di (ves i mčažiG)). Koristeći se Viringovim tearemom, 
dokažite du je y (BK) 6(G x K,). Irvedite odatja da je (6 x Hjea A(G x 47) za svaki netrivijulni graf 
Pjev iH)=A(H) 


15. Dokužite da je jedini 1-keitični graf Ki, jedini 2dainični K., a jedini Askritični neparni keriklus, A: 


je MG VH)=y(G) +7 (H). Dokažite nadalje du je G VA kritičan ako | samo ako su Gi 


bj Dokužite da Z-kritičan gral ne može imati točno A-6 | vrhova. 


18. Neka je G k-kritićan grof s Zevešnim rezom (2,03. Dokažite da je d(u)4 dio 


tas 


i 


tia 


pe 


EI 


19. Neka je G povezan graf i neku je svakom vrhu e pridružen skup boja B(v), tuko da je [Boj ž>deni 
zu bar jedan vrh vrijedi stropa nejednakost. Dukužite du se € može abojati taka da se svaki vrh € oboji 


jednom od boju iz Br. 

29. Neka je G 3-povezan graf, A=k23. GaK,,,. Dokažite da je p<A. 

21. Neku je G graf bez petlji sa A=3. Dokažite, koristeći se Breoksovim Teoremom, daje y'<4. 
22. Dokažite da 4-kromatski graf G sadrži subdiviziju od K, (G. Diraci. 

23. Dokažite da je kromatski polinom stabla T dan sa P(T,=1(- 1". 


24. Odredite kromatske polinome i kromatske brojeve grafova 


>A 


Sl 140. 
25. Dokužite: 
a) PIGVK,NerPiGI hh 
bj Ako su G4.G7...2 G, komponente 0d.G, onda je P(G,tj= P(G,,0)P(Grt o POGLE (koristite se 


principom produkta): 

€) Ako je GFIH potpun, onda je PIGUH.NP(GNH,N=P(G,O)P(H.N. 

26. a) Dokažite da za nciklus €, vrijedi P(C,.1)=((—14+(—iFG-1K 

bi Dokažite da je za kotač #, sa n žbica P(W,tjet(r—2)"+(— i)ta-2k 


€) Pomoču a) nađite broj načina da m predstavnika sjedne oko okruglog stola tako da članovi iste 
organizacije ne sjede na susjednim mjestima, pri čemu svaki predstavnik reprezentira jednu od X 
organizacija (svaka organizacija može imali i više predstavnika). 


27. Dokažite da 35 +322 i 54702 — 61 +3 nisu kromatski polinomi grafova. 


28. Dokažite da kromatski polinom nema korijena u intervalu (0,1). 


29. Dokažite da je kromatski polinom cd K,,,, jednak X S(im £) S(m. Dg gdje je S1p.4) Stirlingov 
ž ši 
broj druge vrste. ' A 
30. Neka je G povezan graf, a P(G,t]= X ag! njegov kromatski polinom. Dokažite da je tada 
tet 
e 
a= ba (- Pin gdje je m,,= broj podgrafova ad G sa k komponenata i j bridova, te da je 
iso 
v-1 a 
ial|z h)azae>0, La,=0. 
k-i še 


34. Dokažite da su svi realni korijeni od P(G,1) najviše jednaki » (L. Lovšsz), (Promotrite potpun grai 
na skupu P(61.) 


32. Nađite dobar algoritam za (A+ | prbridno bojanje jednostavnog grafa. 


33. Dokažile da za svako keN postoji k-kromaiski graf bez trokulova. (ladukcijom po k. Za korak 
indukcije, ako je G, već konstruiran i V(G,)e= (#,.....0,). neka je K(G,,,15 PIGJU Ku, UD). 14g 56 
spoji sa svim susjedima od #, i sa »i=1,2,...,1.) 


34. Neka je G 3-regujaran, 3-bridno obojiv graf. SSVP(G), E =[8,5). Neka je #, broj bridova u E 
obojen bojom i, i=1.2,3. Dokužite da su svi 1, ili svi pami ili svi neparni. (Promotrite komponente od 
Gli.) koje su ciklusi.) 


35. a) Dokažite da je Pelersenov graf P (st. 141,2) (najmanji) 3-bridno povežan 3-reglilaran graf koji nije 
3.bridno obojiv (usp. zad. 8); 


b) Na sl. 141.6) je Blanušin* graf (tj. jedan od njih), dobiven ovako iz dvije kopije od P: u prvoj se kopiji 
razrežu dva nesusjedna brida, npr. e, i e, a u drugoj se za neki brid npr. e = uv razrežu druga dva brida 
(= e) incidentna sa u odnosno p te se odbace u, v i e; sada se slobodni krajevi iz prve kopije stope na bilo 
koji način s onima iz druge kopije. Dokažite da i Blunušin graf ima svojstva iz u). Generalizirajte. 


b) 
Sl. 141. 


(Blanušin graf je nakon P bio poslije više od 50 godina prvi takav netrivijalni primjer dokumentiran u 
literaturi (1946). S tim je u vezi i čuvena Tutteova slutnja (1966): 2-bridno povezan i 3-regularan 
jednostavan graf koji nije 3-bridno obojiv sadrži podgraf koji se može koniraklirati na P. Ta hipoteza 
povlači Teorem o četiri boje. 

U pokušaju da dokaže hipotezu o četiri boje Tail je još 1880. (viđi 6. Planarni grafovi, zad, 30) 
uzeo kao »očito« da je svaki 3-regularan, 3-povezan planaran graf Hamiltonov. No Tutte je također 
1946. g. konstruirao kontraprimjer poznat kao Tutteoy graf (sl, 141.c)). 


Sl. 14Le) 


36. Za neN, keN, neka je KG,, graf čiji je skup vrhova #iKG,,)=7,(N,. 40 (=a-podskupovi 
od (2u+&hskupa). u bridom spojimo svaka dva disjunktma podskupa. tj. za A.Be V(KG,,) 
A-B:e>ADB= 2. Dokažite da je KG,,, (k+2)-obojiv, tj. Y(KG,,1<k+1. Iskažite to skupovno. (M. 
Kneser je 1955. g. naslutio da je y(KG,,,)=k+2, što je L. Lovisž potvrdio 20-ak godina kasnije, lucidno 
primijenivši topologiju: vidi J. Comb. Theory Ser. A 25 (1978). 319— 3241 325— 3261. 


Danilo Blanuša (1903. 1987), profesor matematike na ETF-u i PMF-u Sveučilišta u Zagrebu. 
Bavio se pretežno diferencijalnom geometrijom i specijalnim funkcijama. 
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86. Planarni grafovi 


Plansrnost 


Kažemo da je graf planaran ili sjesdu u ravnini ako se može nacriati (tj. 
ati) u ravnini tako da se bridovi suku samo u vrhovima. Takva realizacija 
zove se ražalnsko smještenje, a sara gral ravalnski, Ravninsko smještenje $ od 
graf izomoršan sa 6. Graf koji nije aran zove se neplanaran. 

Naprimjer, na sl,' 142.4) je planaran :-cegularan graf (»trostrena prizma«). Na 
sl. 142.b) je graf K, (»tetraedar«), ko eda kao neplanaran, ali ga možemo 
nacrtati kao ravninskog (sl. 142.0), Graf X, , na sl. 142.d) je neplanaran (to ćerao 
kasnije dokazati), 


aš b) o) [9 


ni 


Ža ova razmatranja važan je jedan topološki rezultat u vezi s Jordanovim“ 
krivuljama, Jordanova krivulja je slika /(/ = R? gdje je F = [0,1] jedinični segment, a 
FET -+X* neprekidno preslikavanje sa / u rivninu RŽ za koje je F(Q)=f(1), a Jilo,1) 
injekcija. Ekvivalentno, Jordanova krivulju u ravnini je homeomorfna slika kružni- 
Tako je apr. unija bridova ravninskog smještenja ciklusa jednostavnog ravnim 
skog grafa Jordanova krivulja. 


TEOREM (0 ordanovoj krbvji). Nets je J Jordavova krivulja u ravnini. Fade je 
“jednak disjunkinoj uniji dvaju otvorenih povezanih skupova šni J (umutrašnjost) i 
#x1 J (vanjština). P. 
unutrašnjosti i vanj: 


x 


iječe J. 
e 


rane E 


/ 


Prema io intuđivno jasno, doka: je prilično mukotrpau. (Za elementarni 
dokaz vidi npr. B. Moise, Geometric Tepology in Dimensions 2 and 3, Springer 
Verlag, New York, 1977.) 


ć . in 


SE 43. 


nile Jordan (1838-1927), franeusi 


iatmatičar, 


FE) 
ia 


Očito se svaki graf može smjestiti u 3edimenzionalan euklidski prostor R? tako 
da mu se bridovi sijeku samo u vrhovima. isto tako se može slično definirati 
smještavanje grafa sa plohu, i to i na orijentubilau (npr. sferu, torus, dvostruki torus 
itd.) i na neorijentabilnu (npr. M&biusovu traku, projektivnu ravninu itd.), Može se 
pokazati da za svaku plohu 5 postoji graf koji s& ne može smjestiti aa 5 (vidi npr. 
[841 ili [961). Smještavanje grafova na plohe, a specijalno u ravninu, ima osim 
teorijske i čisto praktičnu vrijednost, npr. kod konsiruke imegriranih shema i 
»čipova« treba znati da li se krajnja shema može smjestiti u ravninu. 


TEOREM 25. Graj G može se smjestiti u ravninu ako i samo ako se može 
smjestiti na sferu 87. 

Dokaz, Podsjetimo na stereogralsku projekciju sfere s obzirom na Nest 
(»sjeverni pol). soy: 2 [NJ M (v. sl. 144), 


Pretpostavimo da je Ć smještenje od G na sferu. Odaberimo točku Nes \6. Tada 
je slika po stereografskoj projekciji s, s obziram na 1, tj, 1, (2) smještanje od G u 
ravninu. Slično se dokazuje i obrat. #8 : 


Dnafai graš 


Ravninski gral G dijeli komplemeni od G u ravnini na neka područja, Zatvore- 
nija tih područja zovu se strane i označavaju se sa f,,f,,... Npr. 


Pojam strane može se definirati | za smještenja u druge plohe, 
Označimo sa F (G)=skup svih strana ravainskog grafa 6, i 


Svaki graf ima točno jednu neomeđenu stranu, koja se zove vawjsku strana. U 
gorjeti je primjeru ta /,. 
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Rub strane f ravninskog graf G označavamo sa 2(/). 

Ako je G povezan, na 2(/) se može gledati kao na zatvorenu šetnju u kojoj je svaki 
rezni brid u G pređen dvaput. Ako 0(/) nema reznih bridova, onda je 2(/) ciklus u 
G. Npr. u primjeru sa sl. 145. je 0()=V,€,DexUxEsVyezV,e4VyesVsegVj, dok je 
Hz) = vre ;oVečiiVsEraVrođraVT. 

Kažemo da je strana f incidentna s vrhovima i bridovima od 8(f). Ako je e rezni 
brid ravninskog grafa, onda je samo jedna strana inciđentna sa e, a inače dvije. 
Kažemo da brid e separira strane koje su s njim incidentne. Stupanj dg (/) strane f je 
broj bridova koji su incidentni sa f (tj. broj bridova u 8(/), pri čemu se rezni bridovi 
računaju dvaput). 

Npr. u gornjem primjeru sa sl, 145 je d(f,)=7, 4U;)=4, 4(,)=8 itd. 

Ako je G ravninski graf, definiramo dualni graf G* na sljedeći način. Svakoj 
strani feF (G) pridružimo vrh f*eV(G*), a svakom bridu eeE(G) brid e*eE(G*). 
Dva vrha f*, g* spojena su bridom e* u G* ako i samo ako su strane f, g separirane 
bridom e u G. Naprimjer, graf G i duaini graf G* su nacrtani na sl. 146. 


SI. 146. 


Primijetimo da je brid e petija u G ako i samo ako je e* rezni brid u G*, 

Nadalje, nije teško pokazati da G povezan povlači G**a=G. 

Uočimo također da ako su G i H izomorfni ravninski grafovi, njihovi duali ne 
moraju biti izomorfni. Naprimjer, na si, 147, G* ima stranu f sa d(f*)=5, dok H* 


takvu nema. 


Si. 147. 
Očito je da vrijedi: 
v(G*)=0(G), s(G*)==2(G), de (P)=4 (0, Ve (q). x 
TEOREM 26. Ako je G ravninski graf, onda je 
Y dh=ž. 
JEG) 


Dokaz, Neka je 6* dual od G. Tada iz (+) i Teorema 1 slijedi 
xdi= X de(P)=2e(G*)=2(G). M 


kFiG Pevto) 


/ 


/ 
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Eulerova formula 


To je formula koju je našao L. Euler, a veže brojeve v, £, Q za povezane 
ravninske grafove. Ta formula predstavlja klicu iz koje se razvila grana matematike 
koja se zove algebarska topologija, Ustvari je Euler dokazao da ta formula vrijedi 
za ravninske grafove definirane vrhovima, briđovima i stranama konveksnog 
poliedra. 


TEOREM 27 (L. Euler, 1752). Neka je G povezan ravninski graf. Tuda je 
Euterova karakteristika y(G):=v-s+Q=2. 


Dokaz. Indukcijom po . Ako je o=1, tada je svaki brid od G rezni brid, pa 
zbog povezanosti od G (i Teorema 6) slijedi da je G stablo, Prema Teoremu 4, tada 
jee=v—I1, tj. Eulerova karakteristika x(G)=v-E+Q=v-e+1!=2. Pretpostavimo 
da tvrdnja vrijedi za sve povezane ravninske grafove s manje od n strana, te neka je 
G povezan ravninski graf sa n strana, n>>2. Odaberimo eeE(G) koji nije rezni brid 
(takav postoji jer možemo pretpostaviti da G nije stablo — što smo već promotrili u 
Teoremu 4). Tada je G-- e povezan i ravninski sa n— | strana jer dvije strane od G 
separirane sa e daju zajedno jednu stranu od G-— e, Prema pretpostavci indukcije, 


v(G-e)-e(G-e)+6(G-e)=2 
pa zbog v(G-e)=v(G), €(G—e)==(G)-1, 6(G-e)=&(G)-1 slijedi 
1(G)-e(G)+Q4(G)=2. m 
Ta formula ima nekoliko neposrednih posljedica: 


KOROLAR 18. Sva ravninska smještenja danog povezanog planarnog grafa 
imaju isti broj strana. 

Dokaz, Neka su G i H dva ravninska smještenja nekog povezanog planarnog 
grafa. Kako je GxH, to je v(G)=v(H), e(G)=e(H), pa je prema Eulerovoj formuli 


o(G)=#(G)-v(G)+2=(H)-v(H)+2=0(H). m 
KOROLAR 19. Ako je G jednostavni planarni graf sa v>>3, onda je 
£<3v-6. 


Dokaz. Dovoljno je to dokazati za povezane grafove. Neka je G jednostavan, 
povezan graf, s v>>3. Tada je d()>3, WfeF. Stoga je, prema Teoremima 26 i 27, 


: 2 
Ze Vd(f) 22236 > 2=v-t+b<v-e+7 a v-5>? =e<3v-6. NM 
fr 


KOROLAR 20. Ako je G jednostavan planaran graf, onda je 8<5. 
Dokaz. Za v=1,2 to je trivijalno. Za v2>3 je, prema Teoremu 1 i Korolaru 19, A 


Sve Yi d(oj=2e<6v-12 >5<5. M / 
=y 
KOROLAR 21. K; nije planaran. 


3i8 


Dokaz Kad bi K, bio planaran, onda bi Korolar 19 povlačio 
Dar(K)eIV(K,)- 6 15-69, Koniradikcija. ši 
KOROLAR 22. X, nije planaran. 


Bokaz. Pretpostavimo da je X, , planaran i neka je G ravninsko smještenje od 
K Budući da X. , ima samo cikluse duljina 24, svaka strana od £ ima stupanj 
24. Stoga prema Teoremu 26 imama 
šog S d)=2 
RF 
lači 
ŽepogbhL6—9 44 


<a, 


Iulerova formula tada ; 


. Kontradikcija. 88 
Sada jedna primjena Bulerove formule u geometriji. 


TEOREM 26. Postoji točno pet pravilnih poliedara (20 su tzv, Platonova išjeta). 


Dokaz, Zamislimo da je pravilni poli&dar načinjen od žice i neka je oko njega 
opisana sfera, a u središtu neka gori svijeća. Tada se poliedar (tj, pripadni graf) 
projekcijom smještava na sferu, pa se, prema Teoremu 25, može srajestiti u ravninu. 
Ustvari, mi promatramo graf čiji vrhovi su vrkovi poliedra, a bridovi sn bridovi 
noliedra, Taj se graf i zove graf poliedra P, u oznaci G(P). 


Peka je preebroj bridova svake plohe poljedra (==stupaoj strane od G(P)), a 


= broj bridova koje s taju u svakom vrhu poliedra 


=stupanj vrha od G(P)). 
Očito p, q 23. Svaki brid ima dva kraja, pa krajeva bridova pripadnog grafa ima 2e. 
krajeva bridova ulaze u svaki od v vrhova što daje ukupno gy krajeva bridova. 
oga je Za«qv. Sada pobrojimo strane bridova. Bvaki brid je brid dvije ploha, tj. 
ane, pu ima 28 strana bridova, Svaka od & strana je omeđena sa p bridova. Dakle 
e je 


ZiME M 
pao 
grdo (9—2(q-2)<a. 


jedine su mogućnosti 


3 (kocka), | '2=ep=3, 4 
3 (dođekaedar). m 


, 4:3 (tetraedar), 2 I=ep=d, ge (okiaedar), 
S 


(ikozaedar), 3-1==p==5, g 


tetraadar 'kogka oktaedar dodekuedar ikozaadar 
5148. 
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Teorem Xurajowskog-Pontrjapina 


Sada ćemo dati jednu knrakterizaciju planarnih grafova. Mo nočimo prvo da 
planarnost grafa ne ovisi o tome li je neki brid subdividiran (ij. višeput umetnut 
vrh stupnja 2) ili je izvršen obratan postupak uklanjanja takvih vrhova. Stoga 
kažemo đa su dva grafa homooraorina (ili kosbinatorno ekvivalentna), u oznaci x, 
ako se jedan iz drugoga mogu dobiti takvim umetanjem ili uklanjanjem vrhova 
stupmja 2. Najavljena karakt ija glasi ovako: 


TEOREM 29  (Kuratowski*-Pontrjagin““, 1930). Graf G je planaran ako i 
samo ako ne sadvži subdiviziju od K, ni subdiviziju od K.,,. 


To ja očito skvivalenino s time da je graf planaran ako i sumo ako na sadrži 
podgraf homeomorfan sa K, ili Ky,). 

Tako npr. graf H na sl. 69 nije planaran, 4 isto tako graf na sl. 149,4) nije 
planaran, jer sadrži graf na sl, 149.b) koji je subdivizija od K, ,. 


jedna druga (ekvivalenina) ke planarnosti je ova. 


TEOREM. Graf je planaran uko i samo ako ne sadrži podgraf koji 
kontraktirati na Ka ili Ki. 

Tako je npr, Petersenov graf P neplanaro: 
> (sl. 140.0), dobi Ka 


Par$, 1948). Jednostaven planaran graf može se realizirati u 
Hi zako da su mu svi bridovi dušine. 
£0 predemo na dak K g trebaju nai 
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Tetiva podgrafa H EG je brid ee£(G) \E(H) koji spaja dva vrha iz H. Nađalje, 
za podgraf H&G definirajmo relaciju ekvivalencije na skupu E(G)\&(H) sa 
dj, e,!60, me, ili postoji put koji spaja e, i e, i koji je (unutarnje) disjunktan s #1. 
Podgraf od G- E(H) induciran klasom ekvivalencije zove se most (engl. bridge) 
od H u G. Drugim riječima, most B od H u G povezani je podgraf od G- £(H), 


H. Dva mosta od H mogu imati jedine zajed- 
ničke vrhove u H.-Naprimjer, nekoliko mos- 
tova ciklusa € je na sl. 150. Budući da je 
ciklus € Jordanova krivulja, svaki je most 
ciklusa € sadržaj ili u unutrašnjosti int C ili 
u vanjštini ext €. 

Ključna lema u dokazu Teorema 29 je 
sljedeća Lema. 


LEMA 8. Neku je G minimalan neplanaran graf (tj. svaki pravi podgraf mu je 
planavan) sa 623. Tada vrijedi (i) G je 3-povezan; (ii) G sadrži ciklus sa tetivom; 
(ii) G=K, ili G=K,,,. 


Dokaz. (i) Prvo je jasno da je G 2-povezan. Nadaije, pretpostavimo suprotno 
daje G=G,UG,, V(G,JNY(G,)= (x. y3, [V(GD| 23 (usp. 8 4, zad, 3). Neka je P, 
(x,y)-put u G, a H,=G,UP,._, i=1,2. Tada je H, planaran. Smjestimo H, u 
ravninu tako da put P,., leži na rubu neomeđenog područja (to se postiže 
ponovnom stereografskom projekcijom ili inverzijom), Tada identificiramo vrhove 
x te vrhove y i izbacimo puteve P, (sl. 151). Na taj način dobivamo ravninsko 
smještenje od G. Kontradikcija. 


a 

x y 
Wo 
Su. 151. 


(ii) Neka je (.0,,...,Vm) najduži put u G. Stupanj d(vo)>3 i % nije susjedan ni 
jednom vrhu izvan tog puta, zbog njegove maksimalnosti. Stoga postoje £,,";, 
1<i<j, koji su susjedi vrhu vo. Tada se lako vidi da je (v,...,»,) ciklus s tetivom. 


ili) Prema (ii), postoje u G ciklusi s tetivom, pa neka je C ciklus s tetivom xy tako 
da smještenje od G-— xy u ravninu ima najveći mogući broj strana u unutrašnjosti 
od €, Uočimo prvo da tada nema vrhova od G u vanjštini od C. Naime, neka je H 
komponenta od G- P(C) i pretpostavimo da H leži u vanjštini od C. Kako je G 
3-povezan, postoje tri vrha od € susjedna s H od kojih barem dva, recimo u i u, nisu 
separirana sa x i y. Zamjenom (u, v)-puta na C, koji ne sadrže x, y, sa (u, v)-putem 
kroz H dobivamo ciklus C* s tetivom xy i više strana u unutrašnjosti, što se protivi 
izboru C. Slični argument pokazuje da sve tetive od C koje se nalaze u vanjštini od 
C spajaju unutrašnje vrhove dvaju (x, y)-putova na €, 


21 KOMBINATORIKA 
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Sada promotrimo mostove od € u unutrašnjosti od C, Nazovimo takav most 
»preklopiv«, ako njegovi krajevi ne separiraju krajeve nikoje vanjske tetive od C, 
Jasno je da možemo »preklopiti« sve te mostove u vanjštinu od C. Među preostalim 
mostovima postoji jedan koji sadrži unutrašnje vrhove obaju (x, y)-putova na €, 
Inače bi se, naime, x i y mogli spojiti unutar €, pa bi G bio planaran. Dakle, postoji 
most B u unutrašnjosti od C i tetiva av u vanjštini od C tako da krajevi od B 
separiraju a od vi x od y na C, te također (a,v) i (x,y) separiraju jedan drugog, To 
se može dogoditi na nekoliko načina (v. sl. 152): 


(a) B sadrži unutrašnje vrhove (x, y)-puta i (y,v)-puta (ili simetrično od (x,y) i 
DB 


(b) 8 sadrži v te unutrašnji vrh (x,a)-puta i vrh (y, a)-puta različit od a (ili bilo koja 
druga simetrična situacija); 


(c) B sadrži x,y,a,p. 


Neka je P put koji spaja dva spomenuta kraja od B. U slučaju (b) uzmimo put 
koji spaja P s trećim vrhom. U slučaju (c) uzmimo dva puta koji spajaju P s druga 
dva vrha. Ako se ti putovi sijeku, neka imaju zajednički početni komad. Tada u 
slučaju (c) imamo dva podslučaja, ovisno o tome da li spomenuti putovi u B ivore 
figuru homeomorfnu slovu H ili X (sl. 153). 


Sl. 133. 
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UJ slučaju ta) vidimo subdiviziju od £, ,, a zbog minimalnosti od G ns može biti 
drugih bridova ni drugih subdividirajućih Vrhova. U tom je slučaju dakle G a 
U slučajevima (b) i (,) graf sadrži kao pravi podgraf subdiviziju od K,.,, što je 
nemoguće, jer svaki pravi podgraf od G mora biti planaran (opet zbog minimalno- 
sti). U slućaju (c,) vidimo suhdiviziju od &,, pa stoga G=K,. ši 


Dokaz Teorema 29. ško ja G planaran, onda očito ne može sadržavati 
subdiviziju od K, HK, Oni nisu planarni (Korolari 2! i 22). 

“=: Pretpostavimo da G pianaran. Tada G sadrži minimalni neplanarni podgraf 
ff, Ako odstranimo vrhove stupnja 2 iz Hf (što, kao što smo već napomenuli, očito 
ne utjeće na planarnost), dobivamo drugi minimalni neplanarni podgraf sa stapnje- 
vima barem 3. Prema Lemi (ili), taj je graf izomorfan sa K, ili Kia: paje H 
subdivizija od K, ili, 


Napomenimo da je Teorem Kuratowskog-Pontrjagina zapravo topološke pri- 
rode i da tvrdi da je konačni 1-dimenzionalan simplicijalai kompleks neplanaran 
ako i samo ako njegova geometrijska realizacija sadrži skup homeomorfan i»skeletu 
tetraedra zajedno sa spojnicom polovišta dvaju nasuproinih bridova (to je K ,) ili 
I-skeletu 4-dimenzionalnog simpleksa (to je K,). Inače, u vezi s tom interpretacijom, 
spomenimo samo i opći topološki rezultat da se svaki konačan x-dimenzionalan 
simplicijalni korapleks može (topološki) smjestiti u suklidski prostor RŽ"“! 
najbolji reza skelet (21 + 2)-dimenzionalnog slmpleksa no može smjestiti 
u prostor RŽ“ (za dokaz vidi (981). 

šedna druga karakterizacija planarnosti ide preko pojma kobna dnala 
grafa. Kažemo da je gral H kombinatorni dual grafa G ako postoji bijekcija 
d:E(6)- »E(H), tako da vrijedi: E(C)g E(G) je skup bridova ciklusa C u G ako i 
samo ako je &(B(C)EE(H) bridni rez u 7. Tada vrijedi 


TEOREM, Graf je planaran ako i samo ako ima kombinatorni dual. 


(Za dokaz vidi članak T. I). Parsons, On plana» graphs, Amer. Math. Monihiy, 78 
(971), 176.-8.) 

Isto tako valja spomenuti MacZaneov“ kriterij, Kažemo da je graf separabilan 
ako je vnija od barem dva svoja bloka. 


TEOREM (5. Maelane, 1937), Neseparabilan graf G je planaran ako i samo 
iko Gi posjeduje skup ciklusa sa svojstvom da svaki brid iz G leži u točno dva ciklusa 
tog skupa. 


O algoritmima kojima se prepoznaje da H je graf planaran može ss naći u iz 
[70] 183], [167]. inače kažimo samo da postoji vilo efikasan algoritam za 
planarmost koji radi čak u lineamora vremenu, a potječe sd J. Hoporofta | R. 
Tarjana iz 1974, Ti algoritmi prilično su zamršeni, pa sa nećemo ovdje njima baviti. 


Napomenimo da su nedavno N, Robsrison i R, Seymour započeli nova i vrlo 
zanimljiva istraživanja koja na sasvim nov način govore o Kuratowski-Pontrjagina- 
vom teoremu (o torae vidi u [96|), dokazavši da i za smještavanja grafova u bilo 


undscs MasLane (s. 1909), suvr, umerički matematičar. 


Bu 
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Koju plohu ima, ustvari, konačno muogo izuzetaka (poput &, i Ka Za tavninu 
odnosno sferu). 

Ma kraju ovog pasusa spomenimo vezu teorije grafova i algebarske odn. 
kombinatorne topologije. Ma (konučni ili beskonačni) graf se može topološki 
gledati ne samo kao na |-dimenzionalni nego i kao na višedimenzionalni kompleks 
ijednostavni graf kao simplicijalni, a opći graf kao tzv, ćelijski kompleks), u smislu 
da smalramo da svaki potpun godgraf ka (tj. klika) automatski sazapinje (a i) 
dimenzionalni simpleks, apr, trokut K, »ispunjen pločicom«, tetraedar K., »ispunjen 
vodom« itd. Za takva sa komplekse takoder može definirati Eulerova karakteristi- 
ka, kao i razne druge kombinatorne i topološke invarijante. Stoga se mnogi 
rezultati o grafovima mogu dobiti iz odgovarajućih topoloških rezultata. Nija teško 
pokazati, ako su dva grala kombinatorno ekvivalentna, da su onda ti grafovi 
shvaćeni kao topološki prostori pripadnih višedimenzionalnih kompleksa, topološici 
komeomoifni (tj. među njima postoji neprekidna bijekcija čiji je inverz također 
neprekidan). Pitanje obrata, tj. da topološki homeomorfizam dvaju kompleksa 
povlači njihovu kombinatornu skvivalenciju, dugo je bio nerijeen problem poznat 
kao (nerestringirani) Hangtvermutung (tj. glavna slutnja) u topologiji. U dimenzi- 
jama | i 2 slutnja se pokazala ispravnom. Godine 1961. 1. Milnor* je konstruirao 
dva 6-dimenzionalna homeomorfna komplsksa koji su kombinatorno neskviva- 
lentni, oborivši tako Hauptvermutnag u dimenzijama >6 (kasnije je oborena i u 
dimenziji 5). U dimenzijama 3 | 4 10 je riješen problem, 


Bojenje planarnih grafova i grafovi polijedara 


TEGREM 389 (Heawosd, 1890). Svaki planaran graf je 5-obojiv. ž 


Dokaz, Kontradikcijom. Uzmimo da teorem ne vrijedi. 
ravninski graf G, Budući ja kritični graf jednostavan, ondi 
8<5. S druge strane, prema Teoremu 21, 8225. Stoga je =5. 

Neka je veV vrh sa d(0)=5 i neka je (MK Va, Y,) pravilno 5-bojanje 
grafa G—v. Takvo bojenje postoji jer je G 6-kritičen. Budući da G nije 5-obojiv, v 
mora biti sasjedan vrhu svake od 5 boja, Stoga mož, pretpostaviti da su su: 
od p takvi da je veV,, 1<i<5, Označimo sa G(i,j): =GIVAUV)J e graf induciran sa 
VEJV,, 2,0, moraju pripadati istoj komponenti od G(1,j). U protivnom promotri- 
mo koraponentu od G (i,j) koja sadrži u;. Promijenimo li boje i, j u toj komponenti, 
dobivamo novo pravilno 5-bojanje od € u kojima sudjeluju samo 4 boje (sve 
osim i) pridružene susjedima od ». Mo, več smo vidjeli da io ge može nastupiti. 
Stoga su 2,2, u istoj komponenti od G(1,j). 


"ada postoji -kritićan 
čema Korolaru 20, 


M 


je Py ee put u Gj), a neka je € ciklus vo, P,, 030. Budući da € 
Bia, (na slici je pelat C, u,esxt €), onda, prema Jordanovom isoremu, 
slijedi da pui P,, zora sjeći C u nekoj točki. jer je G ravninski graf, ta točka mora 


die 


ad 


žena 


ia 


dana 


biti vrh od G. No to je nemoguće jer su vrbevi od P,, obojeni bojama 2 i 4, a vrhovi 
od € nisu obojeni tim bojama. Bf 


Y% 


Ki 
P, 
/ i 
v 
Ki 
i 
pera e 
Mnogo jači teorem jest Teorem a četiri boje. i 


TEOREM (K. Appel, WW. Haken, 1976 Svaki planarni graf je 4-obojiv. 


Taj teorem je i odgovor na 120 goda stari »problem četiri boje«. Ekviva- 
lentna formulacija teorema je da je za ranarne grafove G, kromatski polinom 
P(G,4)>0. U dokazu tog teorema intenzivzo su korišteni kompjuteri, pa su i danas 
mnogi matematičari skeptićni na »legit:—nost« takvog dokaza, a posebno na 
njegovu provjeru. ' 

S druge strane, o kromatskim polin 
ni danas. Među rijetke takve činjenice s 
ravninsku triangulaciju G sa n vrhova (usz zad. 9) vrijedi |P(G, 1 +e)|<e""", gdje 
je  »omjer zlatnog reza« (vidi W. T, Tut:s. Chromatic solutions, Canadian Journal 
Math. 34 (1982), 741— 758i. O problemu :etiri boje i sličnim pitanjima vidi [4], 
[14], [20], [211, [201]. 

Za grafove koji se mogu smjestiti na urijentabilnu plohu M, roda g (tj. plohu 
dobivenu iz sfere naljepljivanjem g ručaka. zakođer se može postaviti pitanje koji je 
njihoy kromatski broj. U tom se smislu deinira kromatski broj y(M,) te plohe kao 

* 


v(M)=max (y(GIG s2 
TEOREM (Ringel-Youngs, 1968). :>0 vrijedi 


(My E | 


Teorem o 4 boje povlači da je ta formula izčna i za g=0. O tim pitanjima vidi [96], 
[192] i [231], 

Nadalje, u kontekstu planarnosti zinimljiva je veza grafova i poliedara. 
Općenito se svakom konveksnom d-dimerzionalnom poliedru P prirodno pridru« 
žuje graf G(P) polledra P. kao »l-skelee od P; tj. vrhovi od G(P) vrhovi su 
poliedra, a bridovi su bridovi poliedra. Npr. K, je graf 4-dimenzionalnog simpleksa. 

Tako se mnoga kombinatorna svojstva poliedara svode na proučavanja grafo- 
va. Prirodno se nameće pitanje o karakucizaciji grafova koji su grafovi poliedra 
(naravno, do izomorfizma), U dimenziji /=2 to je trivijalno. Odgovor je: ciklus 
duljine 3. jedno opće svojstvo grafova poliedara dano je sljedećim teoremom, 


a planarnih grafova se ne zna mnogo 
zanimljiv rezultat W. T. Tuttea, da za 


nože smjestiti u M). 
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TEOREM (Balinski, 1961). Graf d-dimenzionalnog poliedra je d-povezan, 


Karakterizacija grafova koji su grafovi 3-dimenzionalnih poliedara dana je 
sljedećim teoremom. 


TEOREM (E. Steinitz, 1922). Jednostavni graf G je graf 3-dimenzionalnog 
poliedra ako i samo ako je G planaran i 3-povezan. 


U višim dimenzijama problem karakterizacije je još uvijek neriješen. 


Primjer 25, Postoji fi 3-dimenzionaini poliedur omeđen s 9 četverokuta? 


Rješenje. Da, postoji. Promoirimo Hersehetov graf (sl. 114.b)) Taj je graf planaran i 3-povezan (jer 
se svaka dva vrha mogu spojili s tri unutarnje disjunktna puta), pu tvednja slijedi iz Steiniizovog 
teorema. (Ustvari, ako se uhvati i »objesi« Herschelov graf za središnji vrh tako da vanjski vrhovi čine 
buzu, dobiva se traženi poliedar.) 


U vezi s poliedrima važan je pojam dijametra poliedra, tj. dijametra pripadnog 
grafa. Sa A(d,n) označimo maksimalni dijametar d-dimenzionalnih poliedara sa 
n(d—1)-dimenzionalnih strana. Za linearno programiranje vrlo je važno da se 
ocijeni A(d, 1), jer je to u uskoj vezi s ocjenom broja iteracija po bridovima simpleks 
algoritma. Hipoteza je da je A(d,n)Sn—d. 

O tim i drugim problemima vezanim za poliedre, grafove i optimizaciju čitalac 
može naći u [67]. 


Zadaci 


1. Dokažite da su K,.,—e i K, e planarni grafovi, gdje je e proizvoljni brid od X,,, odnosno K,. 
2. Dokažite da se svaki graf može smjestiti u 3-dimenzionalni prostor R?, 


3. a) Provjerite da je na sl. 1558) dano smještenje od K, na torus, a na sl. 155b) smješienje od K,,, na 
Mštiusovu traku; b) Prikažite smještenje od X, na Kleinovoj boci (tj. uniji dviju Mobinsovih traka duž 
subnih kružnica); c) Prikažite smještenje X, na lorusu. 


€ A D 
Ar> A 
i a € 
B B +6! 
D A 
> 
€ 


A 
= 
bl da o 
Sl. 155. 


A 

a) 
4, Planarni graf je samodualan ako je izomorfan svom duslu, 
a) Dokažite da je t=2+— 2 ako je graf samodualan; 


b) Konstrvirajte samodualan planaran graf su n>4 vrhova. 
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5. Meka jo G planami graf, 8) Dokažite da je G" s G4nG povezan: b) Dokažite da je 7(G5%)my(G). 


6. Ispitajle da li su grafovi nn slici 156. planarni, Aka jesu, muvetajte ih tako da im se bridovi sijeku samo 


m vrhovima, 


7. Dokažite da je X, planaran ako i sumo uko je m2 ili #<2, a X, je plenerau ako i samo ako io 


LE La 
8. Dokažite da planaran graf G na može imati kroramiski polinom oblika P(G.q)=(-614+8)0 (0. 


3. Kavoluska čeluuguivalja ravninski je grač čija svaka strana ima stupanj dei. Dokažite da je svaki 
jednostavni planaran graf razapinjući podgraf neke ravninska triangulacije. 


10. Peka je v(G)2l4, Dokažite da € ili €“ mora biti neplanuran, 


ita dla Patersonov graf sadrži nodgraf homeomoriim # K,;, pa stoga nije ple: 


Gi pove 
M 


raf neplanaran. Kada je k 


zn planaran grač čiji je struk k (ij. duljina ajkraćeg ciklusa je X), & 23. Dokežite da 
(Koristite Eulerovu formuku i Zaza ko). Dokažke pomoću toga da je Petossenov 
ub Q, plenaran? 


gi 


13. Dokažile da je svaki plangran graf 6-obojiv, ne korisloči se Heswoodovim teoremom. 


18, Dokažite da jednostavan planaran graf sa “2:6 ima bare četiri vrha stupnju £5, 


15. Ako je G jednostavani gral sa v=7 i d(0)=<4, za sve peV(G), dokažite da € nije planaran. 


16, Meka je Go ravainsko amještenje grala G, 
smještenje od G u kojem f postaje vanjska strana, 


minsko 


"neka strana od Gi. Dokažito de gos 


17. Meka je G jednostavan povezan biparijtan planaran graf sa &>2. Dokažite da je tuđa z<(2u 4. 


18. Linijski graf 1(G) nije planaran za Ga=K, ili GeK,,,. Dokažite! Nuđite primjer planarnog grača G, 
za koji LG) nije planaran. 


19. Debljiua DG) grofa G najmanji je broj planarnih podgrafova čija je unija G. (Stoga je graf G 
planaran <>B(Gjew1). Dokažite da je 8(G)>[2/(3v--6)] te O(K,)2ln(u— 1)/6(u—2)]==1(u+17)6] s 
jednakošću za u<8. Dokažite (crtežom) da Je B(K)=0(K,,)==3, [Inače vrijedi 0(K,j=[(1+7)/6| za sva 
n211. Isto tako vrijedi 8(K he Trmfižid-2a-2], osira za neke izuzziko koji imalu barem 48 vrhove, 
vo PANJ ž 


28, Dokažite da je svaka subdivizija neplanaruog grafa tikođer neplanaraa, m podgraf planamog grafa 
planaran, 


24 Koristeći se dokazom Hegwoodovog teorema, opišite O (yPhaigoritam za vršno S-b 
grafa, (Postoji i lineaeni atgoritam; vidi [88]. 


cuje planarnog 


22. Nokažite da svaki konveksni potiodar i < $ bridova, 


23, Dukužie da za svaki konveksni poliedar postoji ili strane koja ja trokut šli postoji ve u kojem se 
sastaju tri brida, 
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"6) Dokužite du su kromautsk 


25. Dokažite du ne postoji konveksni polisdut s točna 7 bridova, a za svako naa, na", postoji“ 
konveksni pofiedur s točno u bridova, 


25. a) Nađite kromutske brojeve Phtonovih tijelu; 


polinomi »Platenskih gralova« dani ovuko: 
žetrazdari (tr BU 2-3: zali DUČ— HE$ + 3515 — 150 4 2B 2601 4 


oktnodar: 2 (1— DU— 2 91? 429,5 32); ikoznodnr: 1 (1 1)dr— Dar 33 Zala 
469991 — 196881 4354081) — 402481 420178), dodekaedue: 1 di IME 2709 3 
+1783915.,., 42751 6041 — 555984). (Odredite sve činove polmonm dadežuedru.j 


HORO 
2950 


26. Dofinirujte (pravilnoj bajenje strana plannrnog grafa Gi, kobojenje sirana 
140): 22 9(0%). Dokažite du se strune od G mogu obajii 


kramafski broj strana su 
lorov, 


27. Može li se u ravninu smjestiti 6 točaka i spojiti ih elu: 
je svaka točku spojenu s točno: a) 3: b) 4 pre 


ku sama u Krujevima tuko da 


28. Dokužiio: 


“1 Ravnipsku triangutacija G 3-vešno je obojiva < 6 Eulerov; 


bi Ako je ravninska trlanguliciju 3vršuo obojiva, ondu je broj (omedenihi irokuova neparan (koristite 
še Spernerovom lomom.) 


28, Dokažie: 


ki Hamiltonov planaran gral postoji 4-bojenje ujegovih strana; 


b) Svaki je Hamitonov 3 


ogularan gri 2-bridno obojiv. 


38. Dokužite da su slijedeće izjave ekvivalentne UPaltoy teorem, 1880): 


8) Svaki plunarni graf je d-vršno obojiv; bj svaki planarni graf dopušta J4-bojanje strana: 
5] svaki jednostavan Zebridno povezan 3-regularan planuran graf je 3-bridno obojivi 


di svaki jednostavan 3-regularan, I-povszan planarni graf J-briduo je obojiv (vidi [10]. 


31. a) Meka ja C Hamilionov ci 
stugnja k sadržanih u ini Cile € 
Kkdti=2e+v, a odavdo da je 


clus planarnog graf: 


G box patlji. Označimo sad, Og braje 
om. Dok 


BSEG)uim CO, Pedijedi Kz 


=v-2 


X Gde 


ii 
b) Dokažite da Hersehelov graf nije Hamiltonov. 


32. Za k==0,1,2, označimo su fi broj k«dšmenzionslnih sirana konveksnog poliedra. Neka su #, 4, s dani 
prirodni brojevi. Dokažite da postoji poljedar P za koji je fy=v, ib i fj=es ako i samo ako vrijedi 
#-b+s=2 (Eulerova formula) i d<y=20/3 i 4<s<20/3, (E. Bender je dokazao da je broj kombinator. 


no različiih konveksait poljedero s p+1 vehova i g+1 strana asimpioiski jednak 


2 (24 \.., e z 
rvidi, Amer. data. Monthly, 94 (1987), 7-21.) 
q+3, + 


34. Graf koji se moće smjestiti na forijentabitnu) plohu roda g, ali s» ne može s 


i na plaku roda 
4 ima, prema definiciji, red g. Meka je G smjaeštenje povezanog grafa G u plohu roda g koje ima 4 


strana. Dokažite da je x(G] 2g. Gudukcljom po g. Za g=:0. ta je Eulerovu formula.) 


E 


okažite da za jedinostavni graf rodu g sa «24 vrijedi 


g2[(8-3vy6+11. 


ša 


saa 


CI] 


iu» 


časa 


os 


35. Prosječni bro] grafa je najmanji broj presijecanja po dvaju od njegovih bridova među svim 
ravninskim realizucijuma tog grafa. Koliki je presječni broj planarnog grafa, Petersenovog grafu, 
Blanušinog grafa | od K, 7. Dokažite nadalje du rod grafu nije veći od njegovog presječnog broja. 

(Za teoriju i praksu važno je znati presječni broj od K,., Taj je broj odozgo omeđen sa 
drj2jisižiltr- 1/2) Lte— 1V/2]. Za min(r,s)K6. ta se međa i dostiže: vidi [21]. 


$ 7. Sparivanje u grafovima 
Osnovni pojmovi sparivanja 


Da dobijemo ideju o čemu se ovdje radi, počnimo s jednim primjerom iz tzv. 
problema zapošljavanja. 


Primjer 26. Tvornica želi zaposlili nove radnike za obavljanje poslova P,,P,.Py,Pa i Ps. Među 
kandidatima K,,Ky. Ka Ka UK, kaji su se javili za te poslove, X, je kvalificiran za poslove P, i P,, K, za 
PaKy24 PB), Pi PiKa za Psi Pa, 4 Kg za Pi Pi, Mogu U ss ti radnici rusporediti na poslove lako da 
svaki obavlja (različit) posao za koji je kvalificiran i da se svi poslavi obavljaju? 


Rješenje. Taj preblem ima prirodni model na K Pi 
(bipartitnom) grafu s vrhovima Ky, Kad Pi, Py 
pri čemu su K, i P, spojeni bridom ako i samo ako K, P 


je kandidat X, kvalificiran za posao P; (vs sl. 157). , 

Pitanje je da li postoji »sparivanje« kandidata i 

poslova, tj. podskup bridova od kbjih nikoja dva Kk P, 
nemaju zajednički vrh, a svaki vrh je vrh nekog od 


tih bridova? Odgovor je ne. Razlog je to što su već K P, 
“kandidati K,, K, i Ka zajedno kvalificirani samo za 

dva posla P, i Pa, pa već njih nije moguće ispravno Ks Be 
zaposliti, a kamoli svih 5 ljudi. m 81.157. 


Mi želimo naći sustavan način te nužne i dovoljne uvjete za egzistenciju i 
konstrukciju takvih »sparivanja«. No krenimo redom. 

Podskup M € E je sparivanje (engl. matching) u grafu G ako su njegovi elementi 
karike, a nikoja dva nisu susjedna. Kažemo da su dva kraja brida u M sparena u M. 
Sparivanje M zasićuje vrh v, a vrh v je M-zasićen ako je neki brid iz M incidentan sa 
v. Inače je v M-nezasićen. 

Ako je svaki vrh iz G M-zasićen, kažemo da je M savršeno sparivanje*. M je 
maksimalno sparivanje ako u G nema sparivanja M“, za koje je |M"|>|M]. Očito je 
svako savršeno sparivanje i maksimalno, a obratno ne mora biti. Naprimjer 

ka 


Va s 


a) maksimalno sparivanje b) savršeno sparivanje 


SI, 158. 


* U kemijskoj Išteraturi se savršeno sparivanje često zove Kekulčova struktura, prema njemačkom 
kemičaru Augustu Kekulću (#829 — 1896). 
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Neka je M sparivanje u G, M-alternirajući put u G je put čiji bridovi alterniraju 
u E\M i M. U gornjem primjeru je €, 0, bz va & M-alternicajući put, M-uvećani put 
je M-atternirajući put čiji su početak i kraj M-nezasićeni. 

Bridove iz M nazovimo tamni, a one iz E\M svijetli. Dakle, M-uvećani put je 
oblika svijetli, tamni, svijetli, tamni, ..., svijetli, 

Jedan od temeljnih teorema u teoriji sparivanja je sljedeći. 


TEOREM 31 (C. Berge, 1957). Sparivanje M u G je maksimalno sparivanje ako 
i samo ako G ne sadrži M-uvećani put. 

Dokaz. =: Neka je M sparivanje u G i pretpostavimo da G sadrži M-uvećani 
put P. Tada zamjenom tamni+«svijetli na putu ? dobivamo sparivanje M“ u G sa" 
IM'I=1M|+1. Ustvari je M'=(M NE(P)N(E(P)\M)=MAE(P) simetrična dife- 
rencija od M i E(P). Stoga M ne može biti maksimalno sparivanje, 

<=: Pretpostavimo da M nije maksimalno sparivanje i neka je M* maksimalno 
sparivanje u G. Tada je |M'|>|]Mi. 

Stavimo H =G[MAM"]. gdje je MAM'=(M NMJU(M'\M). Primjer je na sl. 159. 


H LO 


M“ debelo izvučeno H=56[MAMI 
M valovita izvučeno 
Sl. 159. 


Za stupanj svakog vrha veV(H) vrijedi 1 gd, (v)<2, jer je v incidentan s najviše 
jednim bridom iz M i jednim bridom iz M“. Stoga je svaka komponenta od H ili 
parni ciklus s bridovima koji alterniraju u M i M“ ili put s bridovima koji alterniraju 
u M i M“. Zbog |M'|>|M]| slijedi da H sadrži više bridova iz M“ nego iz M, pa je 
zato neka komponenta grafa H put P u H koji mora početi i završiti s briđovima iz 
M“. Kraj i početak od P koji su M'-zasićeni u H su M-nezasićeni u G. Stoga je P 
jedan M-uvećani put u G, i 


Sparivanja u bipartitnim grafovima 


Za SS V(G) skup susjeda od S u G je skup svih vrhova susjednih vrhovima iz 
S. Oznaka je Ne (5) ili kratko N (S). 

Neka je G bipartitni graf s biparticijom (X, Y). U mnogim primjenama želi se 
naći sparivanje od G koje zasićnje sve vrhove iz X. Nuždan i dovoljan uvjet za to je 


TEOREM 32 (P. Hali*, 1935). Neka je G bipartitni graf s biparticijom (X, Y). 
Tada G sadrži sparivanje koje zasićuje svaki vrh u X ako i samo ako je 


IN(S 2>[Sl, vseX 69) 


* Philip Hall (1964— 1982), engleski matematičar. 
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Daekaz. =>: Neka je Ač sparivanje od G koje zasićuje svaki vrh u X, te naka je 
. Kako su vrhavi u S spareni bridovima iz M s različitim srna iz N(S), 
očito slijedi BOJE 2 isl. 

: Neka je G bipartitan graf za koji vrijedi (+), ali pretpostavimo da u G nema 
sparivanja koje ze je sve vrhove iz X. Želimo dobiti kostradikciju, Neka je M" 
maksanalno sparivanje u 5. Prema pretpostavci, M“ ne zasićuje sva vrhove u X, pa 
neka je u M“-nezasičen vrh u X, a R skup svih vrhova. koji su povezani s v M“- 
«aliernirajućim putevima. Budući da je M" maksimalno sparivanje, onda Teorem 31 
čeni vrh u R, Stavimo S=RfAIX, T=RNY (v. si, 


povlači da je » jedini M“-nezi 
160). 


SN (0; su preko A" spareni 


Jsivari, vrijedi 


N(S) 


i » nekim M'-alternizajućim a. No (i (2) 


proino preipostavci (x). 


Stoga u Primjeru (problera zapošljavanja) ne postoji sparivanje koje 
zasičuje sve vrhove Ki, jerza S=(K,,Ka,K,), 

Taj dokaz je osnova jednog dobrog algoritma za nalaženje maksimalnih 
sparivanja u bipartitnom grafu. 


KOROLAR 23. Ako je G keregularen bipartitan graf, k>9, onda G ima 
savršeno sparivtmje M. 


Dokaz. Neka je 
2 G k-regularan, to je kla 
Xi označimo: 


up svih brida ninih & vrhovima iz 5; 


skup svih bridova incidentnih s vrhovima iz M (S). 
Prema definiciji od N (5) slijedi da je £, 


GNG) 


:E,. Stoga je 
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odakle je N(S)] 215], pa, prema Teoremu 32, G ima sparivanje koje zasićuje sve 
vrhove u X, Zbog |X Yi dA je savršeno sparivanje. 

Korokar 23 poznat je j kao teorem o ženidbi (ili udaji) ili, kratko, teorem o 
braku, jer se slikovito može izreći ovako. 


TEOREM o braku. Svaku djevojka u selu pozna točno k mladića, a svaki 
mladić pozna točno & djevojka, Tada svaka djevojka može sklopiti brak s mladićera 
kojeg pozna, a svaki mladić sklopiti brak s djevojkom koju pozna. (Drugim 
riječima, djevojke i mladići se mogu savršeno spaziti.) 

Nadalje, u vezi sa savršenim sparivanjima u bipartitnom grafu imamo sljedeći 
važan pojam. 

Neku su 4), A,,..., 4, 65 podskupovi skupa S, Sistem različitih predstavnika 
(li transverzala) familija (A,,A,,...,4,) je podskup (4,,4,,...,4,) E S, takav da je 
ugl; 1<i<n te aba; za i#j. Drugim riječima, to je injekcija ft N,-» 5, tako da je 
FUJEA,, za sve leN,, 

Familija skupova ne mora imati sistem različitih predstavnika, Npr. neka je 
Laka 12,5 45), A; = 14), A, = (14). Tada (A,, A», Ag, da) nema sistem 
tih predstavnika. 


razli 


TEOREM 33 (P. Halla o sistemu različitih predstavnika). 
Skupovi A,.A,,... A, imaju transt &f12...,1. 


Dokaz. Neka je Go biparuitni graf s bipatricijom K(G)eXUY, gdje je 
Y (npr. Ke UA) 


jed 


=4l,2....n).a Y bilo koji skup tako da je A4,A4... A 
i j I jA 


£(1,2,...,,). S 


, podskugovi od Y= (abede) dani 5 4, = (ab) 
A) 


Neka su Aidu 
i de 


d % 
SkO182. 


činih predstavnika za A, daa da je daebe). # 


Sistem razi 
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čas 


žude 


PROPOZICIJA 4. Neka je (X, Y) biparticija grafu G tako da je G k-regularan 
na X (tj. dalx)=k, YxeX), a iregularan na Y, k,1>0. Tada G ima sparivanje koje 
zasićuje X ili Y 


Dokaz. Ideja je slična dokazu Korolara 23. Naime, možemo pretpostaviti da je 
igk. Prebrojimo li opet na dva načina broj bridova koji spajaju SSX i N(S), 
dobivamo 

kislgtini(Sl<k |N (S) => [sl< iN 151i, 


pa tvrdnja slijedi iz Teorema 32. 
Reformulacija te Propozicije, kao u dokazu Teorema 33, vodi odmah na 


KOROLAR 24. Neka je Ada. ...,4, familija podskupova od S, tako da je 
\Aj|=k, VjeN,, a svako xeS leži u točno | podskupova Ay, 1<k. Tada ta familija ima 
sistem različitih predstavnika. 1 


Jedna lijepa primjena toga odnosi se na latinske kvadrate. Podsjetimo da je 
(vidi 1. poglavlje) tatinski pravokutnik tipa rxa, r<n, jedna rxn matrica čiji su 
elementi iz (1,2,...,1), u kojoj su u svakom retku i svakom stupcu različiti 
elementi; latinski kvadrat reda a latinski je pravokutnik tipa nx". 


Primjer 28. Dokužite da se svaki latinski pravokutnik L tipu rxn, r<n, može proširiti do latinskog 
kvadrata tipa nx n dodavanjem 1—r redaka, 


Dokaz. Za j=1,2,...,1, neka je A, skup brojeva kojih nema u j-tom stupcu ad L. Očito je 

|Ajl=n—r, Nadalje, svaki broj ieN, točno je u u-r skupova A, Prema Korolaru 24, familija 

pAne- A, ima sistem različitih predstavnika koji možemo dodati kao (r+1)-vi redak matrici L. 
Primijenimo li taj postupak n—g puta, dobivamo latinski kvadrat reda u. 11 


Druga primjena sistema različitih predstavnika odnosi se na pokrivanje (krnje) 
šahovske ploče dominama. 

Promotrimo m xn »šahovsku ploču« čijih je mu kvadratića u m redaka i n 
stupaca. Obojimo kvadratiće te ploče, alternirano, bijelom bojom (b) i crnom 
bojom (c) tako da su različito obojani ako imaju zajedničku stranicu. Izbacimo li 
neke od kvadratića, dobivamo krnju šahovsku ploču. 


Savršeno pokrivanje dominima krnje ploče jest pokrivanje tako da vrijedi: 

1) svaki domino pokriva dva kvadratića sa zajedničkom stranicom, 

2) svaki je kvadratić pokriven točno jednim dominom. 

Treba odrediti nužan i dovoljan uvjet pod kojim postoji savršeno pokrivanje 
krnje »šahovske ploče«. 

Očito je nužan uvjet za takvo savršeno pokrivanje da broj bijelih kvadratića na 
krnjoj ploči bude jednak broju crnih kvadratića. No to nije i dovoljan uvjet. 
Odgovor daje 


PROPOZICIJA 5 (o pokrivanju dominima krnje šahovske ploče). Označimo sa 
B i C skupove bijelih odnosno crnih kvadratića na krnjoj šahovskoj ploči. Za svaki 
SB označimo sa C(5) skup svih crnih kvadratića koji imaju zajedničku stranu s bar 
jednim bijelim Kkvadratićem iz S. Tada krnja ploča ima savršeno pokrivanje dominima 


+|B|=|c] i |C(s)>|5], vss8. 
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Dokaz, Neka je G bipartitan graf s biparticijom vrhova (B, C). Nadalje, neka je 
bijeli kvadratić spojen s crnim kvadratićem <> imaju zajedničku stranicu. Dakle, 
brid od G odgovara dominu koje pokriva ta dva kvadratića na krnjoj ploči. Sada 
tvrdnja odmah slijedi iz Teorema 32. 1 


Primjer 29. Da li se krnja ploča na slici 163. rmože pokriti dominima (pri čemu su žrafirani 
kvadratići izbačeni)? 


Rječenje. 


Da razlikujemo kvadratiće pripisali smo im indekse: 
9 bijelih ž, te 9 crnih €, 

Za i=1,2,....9 označimo sa C, skup svih crnih 
kvadratića koji imaju zajednički brid s bijelim 
kvadraličem b,. 


Tada je Gi=la). Oelsch Gale). 
C=lah CG=leh C=ieenećh 
LC) ica0368h Ca=ltn6gh Car iča.C9). 

Sistem različitih predstavnika od C,,C,,.... Co 
je Skup £&), 09. C2, 65106104. C3,€91 Co). Savršeno je 
pokrivanje ie ploče, dakle, moguće, npr, tako da pokrijemo prvim dominom c;,b,, drugim c,,b,, trećim 
Eo» by» četvrtim e, ba, pa dalje, cg, bg3 4, baš Ce» b45 €3, Dai Cgs Da. O broju pokrivanja (dimeri!), v. [209]. 


Pokrivač grafa G je podskup K € V, tako da svaki brid iz G ima bar jedan kraj 
u K. Pokrivač K je minimalan pokrivač ako u G ne postoji pokrivač K“ za koji je 
K1<iKI. 
Naprimjer, 


Pokrivač od 6 Minimalni pokrivač od 6 
Si 164. 

Ako je K pokrivač od G, a M sparivanje od G, onda K sadrži barem jedan kraj 
svakog brida iz M. Stoga za svako sparivanje M i svaki pokrivač X vrijedi 
iMl<lKi. Ako je M* maksimalno sparivanje, a X minimalni pokrivač, onda je 
IM*|<|K|. Općenito, jednakost ovdje ne vrijedi, ali, ako je G bipartitan, onda 
vrijedi jednakost. To su prvi neovisno jedan o drugome dokazali Kčnig i Egervary. 
No prvo nam treba 

LEMA 29. Neka je M sparivanje, a K pokrivač za koje je |K| =|M]. Tada je M 
maksimalno sparivanje, a K. minimalni pokrivač. 


Dokaz. Neka je.M* maksimalno sparivanje, a K minimalni pokrivač. Tada je 
prema gornjem 
IMl<IM*|<iK|<iKI. 


No zbog |M] =|K] slijedi IM|=|M*li IKl=IK]|. m 
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TEOREM 33 (RSnig-Egorsdsy, 1931). U bipantitnom grafu broj bridova u 
maksimalnom sparivanju jednak je broju urhova u minimalnom pokrivaču, tj. 


max ([M| |M sparivanje) ==main (IK| |K polertvač). 


Bokaz, Neka je 


; bipartitni graf s biparticijora (X, Y), a 24“ maksimalno 
sparivanje od 6, O o sa U skup M*enezasićenih vrhova u X, a sa R skup svih 
vrhova povezanii sa M*alternjrajućim putovim vrhovima Stavimo 
SaROK, Ta ROP. 6, kao i u dokazu Teorema 32, svaki vrh u Ž 
iN(S) 


“a 


SL o165. 


Svaki brid od G mora imati bar jedan kraj u K jer bi inače postojao tnid s jednim 
krajem o 6, a s drugin u #\Z, što ja u kontradikciji sa N(S štoga je K 
pokrivač od Gi očito je |M* K|. Prema Lemi 9, je minimalni pokrivač. 8 


Kasnije ćemo se upoznati s još nekim okvivaleninim izrekama. tog važnog 
teorema (npr, Dilworthov teorem 56 u 8 9). 

Za egzistenciju i konstrukciju maksimalnog sparivanja za bipartitan graf važan 
je sljedeći pojam. 

Neka je G bipartitan graf s biparticijom (X, X) i neka je SEX. Broj 
(548) 151 [N (8); zove se defekt od 5, 


Defeli grafa G, u oznaci o (G), je o (G)=max (o (S)SGX). 

Očito je o((Z)=D pa je uvijek g (6) 20. Ako je 6(G)>0, onđa postoji SEX za 
koji je 15|>1N(S)|, pa ne postoji sparivanje koje zasićuje X. Stoga je prirodno 
pitanje koji Je maksimalan broj vrhova iz X koji se mogu spariti s vrhovima iz #. 
Odgovor daje 


TEOREM 35. Neka je (X, Y) biparticija bipartitnog grafu G. Maksimalni broj 
vrhova u X koji se mogu spariti s vrhovima iz Y jednak je il —o(G) 

Dokaz, Označimo s8 o“ (6) broj vrhova u minimalnom pokrivaču od G. Prema 
Teoremu 34, dovoljno je dokazati da je o'(G)=|X|--o(G). Meka je SEX skup za 
koji se postiže o (G), tj 51 |N (S), a T=N(SJUGKN\S). Tada 7 pokriva 
šve bridova od G pa je stoga o“ (G)eiT] == (iN (S) +1] |S] Xi o(G). 

Da dokažemo obratnu nejednakost, neka je X minimalni pokrivač od G, a 
LX NK, Tada je očito NILJEKOY, pa imamo redom 


DEED = JK] IKO] sa [X 
> o(G)2l2|- NGN >isi 
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Slično, ako lamilija skupova nema sistem različitih predstavnika, prirodno se 
postavlja pitanje: koji ja najveći broj skupova te familije koji ga imaju? Odgovor 
daje 

TEOREM 36. Neka je AA 
skupova familije koj! zajedno imaju 


++ A, Jamilija skupova. Tada je najveći broj 
e»t različitih predstavnika jednak 


mia GU Al +n— 1). 
1au, jit 


ada jednostavau i p tamo ga čiiaocu. 


Primjer 30, Neka je (X, Y) biperticija 
Akoje lki< 


piu 
, nađite koliki najveći defekr m 


afa Gi neka je dis) 24, VxaX ili) 45. Vje. 
imati G. 


Rješenje, Meka je BA 
2b0g 4(9)£5, VyeY je |E) <SjN (S). S 
te zbog [S] < |X] <15 dobivamo 6(5)<(1/5): 


emxyjxeš, yaN (S)j. Zbog « 
NUSN puje o1S)= [8] - y(S)| <] 
bi 


Savršena sparivanja 


Sada ćemo karakterizirati grafove koji dopuštaju savršeno sparivanje. 

Komponenta graža je neparna ili parna ako ima neparan ili paran broj vrhova. 

VG) sa 2, (5) označio broj neparnih korapunenti od G 
ZEOREM 37 (W, Tušte, 1947), Naka je G graf. Tada 

G ima savršeno sparivanje ako i samo ako vrijedi 


(S)sisj, vse Tr. (s) 


s 


Dokaz tog Teorema izvest čemo iz Hallovog teorema 32, ali prije toga izvedimo 
KORGLAR 25 (Petersen, 1891), Svaki 3-regularni ovaj baz reznih bridova ima 
savršeno sparivanje. 
Dokaz, Neka je G 3-regnlarni graf bez reznih bridova, a KaKo Neka su 


540,6, neparne komponente od G-— S i neka je mjesbroj bridova a jednim 
irajem u G,, a drugim u 5, gin. Budući je G 3-regularan, 


S. div)=3v(G), i<i<u (0 
»sHi6) 
2.6 (9) 
GH 
4(0)- 2e(G,) neparan. No mi jer G nema reznih 


maV(6) 


#23 za 1: 


8) 


Dale) [5]. 


šo 


i 


iz Teorema 37 tada slijedi da G ima savršeno sparivanje. i 

3-regularni graf s reznim bridovima ne mora imati savršeno sparivanje, kao što 
pokazuje sljedeći primjer. 

Primjer 31. 


SI. 166. G nema savršeno sparivanje jer je po(vy)=3. E 


Dokaz Tutteovog teorema. Očito je teorem dovoljno dokazati za jednostavne 
grafove. 

=: Neka je M savršeno sparivanje u G, neka je SSV, a G,,...,G, neparne 
komponente od G— S. Kako je svaki G, neparan, u njemu postoji bar jedan 
eksponirani vrh, tj. vrh koji je briđom iz M spojen s nekim vrhom iz S (vidi st. 167). 


neparne komponente od 6-5 parne komponente ad 6-5 
PREK RE REDA ==> 


Si. 167. 


Budući da to vrijedi za svaki ie(1,2,...,k?, to S sadrži barem k vrhova, pa 
vrijedi (+). 

<=: Prvo, ako je S= (Z, onda imamo 0<p,(2)<0, tj. p,(B)=0, pa G nema 
neparnih komponenti, te stoga G ima paran broj vrhova, tj. v==2r. Nadalje, očito su 
Po(S) i [S] iste parnosti, vj. vrijedi 


Po(S)=|5] (mod 2). o) 


Dokaz ćemo provesti indukcijom po r. Slučaj r=1 je trivijalan. 
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve grafove s raanje od 2r vrhova i neka je 
G graf sa 2r vrhova za koji vrijedi (*). Razlikujemo dva slučaja, 


Slučaj 1. Pretpostavimo da je »,(S)<1S], Sc V, 2<|5|<2r. 

Neka je eeE(G), e==uv. Neka je G'=G— (4,9). Za skup Ta V(G') označimo sa 
Po(T) broj neparnih komponenti u G'— T. Tada je (T<lTI. Kad bi, naime, bilo 
P4(T)>1T], onda bismo imali po(TU(u,w))=p(T)>|Ti=|[TUfu,v.)]-2, pa zbog 
(+) slijedi zo (TUfu,u))=|TU(u,po)] +1, a to ne može biti jer su onda ti brojevi 
različite parnosti, suprotno (*=). Prema pretpostavci indukcije, G“ ima savršeno 
sparivanje M“, pa je stoga M = M'iU(e) savršeno sparivanje od G. 

22 KOMBINATORIKA 
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Slučaj 2. Pretpostavimo da postoji podskup 5, za koji je po (S)=[S| 22 i neku 
je S maksimalan skup s tim svojstvom. Tvrdimo da u grafu G— S nema parnih 
komponenti, Naime, kad bi takva postojala mogli bismo iz nje odstraniti jedan vrh 
w i dodati ga skupu S, To bi uzrokovalo povećanje broja neparnih komponenti 
barem za jedan. Stoga p, (SU(w))22,(S)+1 =15| +1. S druge strane, iz (+) slijedi 
Po(SU(w)) <[5] +1 pa slijedi p, (SU (w))=[S] +1, što je suprotno s maksimalnošću 
od S. 

Neka je is] =56G,,...,G, neparne komponente grafa G— S. Pokažimo da je 
moguće iz svakog G, izabrati jedan vrh i te vrhove spariti s vrhovima iz skupa S. 
Kad to ne bi bilo moguće, onda bi, prema Hailovom teoremu, postojalo p neparnih 
komponenti koje bi se mogle spariti u G sa samo £<p vrhova iz 5, Neka je TeS 
takav skup sa t elemenata. Tada je p,(T)>p>t=|T], što nije u skladu sa (+). 

Dakle, iz svake komponente G, možemo odabrati vrh v; i spariti ga s nekim 
vrhom iz 5, 1<gi«gs. 

Prema tome, v(G;)=v(G;- v,) jest paran broj, | <i«s. Dokažimo da svaki G; 
ima savršeno sparivanje. 

Za RSV(G;) označimo sa pg (R) broj neparnih komponenti u G/— R. Ako G; 
sadrži skup vrhova R za koji je py (R)>\|R|, onda zbog (**) vrijedi py (R\>|R| +2. 
Sada računajmo 


Po(RUSUfo) pi (R)+P9(5)- 1 >|R[+]5]+1=|RUSUfo,)h. (9 


Ta nejednakost i (*) povlače p, (RUSU([v,]) =|RUSU(v,)l, a to je suprotno s 
maksimalnošću od S. : 

Stoga je py (R)<|R|, VRSV(G/), i=1,...,s. Prema pretpostavci indukcije, 
svaki graf Gj; ima savršeno sparivanje M,, i=1,...,s. Unija svih skupova M,, 
i=l,...,s, zajedno s bridovima koji spajaju vrhove »; sa vrhovima iz S daje 
savršeno sparivanje u G. M 


Problem zapošljavanja i mađarski algoritam za sparivanje 


Opći problem zapošljavanja glasi ovako. Svatko od a ljudi x,,...,x, može 
obavljati jedan ili više od m poslova y,,y2,...,,. Mogu li se oni zaposliti tako da 
svatko radi posao koji može obavljati? 

Konstruiramo li bipartitan graf G s biparticijom (X, Y), X =(s,,...,X,): 
Y=(y,...>X%h Pričemu je x, spojen sa y, ako i samo ako x; može obavljati posao 
», onda je problem uvidjeti da i G dopušta savršeno sparivanje. 

Mi ćemo konstruirati algoritam koji ili konstruira savršeno sparivanje u G ili 
stane kada nađe podskup SSX za koji je IN(S)|<]S], pa, prema Hallovom 
teoremu, G tada nema savršeno sparivanje. Ideja za taj algoritam, koja potječe od 
J. Edmondsa iz 1965, vrlo je jednostavna. Počnemo s nekim sparivanjem M na G. 
Ako M zasićuje svaki vrh u X, onda je to i savršeno sparivanje. U protivnome, 
postoji M-nezasićen vrh ueX i mi tada sustavno tražimo M-uvećani put P koji 
počinje u vrhu u. Kad nađemo takav put ?, stavimo M'=MAE(P), pa time 
dobivamo veće sparivanje od M, čime je i više vrhova od X zasićeno, pa opet 
ponovimo taj postupak sa M' umjesto s M. Ako pak takav put P ne postoji, 
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nađemo skup R svih vrhova koji su sa u povezani M-alternitajućim putovima, pa se 
ključi, kaa u dokazu Hallovog teorema, da za S== RN vrijedi |N (S1| < [5]. 

Neka je M sparivanje u G, no ueX Menezasićen vrh, Stablo HGG se zove 
Mealternirnjuće stablo s korijesom u ako vrijedi (1) ueV(H), (21 WeK(H), 
Hl(uo)eput u AH kojije M-alternirajući, Slikovito možemo reći da potraga za takvim 
M-alternirajućim stablom if s korijenom u izgleda kao »rastx stabla iz korijena, U 
početku je He (u). Zatim stablo raste tako da u svakom koraku imamo dvije 
rmoguenosti: 


1. Bvi vrhovi iz HN (u) su Mezasićeni i spareni pomoću M (si. 158.2): ili 
2. fl sadrži M nezasićen vrh »sku (sl, 168.b). 


4 o o 9 8 
m vodo yiii-zasićenj 


pare 


siMenezagičenij 


6 


Z 


i 
pumi 
bh 


Ša 
be 
u 


u ti u“ 


VUEDOK, T= VUDOY. Tada je 1 
N(S). 


N (5). imamo 


slučaju vrtovi iz S\ (u) spareni s vrhovima iz 2, pa je 
Prema čaliovom teoremu, G tada nema savršeno 


VetN(5). U tom slučaju postoji vrh ye (K\TJNN(S) pa je y spojen s nekim 
x&5. Ako je y M-zasićen i ako je yzeM, onda stablo H povećaro tako da mu 
dodamo vrhove yi zi bridova xy i yz. (Uočite da xy&M jer su svi vrhovi iz 
HN (u) Mezasićeni pa je xu ili je x M-sparen s vrhom iz H.) Tađa se opet 
vraćamo na slučaj 1. (sl. 168.0), Ako je y M-nezasićen, H povećano tako da 
tu dodamo vrh y i brid xy, pa dolazimo do slučaja 2. Traženi put je tada 
(u, y)-put u E, tj. M-uvećani put s početkom u (sl. 168.d). 


Ta se metoda zove mađarska metoda (jer se osniva na idejama KGonig- 
varyja iz 1931) i može se opisati sljedećim algoritmoni. 


Algoritam mađurske metode 
Korak 1. Počinjemo s bilo kojim sperivanjem M (možda i praznim) bipartitnog 
grafa G s biparticijom (X, Y), IX|==|v]. : 


Korak 4. Ako je X Mozasićen, stop. (M je savršeno sparivanje.) U protivaome, 
neka je ueX Monezasićen vrh. Stavimo Sa (u) 2. 
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Korak 3. Ako je N(S)=7, stop. GN (S), <isl, pa. prama Hallovom teoremu, tada 
nema savršenog sparivanja.) 
U protivnome seka je yeN (S) NT. 


Korak 4, Ako je y Mzasičen, neka je yzaki. Zamijenimo S sa Sljir), u T sa 
TUly) i vratimo se nu korak 3. Ako je y Menozasićen, neku je P 
Meavećani (u, y)-put. Zamijenimo M sa M MAE(P) i vratirao se na 
korak 2. 


Primjer 32. Primjenite mađarsku metodu na bipusijini praf na stici 189. 4), na kojoj počinjemo s 
podebljanim sparivanjem žd. 


X,h Te BA Zatim S=lx2), 
ste, konstruirajuči stvlno nove 
ZsAašiV koji je M-uvećan 
ije sve vrhove iz X i koja ju, 


Fo: dp.) RA i pritom M-altarnizuju cijenom x, 
šlealernirajuće (x, y)putove, sve dok ne dođemo do (xy, g, puta 
(sl. 169.6). Tada konstroiranto novo sparivanje M“ = MAE(P). koje zas 
dakke, savršeno (sl, 189.6). B# 


Ki on Vi 


ivlađaeska 
IPronalazi savršeno, odnosno maksimalno spasivanje u bipartitnom grafu G s biparticljom (X, ), 
Iiedih1 
MB B 
sve dok je X Menerasićen radi (povećaj #2] 
nadi neki M-nezasičen vrh iz X i nazovi ga u 
Sta) 
TD 
povećano<-daž 
sva dok je N(S)> F1 nije povećeno radi Feste raađarsko stubtoj 
nađi neki veh iz M (SJ Ti nazovi ga g 
ako je y Mezasić 
omwda z+-vrh sparen s pu Az 
+ SU (2) 
inače P<-H-uvećani (1,y)-put Bedini (,y)-pot u GLSUTTJ 
Ms-MAE(P) 
povećano t-istinu 
Ovećuna 
onda kraj Inema savršenog sparivanja; M je jedno maksimalno sparivanjej 
koja (id je jadno savršeno sparivanjej 


ius 


iamo 


Taj algoritam u procesu rasta mađarskog stabla kruži najviše IX| puta prije 
nego nađe ili SeX sa N(S)<|s) ili M-uvećani put. No i prvotno sparivanje može 
se povećati najviše |X| puta prije nego se nađe traženo sparivanje. Stoga je taj 
algoritam dobar, Manjim izmjenama te metode može se dobiti dobar algoritam za 
maksimalno sparivanje u bilo kojem bipartitnom grafu. Isto tako, postoje razni 
dobri algoritmi za nalaženje maksimalnog sparivanja u bilo kojem grafu. Svi se ti 
algoritmi više-manje osnivaju na Bergeovom teoremu, Poznati su takvi algoritmi 
složenosti O (v"?) (vidi [83]). O pojedinostima nećemo raspravljati, nego dajemo 
samo jedan »bipartitni« primjer, 


Primjer 33. U »Malo Misto« došlo je 9 skupina T, (i=1,...,9) stranih turista. Jezici kojima 
govore su engleski (E), njemački (NJ), francuski (F), talijanski (T), španjolski (Š) i portugalski (P), i to 
grupa TE, DF, TAiNI, TGEi TP. T4Ši TaT, TaŠ i T:P. U turističkom birou imaju 10 turističkih 
vodiča V; (11, 10), koji govore jezicima VE i NJ: KE i Š; Pr; KA:F, NJ i T; VE ENI; 
VŠiP; KEFiIP; VAR, Ši Ti: Kjg:E NIJ. Kako treba vodiče dodijeliti turističkim skupinama (sva! 
skupini jedan vodič) tako da se opsluži najveći mogući broj skupina? 


Rješenje. Neka je G bipartitan graf s biparticijom (X, Y), gdje ulogu vrhova u X igraju vodiči, a 
vrhove u Y skupine turista. Vrh VeX je spojen s vrhom TjeY ako i samo ako V; govori jezik grupe T). 
Treba naći maksimalno sparivanje u tom grafu. 

Startujma s bilo kojim sparivanjem M, moguče i M =, ali je svrhovitije za M uzeti »naivno« 
sparivanje dobiveno ovako: neka je K, dodijeljen prvoj iz skupina T,,7,, Ta s kojam se on može 
sporazumijeti, zatim V dodijelimo prvoj mogućoj skupini za njega kojoj još nije dodijeljen vodič itd. Na 
taj se način konstruira sparivanje M koje ima sedam bridova (st. 170.4)). 


a) b) 
Si. 17. 


Sada s malo isprobavanja (koja ovdje nije teško provesti redom, tako da se izbjegnu ponavljanja i 
ne propusti nijedna mogućnost) dobivamo M-uvećani put VTV TVT VoTeVaT,. Kao i prije, 
zamijenimo na tom putu tamni + svijetli, pa dobivamo sparivanje M“ sa |M"|=8 (sl, 170.b). U G nema 
M"uvećanog puta. Naime, uzmimo skup S= (V,, Vy, Vs, Va, Vo) EX, dobiven tako da se uzmu M“- 
nezasićeni vrhovi (to su Ve i /,o), a onda svi krajevi u X M'-altemirajućih putova koji u njima startaju. 

Tada je N (S) €T), Ta, Ta) poje [S] |N(SI[=5—3m=2. Stoga je, prema Teoremu 35, broj vrhova 
u X koji se mogu spariti najviše jednak 10-- 2=8. Zato je M* jedno maksimalno sparivanje. (V, 74, V2T, 
VTo VaTn VsTy ViTa VsT3, VoTs) je također maksimalno sparivanje. (Ima li ih još?) Upravo ono 
»isprobavanje« zamijenjuju spomenuti algoritmi. 1 
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Problem optimalnog zapošljavanja i Kuhn-Munkresov algoritam 


Poduzeće ima n ljudi, a postoji n poslova koje treba obaviti. Ako i-ti čovjek 
izvršava j-ti posao po cijeni c;,, treba pronaći optimalnu shemu podjele posla. 

Taj se problem bez smanjenja općenitosti može razmatrati na potpunom 
bipartitnom grafu K,,,, pri čemu svaki brid ima težinu ili cijenu c,,>0 (a bridovi 
koji nedostaju do K,,, imaju težinu nula), pa se traži maksimalno sparivanje u tom 
grafu (stoga i savršeno), tako da ukupna cijena (tj. suma cijena svih bridova u 
sparivanju) bude najmanja (ili najveća — ako c,, znači npr. profit koji poduzeće 
ostvaruje ako i-ti čovjek obavlja j-ti posao). Naravno da bi se taj problem mogao 
riješiti i tako da se (npr. mađarskom metodom) nađe svih n! savršenih sparivanja pa 
se svi oni usporede (nekim sortiranjem) i nađe optimalno. No to bi bilo dosta 


neefikasno. 


H. Kuhn i 3, Munkres su oko 1957. godine konstruirali algoritam koji rješava 
taj problem sa složenošću O (1*). 

Dakle, neka je G potpun bipartitan graf s biparticijom (X, Y), gdje je 
X=(%,..X,) F=(y0...),b i neka svaki brid ima težinu wy=w (xy). Želimo 
naći savršeno sparivanje u G koje je maksimalne težine u težinskom grafu G. To je 
problem optimalnog zapošljavanja, a traženo sparivanje optimalno. 

Dopustivo označavanje vrhova je funkcija f:XUY>R* za koju je 
fG)+f0) zur VxeX, paY, a f(x) (ili f(y)) je oznaka od x(ili y). Jedno takvo 
dopustivo označavanje vrhova je dano formulom f(x)=max (w(xy)|yeY) za xeX i 
fQ0)=0 za jer. 

Dakle, dopustivo označavanje uvijek postoji bez obzira Što značile težine 
bridova. . 

Neka je f bilo koje dopustivo označavanje od G. Definirajmo skup bridova 
E,=(xyeE|f()+/f()= w(xy)). Označimo sa G, razapinjući podgraf grafa G, za 
koji je E(G,)=€;. Graf G, se zove podgraf jednakosti s obzirom na /. 

Vezu između podgrafa jednakosti i optimalnog stabla te osnovu za Kuhn- 
-Munkresov algoritam daje slijedeći teorem. 


TEOREM 38. Neka je f dopustivo označavanje vrhova od G. Ako podgraf 
jednakosti G, sadrži savršena sparivanje M*, onda je M* optimalno sparivanje od G. 


Dokaz. Neka je dakle M* savršeno sparivanje od G,. Budući da je G, 
razapinjući podgraf od G, to je M* savršeno sparivanje od G. Budući da je 
M*EE(G;), a svaki vrh od G incidentan točno jednom bridu iz M*, slijedi da za 
težinu od M* vrijedi 


w(M*)= Yoe(e)=Xf(0) s () 
2eM* uy 
Neka je M bilo koje savršeno sparivanje od G. Tada je 
wM)=Xvegyxf0. (+) 
reM veK 


iz (») i (++) slijedi w(M*)>w(M), pa je M* optimalno sparivanje u GM, 
Kuhn-Munkresov aigoritam započinje s bilo kojim dopustivim označavanjem 
vrhova f pa stoga i s pripadnim podgrafom jednakosti G,. Zatim odaberemo bilo 
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koje sparivanje M od G, i na njih primijenimo mađarsku metodu. Ako ss ijome 
dobiva savršeno sparivanje, onda je, prema 'Teoremu 38, to sparivanje optimalno. 
Ako pak mađarska metoda stane s nekim sparivanje M" koje nije savršeno, onda 
se dobiva M“alternirajuće stablo #1 koje ne sadrži M-uvećani put i ne može stoga 
dalje rasti u 6, Tada izmijenimo fu jedno drugo dopustivo označavanje vrhova j", 
tako da M'i Hi budu sadržani u & po i da ge H možs proširiti u Gje Takvu izmjenu 
dopustivog označavarija vrhova radimo svakiput kada moramo i to sve dotle, dak 
ne dobijemo savišeno šparivanje u nekora podgrafu jednakosti, 


KuimdVlmkresov algoritam 


Korak 1. Počinjemo s nekim dopustivim označavanjem vrhova f grafa G i odabe- 
rermo neko sparivanje M u 6, 


Korak 2, Ako je X Mozasićen, onda je M savsšeno sparivanje, pa je, prema 
Teoremu 38, i optimalno i tada stop. U protivnome, aska je ueX 
M-nezasićen vrh. Stavimo S== (u), T= 2 

Korak 4. Ako je N, (S)>T, prijeći na Korak 4, U protivnome, tj). M, (Sje=7. 
izračunati d,: =min (f(x) +f(y)-w(xy)lxeS, yT3 i neka še novo do- 
pustivo označavanje vrhova J" definirano sa 


[ f(W)-d,, veS 
F4 f(0)+d,, vsT 
e inače, 


did, 


>DiNop(8)> 7), Zamijeniti 


Korak 4. Odabrati vrh pi Na, (SIN Ako je y Mezasićen i yzaM, zamijeniti S sa 
SU (2), a T sa TU(y) i priječi na Korak 3. U protivnome, neka je # 
diuvećani (#,y)put u G,, zamijeniti M sa M'=MAE(P) i prijeći na 
Korak 2. 


Uočimo da se taj problem može tretirati | matrično, tako da. se težine (cijene) 
napišu u »xn matrici C čiji reci odgovaraju vrhovima iz skupa X, a stupci 
vrhovima iz skupa Y. Element w,, te matrice jednak je težini »(x 9) brida x, 
Čitav algoritam se tada može provesti na toj matici, 


sajee 44, Riješite problem: optintalnog zapošljavanja za tešinski graf G težinsku matrica 


Ho Hoda 
grija e go o Bo 
€al4 3321 
6 5 


S 
m 
moc 
naa 
kom 


bo o 
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Rješenje, Počinjemo s dopuslivim ozančavanjem /f vrhova ea či: Slje3, /(4)4, flg)e6, 
fia)=3, flo) /Og)=f0,)=f0,)=8. Podgraf jednikosti G, je na sh Vila). Mudarsku meto: 
da primijenjena ma graf 6, daje da O, gemu savršenog sparivanja jer je za EEE 
NSI To (9,92). Stoga računamo d,, Dobivamo d,e1 i učunmmo novo označavanje: FSERETA 
LGe)e3,f(9)m5,] (o)=3.f 031, f0)m1, f0))00, f (94)0. Podgral jednakosti 6, je na si. 
377.b). Mađarska metoda za graf G,.daja savršeno spurivanje #4 (podebljano na sl, 171.6). To sparivanje 
je Optimalno, s totnisom cijenom 544434317, 8 


A ko ko& 
P / 
Vam dai 


a) 
SINJA. 


Koncizno se Kuhn-Munkresov algori 


Kuhn-Blugkres 


Pronalazi optimalno sparivanje M u tekiuskom poipunom bipartitnom gral 
UC?) (Xi= 11 i težinskom fuakeijom 12.] 


5 biparticijam 


za svaki xeX vadi Luvodi se dopustivo označavanje ad 6] 
flle-gnax [utzylyet) 
za svaki ye Y radi 
Sl)0 zi 4 
Mad neko sparivanje u podgrafu jednakosti G,] 


sve tok je X #4. 
odaberi ue 


ši Vrh U X i nazovi ga u 


povećano «laž 
sva dok nije povećana radi 
ako je Ng (S)=T 
onda d,smin (/ (9) +f(p)- (29) 
za svaki 08$ radi 
ftojefteld, 
ea svaki puT sadi 
F(e)e-flv)+d, [suda zbog d,>0 vri 
nađi neki vrh iz Ny, (S) i nazovi ga y 
ato je y M-zasičen 
sudu Za-vrh sparčn s yu i 
S+-Sll2) 
Tul) 
šaača P+-M-uvoćani (u, uj-pot u 6, [jedini (u v)putu 6, [5UT]] 
M+eMAE(P) 


povećano istina 


kraj. 


O raznim aspektima sparivanja, o raznim algoritmima kombinatorac optimizacije, 
a naročito m vezi sparivanja, njihovim složenostima te o vezama s linearnim 
programiranjem, čitalac može naći u 121, [45], 170), 1831, [971, [137], D481, [160], 
(1731, [2131, [232]. 
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Sea 


kadi 


cs 


bia 


šo 


sed 


Zadaci 


boAni, Branki i Dijani sviđa se Marko, Evi, Cvijeti i Dijani Nikola, Cvijeti i Dijani Petar, a Branki i 
Dijani sviđu se Ratko. a) Konstruirajte biparijtan graf i u njemu sparivanje tuko da je svaki mladić u 
puru s djevojkom kajoj se sviđa; b) Postoji Ji maksimalno sparivanje u kojem će parovi biti Marko i 
Branka, te Nikola i Cvijeta? 


2, Pet delegacija prisustvuje skupštini. Delegacija A ima članove a,c,e, delegacija B ima članove b,c, 
delegacija € ima članove a,,d, delegacija D ima članove d,2,/, a delegacija E ima članove €,/, Svaka 
delegacija treba delegitati (različitog) predstavnika u predsjedništvo skupštine. Da li je to moguće? A da 
li je to moguće tako da je e predstavnik od A, bod B,aod C,afod D? 


3. Dokažite da n-kubni graf (a 22) imn savršeno sparivanje. 

4, Dokažite da stablo ima najviše jedno savršeno sparivanje. 

5. Da li za svako sparivanje M od G postoji maksimalno sparivanje M“ od G tako da je MEM1 

6. Za svako k>1, konstruirajte jednostavan k-regularan graf G koji ne dopušta savršeno sparivanje. 


7. kofaktor grafa G je k-regularni razapinjući padgraf od Gi. (Očito je 1-faktor savršeno sparivanje od G). 
Graf G je k-faktarabilan ako je G unija od nekoliko bridno disjunktnih k-faktora. Dokažite: a) K,,,iX,, 
su 1-faktorabilni (za K,, savršeno sparivanje čine spojnice centra i vrhova pravilnog (2n— Iherokuta i 
okomice na te); b) Petersenov graf nije 1-faktorabilan: c) K,,.,, je unija od n povezanih 2-faktora (n 21) 
(uočite da je povezani 2-faktor Hamikonov ciklus): di K,,., je unija i-faktora i m1 povezanih 
2faktora: e) Koristeći se Diracovim icoremom 14, da jednostavan graf G sa v paran i 8 >(x/2)+1 ima 
Zfaklor, 


B. a) Koliko savršenih sparivanja ima K,,, a koliko K,,? 
b] Dokažite da ljestva s u prečaka ima F,, , (Fibonaeclev broj) savršenih sparivanja. 


9. Dokažlte da je svaki k-regularan bipartitan graf 1-faktorabilan, a svaki 2K-regularan graf 2faktorabi- 
lan (k>0). 


10. Dokažite ovu generalizaciju Korolara 25. Meka je G k-regularan, (k—1)-bridno povezan graf, v 
paran. Tada G ima savršeno sparivanje, 


1i. Neka je G bipartitan graf s biparticijom (X,Y). a S. TEX. Dokažite da vrijedi nejednakosi 
G(SUTI+a(SNTYzg(S)+9 (7. 


12. Neka je G bipartimi graf s biparticijom (X, Y9. Ako je G jednostavan i |X]=|Yl=n, e>(k—1)n, 
dokažite da G ima sparivanje M sa k bridova, 


13. Dva igrača igraju igru na povezanom grafu tako što naizmjence izabiru vrhove od G: o, Dge iza. ea 
tako da je u, susjedan sa %,,$(09,0;,-..,03. Pobjeđuje igrač koji posljednji uzima vrh, Dokažite da prvi 
igrač ima strategiju za pobjedu ako i samo ako u G ne postoji savršeno sparivanje. 


14. Iz »šahovske ploče« tipa mx izbačeno je jedno bijelo i jedno .crma polje. Ako je bar jedan od 
m,n 32 paran, dokažite da se ta ploča može savršeno prekriti daminima tipa 2x1, 


15. a) Dokažite da skupovi A=A,=...>4,=(1,2,...,m) imaju sistem različitih predstavnika <em >a i 
dokažite da ih u tom slučaju ima P(m,n)=(m)au 


b) Dokažite da familija skupova 4,=(1,2,...,8 PN [i]. i=1,2,...,m ima sistem različitih predstavnika i 
da je njihov broj jednak broju deranžmana D, (v. VI. poglavlje). 


16. a) Neka je A,,A,,...,4, familija skupova, a ra. Tada r tih skupova ima sistem različitih 
predstavnika ako i samo ako vrijedi V/sN,, [U A[>1/|-(n—r). Dokežite to; . 
ta 4 


5) Pomaču a) dokažite Tsorem 36. 
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17. a) Dokužište da ima burem m(a— 11... *(6—r+11! latinskih pravokutnika tipa rxn trn): 


bj) Neku je Llatinski pravokutnik tipa rxas nad N, (r,sn). Dokužite du se L može proširiti do 
latinskog Kvađrata reda n uko i samo ako se svaki ieN, nalazi u bbarem r+s- m puta. 


18. Neku su A,,...,A, skupovi, u 7,,...,r,eN dani brojevi. Dokužite da postoji fumiliju skupova 
B, B,. B,S A, |Bj=rpi=t1...m BOB,;= 0 za i=j ako i sumo uko zu svaki keN, i za svaki izbor 
odigi<b4<...<bhSn vrijedi 


14, UVALU. VA |2N, + FT 
19. Neka su A,,...,4, 1 B,,...,B, dvije particije skupu S, 


a) Dokažite da postoji permutucija ii... d, 06 1,2... 0 tako da je ANB, 
A,0B,,# 2...ADB,# IB uko i samo uko zu svako keN, nikojih k od skupova A, d,....,A, nije 


sadržuno u uniji od nikojih £- t skupova B,....,B,: 


b) Ako je |A] =[B]|=p, 1=1,...,1, dokažite da postoji permutacija 1,6,..<,1, 0d 1,2,...01, tako da je 
408, #2 A0B,# 2... ANB D. 


20. Neka su A,,...,4,1 B,,..., B, dvije familije podskupova konačnog skupu 5. Dokažite da te familije 
imaju zajedničku transverzalu ako i samo ako vrijedi 


JUANUB|2l1[+|]-m, za sve LJEN, 
Paar) 


21. Neka je G konačna grupa, a H <G njena podgrupu, Dokažite da svi lijevi i đesni susjedni razredi od 
H imaju zajedničku transverzalu, tj. dokažite du postoje g,,...,2,8G. tako da su 2H..... 9,H lijevi u 
Ha,...., Ha, desni razredi. 


22, izvedite Hallov teorem 32. iz Konig-Egervdryjevog teorema 34, 


23. U nepraznom bipartitnom grafu G(X, Y) postoji sparivanje koje zasićuje svaki vrh iz X ako je 
min (d(x)lxeX) >max (d(y)|peY]. Dokažite. 


24. Neka je G(X, I) bipartitni graf, a M, sparivanje koje sparuje X,&X sa Y,s Y, 1=1,2. Dokažite da 
tada postoji sparivanje M SM,UM, koje zasičuje X, i Y,. 


25. a) Koristeći se prethodnim zadatkom, dokažite da u bipartitnom grafu postoji sparivanje koje 
zasičuje sve vrhove maksimalnog stupnja 4; “ 


b) Dokažite da se skup bridova bipastitnog grafa može particionirati u A sparivanja. 


26. Kvadratna realna matrica Pepy] S nenegativnim članovima je bistohastička (ili dvostruko stohastič 
ka) ako je suma članova svakog retka i suma članova svakog stupca jednaka 1, Permutacione matrica je 
kvadratna (0,1)-matrica koja u svakom retku i svakom stupcu ima samo jedan član 1, Dokažite da se 
svaka bistohestička matrica P može zapisati kao Pec,Pj+cP2+...+6,P) Bdje su P,,.... P, permu- 
tacione matrice, a €;,...,6>0 realni brojevi i 6, +e,+.,. +0, =1. (G. Birkhoff*, J. von Nenmann**). 
(Neka je Gee G(X, Y) bipartitan graf, gdje je X skup redaka od P, 4 Y skup stupaca; iti redak spojimo s 
jim stupcem => p,,>0. Pokažite da G ima savršeno sparivanje pa se koristite indukcijom po broju 
članova #0 u ?.) 


27. Neka su M i N bridno-disjunktna sparivanja grafa G, |M|>|Nj. Dokažite da postoje disjunkina 
sparivanja M", N' od G, tako da je [M'j=(1M|—1, [Ni=|N14+1, M'UN'=MUN. 


28. Neka je G bipartitan graf, a k>A, Dokažite da postoji k disjunktnih sparivanja M,,...,M, od 6, 
tako da je E(G)=M,UM,U...UM,, le/k]< [M] [ek], 1<isk. 
\ 


* Garrelt D. Birkhoff (r, 1911), suvr. američki matematičar, 
** John von Neumann (1903 1957). američki matematičar mađarskog podrijetla, 
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29. Dokažite da stablo 7 ima savrš 
(Po (o)z« broj nepazaih komponenti od 7 


Lai 
30. Izvedite HaHov teoremi 32. iz Tutiesvog teorema 37, 


34. Dokažite dići Bergeovu generu 
sparivanju gsaiu G jedn: 2, gdje je damax (7, (S)- [Sila Ki. 

(Peka je G* mal apisjuči nadgevf od G čiji je broj bridova maksimalnog sparivanja isti kao i 
Meka ja U sktip vrhova supoja vl u 6%, Pokažite da je (U disjunkina unija potpunih 


ciju. Tudeovag teorema 37. Broj briđovu maksimalnog 


32. Dokužite da vrijedi sljedeća beskonačna verzija Hallovog teorema o sistemu razlišitih predstavnika. 
kaj konačan skup, 2 (43,, familija konačnih skupova, Tađu LA,l,, ima sistem različitih 
9 i samo ako za svaki keN i svako (8,,1,....h]ah AU. dd jp2k. 


problem optimalnog zapošljavanja, čija je težinske matrica 


b9 47 3245 
53 jeva 
R asa 


2143 
S Eosa 


i činjenicom do bipariitan gral ina A-reguta 


34. Koristeši ipati 


dlokažite da je za bipartitan gn 


an nadgrf, 


35. Peka je G gral a e(G,£) jednsk broju sparivanja M u G sa M] ==2, Tadu se 


beti A 
St dmiG, ke 


ao 


SOGja M (Gt) 


zove polinom spa 
Nađi olinom 
Općenito, za £ 


'nnla od €, Dokašite da za svaki brid e== 
rivanja ga ljestve st 1 prečaka. 
E(G) dukažite indukcijom po |E'| du vrijedi 


NO GdBPiM(G-E-2IM) 
MaAt&I 


SE(O) vrijedi MG) =a AG - 


3 MG u 0). 


MiG 


gdje je .4(E) skup svih sperivanja od G sadržanih u E, a BM skup svih Krajeva bridova iz M. 


36. Probian skladnih brakova. U nekom mjestu ima x djevojuka i x mladića. Svaka osoba ima svoju 
tangolistu simpatija osoba suprotnog spola s kojom bi željela sklopiti brak. Problem je da se svi oni 
poudaju i požene tako da je skup brakova skladan. Skup brakova je neskladan ako postoje mladić i 
djevojka koji nisu u istom braku. ali su jedan drugom iznad njihovih supružnika u njihovim rangdlistama 
simpatija, 


ji su odbijeni u prethodnom koraku zagro: 
narednu djevojku sa svoje rangdiste, a djevojke odbijaju sve osim najboljih prosa: 

Konačno, svaka djevojka če biti zaprošena, jer tako dugo 
odbijanja i novih prosaca, s kako mladić ne može zapros 


vaki 
& koje dotad imaju. 

ik svaka djevajks nije zaprošen: 
mu djavojku više nego jednom. svaka 
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djevojka če kadaud biti zaprošena, Kud i posljednju djavojka bude zaprošena, »udvaranje« je završeno i 

svaku djevojku mora odabrati mladi og vbuibnja« 

Uvjerite se t sljedeće tvrdnje: 1 6) Složenost teg 

ritma je O Grk e) Algoritam ća i oojevojuka različit; 

d) Algoritam je optimalun za mladiće u smislu da oni ovako bolje (ii jednako dobroj prolaro nego u 

bilo kojem drugom skupu skladnih brakova, (Muravno, bio bi to djevojke optimalan algoritam, ako 
bi one zaprosije saladiće). Vidi Amer. Maih. Maomihly, 92 (1984), 261 -- 268. 


37. M 


prema 


rajta dijagram toka m 
oru. 


rske metode i supišile program zu tu metodu u programskom jeziku 


38. Isti zadatak kuo prethodni, ali za Kuhn-Maukrosav algoritam. 


$ 8. Nezavisni skupovi, pokeivači i klike grafa. Ramgeyeva teorija grafova 


Podsjetimo se da je skup SE V(G) nezavisan sko nikoja dva vrha iz S nisu 
susjedna u G; podskup X < V(G) je pokrivač od G ako svaki brid iz G ima bar jedan 
Kraj u X. Iz tih definicija odmah slijedi 


: V je nezavisan skup u Ge>VN\S je pokrivač od G. 8 


PROPOZICIJA 6. S 


Mezavisan skup SE K(G) je msksimalan ako ne postoji nezavisan škup 
SE V(G) tako da je [S1>1SI. Pokrivač K od G je minimalan ako ne postoji 
pokrivač X“ od 6, tako da je K'i<iKi. 

Označimo &(G): =broj vrhova u maksimalnom nezavisnom skupu od G 
: == broj vrtova u minimalnom pokrivaču od 6. 


B(G): 


Brojevi u=a(6) i B=8(G) redom zovu 
stabilnost) i pokrivanje grafa, Očito je 


još nezavisnost grafe (ili unutarnja 


(a) 


GB (m 


Bridni analogon nezavisnog skupa je sparivanje. Bridni analogon pokrivanja je 
bridni pokrivač, Bridni pokrivač od G je podskup ZLE E(G), tako da je svaki vrh od 
G kraj nekog brida iz £. Primijetimo da bridni pokrivač ne mora uvijek postojati; 
on postoji ako i samo ako je 8>+0. Analogno kao gore, označimo 
a(Gh 
BG 


broj bridova u maksimalnom sparivanju od G, 


G. 


= broj bridova u minimalnom briđaora pokrivaću od 


jako sparivanje i bridni pokrivač nisu u iako jednostavnom odnosu kao 
nezavisni skupovi i pokrivači, jer komplement sparivanja me mora biti bridni 
ivać niti komplement bridnog pokrivača mora biti sparivanje, ipak su parame- 
Bou istoj vezi («) eli 


TEOREM 39 (X, Gallai, 1959). Ako je 8:0, onda je a + Bl==v. 


iDokax. Neka je M maksimalno sparivanje u G, a U skup svih M-nezasićenih 
vrtova, Kako je 5>>0, a M maksimalno sparivanje, postoji skup G)NM sa 
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saa 


sos 


ire 


šao 


|U| bridova, po jedan incidentan svakom vrhu iz U. Kako je MUE' bridni pokrivač 
od G. slijedi da je 


B<IMUEI=a'+(v-2a'j=v-a', ti. 
+Pgv (> 


Neka je sada L minimalni bridni pokrivač od G, a H=G[L], te M“ maksi- 
malno sparivanje od H, Neka je U“ skup M“-nezasićenih vrhova iz H. Budući da je 
M" maksimalan, H [U“] nema karika pa je 


I-|Ml=|2\mMi>|U'l=v-2[Mi=izl+[M1>v. 
Budući da je H&G podgraf od G, M" je sparivanje i od G, pa je 
+B'>|M|+|l2]>v. (2). 


(1) i (2) povlače tvrdnju. #8 
Sada ćemo dokazati Teorem koji je formalno vrlo sličan Teoremu 34 (Konig- 
Egervary). 


TEOREM 40. Neka je G bipartitan graf, 6>0. Tada je broj vrhova u maksi- 
malnom nezavisnom skupu jednak broju bridova u minimalnom bridnom pokrivaču. 


Dokaz. Zbog a+B=v i prethodnog Teorema '+f'=v slijedi a+B=+B. 
Budući da je G bipartitan, prema Kčnig-Egervaryevom Teoremu 34 slijedi da je 
=. Zato jea=B. ME 

Matrica A reda mxn je (0,1)-matrica ako su joj svi članovi ili 0 ili 1. Linija 
takve matrice je redak ili stupac. 


KOROLAR 26 (Egervary, 1931). Neka je A (0,1)-matrica. Najmanji broj linija 
koje sadržavaju same jedinice jednak je maksimalnom broju jedinica od kojih nikoje 
dvije nisu na istoj liniji matrice A. 


Dokaz. Konstruiramo bipartitan graf G s biparticijom (X, Y), pri čemu 
Xi. (X,EK odgovaraju recima od A, a Ji». VE Y stupcima od A. x; je spojen sa 
91). xp E(G):eli, iti element od A jednak 1. Budući da vrh pokriva sve bridove 
koji su s njim incidentni, tvrdnja slijedi iz Teorema 40. 88 

Iako je pojam nezavisnog skupa analogan pojmu sparivanja, teorija nezavisnih 
skupova je daleko manje razvijena. Tako npr. nije poznat nijedan dobar algoritam 
za nalaženje maksimalnog nezavisnog skupa. O teoriji nezavisnosti vidi [39]. 

Podsjetimo da je klika jednostavnog grafa G podskup Sa V, tako da je G[S] 
potpun graf. Jasno je da je S klika od G ako i samo ako je S nezavisan skup od G“, 
pa su, dakle, ta dva pojma komplementarna. 

Ako G nema velikih klika, onda bi se (intuitivno) moglo očekivati da G ima 
velikih nezavisnih skupova. To je zaista tako, a slijedi zapravo iz Ramseyevog 
teorema (vidi IKI, Teorem 11). Naime, za dane p,geN, postoji najmanji broj 
N(p.q):=N (p,2;2), tako da svaki graf s barem N (p,q) vrhova sadrži kliku sa p 
vrhova ili nezavisan skup sa q vrhova. Točne vrijednosti od N (p,q) nisu poznate. 


p+4- 


No kao što znamo, postoji gornja međa N (p, a<( par , (vidi IH, Teorem 16). 
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Sada čemo dati jednu donju među, koristeći se jednom vrio moćnom tehnikom 
tzv. vjerojatnosnih metoda u kombinatornoj analizi (v. [69], [204]). 


ideja je tih metoda u tome da se kombinatorni objekti koji se istražuju shvute 
kao događaji u nekom diskretnom prostoru vjerojatnosti. Tada se dokaže da je 
vjerojatnost pojave tih objekata pozitivna. Na taj se način dokaže egzistencija oma 
takvih objekata, iako se sami objekti ne konstruiraju. Ta nekonstruktivnost metode 
je i nedostatak, premda je u kombinatorici često i sama egzistencija objekata 
zadovoljavajući rezultat. 


TEOREM 41 (P. Erdšs, 1947). N(p):=N (p,p;2)>p: 2%: (+20) 
e 


Dokaz. Kao prostor vjerojatnosti uzet ćemo skup svih (ne nužno pravilnih) 
2-bojanja bridova potpunog grafa K, s dvije boje, crvenom i plavom. Sva bojanja 
uzimamo kao jednako vjerojatna, tj. svaki brid se neovisno o drugima oboja 
crvenom bojom s vjerojatnošću 1/2, i takoder plavom s vjerojatnošću 1/2. Neka je 
XEVIK,), IX|=p. Vjerojatnost da je podgraf od K, induciran sa X obojan sav 


crvenom bojom jednak je 27 (€), a ista je vjerojatnost za plavu boju. Vjerojatnost da 
je taj podgraf jednobojan je 22 €) 6). Skup X možemo izabrati na (0) gs 
načina pa je vjerojatnost da neki p-člani podskup inducira jednobojni podgraf , 
najviše jednaka (0)2-0, Ako su n i p takvi da je ()2-O<, onda je 


vjerojatnost i-(7) 2 -() da nijedan podgraf sa p vrhova ne inducira jednobojni 
podgraf pozitivna. Zbog konačnosti skupa svih bojanja, to znači da postoji bojanje 
kod kojeg ne postoji jednobojna klika sa p vrhova. Budući da je (P)<26). a 
prema definiciji broja N (p) da je n<N (p), slijedi da je 


(0)>20)-. S 
P 
iz Stirtingove formule p!=pPe"?,/2np(1+0(1) za p+9 i iz 
nor>p(*0)>nad“ 

slijedi ši 

+2? 

Nio)>(re“* fipa)" 1+0(D)=5270 +00), = 
že 


m2 


Be 


KOROLAR 27. Neka je m==min (p,q). Tada je N(p,q)> 
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bi 
sn 


Nadalje, M (r NG.) je najmanji prirođan broj n, iako 
da za svako bojanje bridova od K, sa m boja iz (1,2....,m) postoji boja 
ks(1,2.....1) i potpun podgral sa », vrhova, čiji su svi bridovi obojani bojom &, 

Osnovni problem Ramseyeve žegrije grafeva rnože se formulirati na sljedeći 
način. Za dani graf G treba odrediti najmanji broj N==N (G), takav da za svako 
Zbojanje bridova grala X, postoji jednobojni podgraf izomorfan danom grafu 
Gi. U klasičnoj Ramseyevoj isoriji (pogl. 111.), G je potpun graf. Kao i u klasičnoj, 
i ovdje se 16 dalje ženeralizira, Za zadane grafova G,,...,0, neka je 
Ne=N(G,...,G,) najmanji prirodan n broj sa svojstvom da za svako bojanje 
Mek od X, sa k boja postoji boja j i podgraf od K, obojen bojom j, izomorfan sa 

5, (1. UK, postoji monokromatska kopija od 6). Egristencija tih brojeva slijedi iz 
Min teorema (111, Teorem 14), 


Evo jednog tipičnog i jednostavnog teorema iz ie teorije. 


TEOREM 42 (V, Chvatal, S, Hargry, 1972). Za grafove Gi H, 6(G)>0, vrijedi 
NG, H)z(y(6)-— (64H) 9) +1. gdje je v(G) kromatski broj od G, a ciH) broj 
vrhova najveće komponente povezanosti od EH, 


Dokaz, Stavimo m=(y(G)—1He(H)--1)i promotrimo graf X,, kao y(G)—1 
kopija grafe Kun. Zajedno sa svim bridovima koji spajaju sve parove vrhova u 
im kopijama od Koo: Obojimo sve bridove grafa Ku, bojom 2, a sve 
dodatne briđove (među kopijama) bojom 1. UJ takvom bojanju nema kopije grafa G 
s bojom |, jer kad bi bila, onda bi mogli (pravilno) obojiti vrhove te kopije sa 
v(G)-1 boja, ito vrh od G onom bojom (ti. pridružiti mu pripadni broj) u kojoj je 
kopiji od K.,y., PO redu taj vrh. No, to je suprotno s definicijom od y(G). isto 
zako, tu nema ni kopije od H boje 2, jer najveća komponenta grafa X,, boje 2 ima 
c(H)-1 vrhova, #8 


Spomenimo ovdje da isto tako, pomalo izrasta u samostalnu disciplinu tzv. 
ekstremalna teorija grafova. Tipični problem u toj teoriji je ovaj. Koliko najviše 
bridova može imati jednostavni graf G sa v vrhova, a da ne sadržškliku sa m1 
vrhova? Pokazuje se da je #(G)<e(T,,,), s jednakošću ako i samo ako je Gs€, 
(Tue J6 mepartitni graf sa v vrhova, usp. $ 1. zad, 14 i zad. 10). To je Turžnov 
teorem, Više o tome može sa naći u [33] i [341. 


Zadnoć 


4. Da di ja istina dla sv 


vršni pokrivać sadrži minimalni vršni pokrivač? 


2, Daokužite da ja graf G bipartitan sea (Hjzv(H))2, Viga. 


3, Neka je G jednostavan gral e (G)« 


k, grelvjkj Dokažite da je sžq(v— k/2- kgf2). 


ičbmno sa ol(C) broj vrhova maksimalne kliko grafa CG. Dokežite : 8) (UG) zeKG): bj e GJsa(G). 


AG to da je a(Gizvi2 (vre) za svati jednostavan graf 6. 


be 
CA 


6, Označimo Ramssyev broj N (3,3,...,31 
daje, Sinej+i. 


a s, Dokažite da jer,sale,., 1) 2, a odavde 


7. 2) Dokažite da jaza stablo 1, s m vrhovi i potpuni grof X, Ramseyov broj N (TK, jelpi Da d+ 
(Za dokaz nejednakosti N (' TK, Stu du i)4+d koristite indukoiju po ni djed da jednostavni 
grafsa š>m— i sadrži ela stsblo sa mi vrhovima.) 


B) Ako m1 dijeli n1, dokažite du je M(FK,., 


aba | (V. Chvital), 


$. Dokažite da jednostavni graf G & 
sadrži trokut, 

(Ako G noma trokutova, P(G)e[9,....,0,), neku je dlv,)=A. Susjedi 9,...,0,. 52) 06 6, čine tuda 
nezavisnu skup, pa je adio, Ja DJORR IT LETA ESTVNORI 


»ačja 


i zeokat i da je Koejzuj) BAČ sa Eee vl/i) koji na 


9. Meka je G jednostavim graf. Daki 


a) Akoje S g s) am u(0) onda G sadrži K,,(m 22) 


ae 


B) Ako je 2>/0m— 1B A4-v/A, ondu,G sadrži X, 


e) Ako je a>4/a— DV 24(m— 1/2, onda G sadrži K,,,s 


d) Ako je 2>v(v4-4)/3, onda G nije planaran. 


10. a) Dokažite (indukcijom po m) Erdčsov remiltgt, Ako jednostavni graf G ne sadrži K,,,j, onda je G 
stupnjevima majoriziran s nekim potpunim mepurtitnim grafem #/. Ako G ima isti niz stupnjeva kuo M, 
oda je GH; 


b) Dokažila Turnov izorem, Ako jednostavni gral Gone sadrži K,,,, onda je &(G)<=(7,,,) 5 
jednakošću ako i samo ako je Ga T,,,. (U koraku indukcije u a), uko GRK,,,, neku je d(u)=A, a 
G= [N (u)]. Tada 6, g pa je 6, stupnjevima majoriziran nekim potpunim (a 1)-parijtnira grefom 
Hd,. Stavimo Hz a8 (8), re VN\VY, i neku je G, prazan graf za VG #,, Fadu je Nale)sNa,va, Koa 
VoeY,, da va, (o)aA, Wea? Zaključite da je G stupnjevima majoriziran s potpunim separtitnim grafom 
H=H, VG, “Za b) se kori te $ 1, zad. 14.) 


14. Neka je S= (pne 12) Skup točaka u ravnini (euklidskog) dijametra 1. 
Meka je G graf sa P(O)=S, a E(G)=(xpsld(x,>))>1//2). Dokažite da G ne sadrži K,, pa odatle 
gokažite da je najveći broj parova točaka iz S čija je udaljenost > LA/Ž jednak |r*/3(=(7.,,)). 


12. Neka je G jednostavan graf, Dokažite: 


a) Ako je G žeregularan, onda je ukupan broj trokulova u (5 65 jednak 


(:) Čk(vk1) 
aha“ 


bj Ukupan broj trokrtova u Gi 65 barata je vfr 16v 524, što je pozitivno za več, Odavde izvedite 
zaključak u IMI, zad. 38. (Za dokaz a) nazovimo trojku vrhova (1, 9,30) lošora ako ne čini trokut ni u G, 
niti u G". Tada je broj loših trojki takvih de točno jedan brid među njima sadrži vrh u jednak 
dtuMlv—! (09). Stoga je 9 do)(y—1— (09) dvostraki broj loših trojki). 


u2V(0) 
13. Dokažite da je N(PyP,)=5, NIP, C4Jć9, NIC, CJ, 


iza 


ia 


čv 


$ 9. Usmjereni grafovi i transportne mreže 


Osnovna svojstva usmjerenih grafova 


lako mnogi problemi prirodno vode na formulacije u teoriji grafova, ipak je 
katkad sam pojam grafa preuzak i potrebne su dodatne strukture na grafu. Npr. 
kad želimo opisati regulaciju prometa u nekom gradu, potrebni su nam i podaci o 
jednosmjernosti te o smjeru odvijanja prometa u pojedinim ulicama. U ovom 
slučaju, potrebari nam je graf čijim su bridovima pridružene orijentacije, tj. usmjere- 
ni graf, 

Usmjereni graf (engl. directed graph, kratko digraph) D je uređena trojka 
(V(D), A(D), $o) koja se sastoji od (nepraznog) skupa V(D) vrhova, skupa A (D) 
lukova (ili usmjerenih bridova) i funkcije incidencije Wp, koja svakom luku a 
pridružuje uređen par (ne nužno različitih) vrhova u,» koje a spaja; tj. ako je 
Wp (a)=(u,t), kažemo da a spaja u sa v, a u i v su krajevi od a; u je početni, a » 
krajnji vrh od a*'. Kratko se usmjereni graf zove digraf, Svakom digrafu D je 
pridružen pripadni graf s istim skupom vrhova, a luku iz D pridružen je brid s istim 
krajevima, Obratno, svakom grafu G možemo pridružiti digraf specifikacijom 
poretka krajeva svakog brida. Takav se digraf zove orijentacija na G. Kao i grafove, 
i digrafove možemo reprezentirati crtežom, Digraf se crta kao i pripadni graf s time 
da se na svakom bridu grafa nacrta strelica koja ide prema kraju odgovarajućeg 
brida digrafa**, Mnogi pojmovi koji vrijede za grafove, automatski se prenose na 
digrafove, ali oni koji su u vezi s orijentacijom vrijede samo za digrafove. 

Tako se npr. definiraju poddigraf, te usmjerena šetnja, staza, put, ciklus i tura 
(koji se zovu redom dišetnja, distaza itd.) sasvim analogno kao za grafove. 

Ako postoji usmjereni (u, v)-put u D, kažemo da se vrh v može doseći u D iz 
vrha u. Dva vrha u D su dipovezana, ako se svaki može doseći u D iz drugog. 

Dipovezanost je relacija ekvivalencije na skupu vrhova i klase ekvivalencije se 
zovu dikomponente. Digraf D je dipovezan ako ima samo jednu dikomponentu. Kao 
i kod grafova, stalne oznake su v=|V(D)|, e=|4 (D)|. Digraf je povezan, ako mu je 
pripadni graf povezan. 

Neka je # vrh u D. Definiramo instupanj (ulazni stupanj) 45 (v) i outstupanj 
(izlazni stupanj) 4, * (v) kao broj lukova u D s krajem, odnosno početkom », Slično 
kao za grafove, definiramo 8“ (D), A“ (D), 8* (D), A* (D). Digraf D je striktan ako 
nema petlji i nikoja dva luka s istim krajevima nemaju istu orijentaciju. Neka su 
a. .-90, vrhovi digrafa D. Matrica susjedstva od D je v x v matrica A =[a;,], gdje je 
4,; broj lukova u D s početkom v, i krajem »;. Kao u Teoremu-1, odmah se vidi da je 


že [OEDRAKOLIA 


*! Kao i kod grafova, mi ćemo kratko pisati aza(u,v). U engleskoj literaturi često se koriste 
termini »tall« za početak i »hesd« za kraj, 


**| Preciznije, luk a=(u,1) je orijentiran od početnog vrha u prema krajnjem vrhu ». Katkađ 
pišemo kraće amauv. 
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U primjeru na slici 172. vidi se da nema izravne veze između duljina puta i 
usmjerenog puta duljine veće od 1, 


PNE EN NENE 


SE. 172. 


Međutim, na prvi pogled prilično iznenađuje da se duljine usmjerenih putova u 
digrafu mogu dobiti pomoću kromatskog broja pripadnog grafa. Točnije vrijedi 


TEOREM 43 (Gallai, Roy, 1968). Digraf D sadrži usmjereni put duljine y— 1 
(y=Y(G) je kromatski broj pripadnog grafa G). Drugim riječima, ako D nema 
usmjerenog puta duljine k, onda je vsk. 


Dokaz. Pretpostavimo prvo da D nema usmjerenih ciklusa. Označimo sa 2(v) 
maksimalnu duljinu usmjerenog puta u D s početkom v. Tada d daje bojanje od G s 
bojama 0,1,...,k—1, pridružujući vrhu v boju i ako je d(v)=i. Zaista, pretposta- 
vimo da postoje susjedni vrhovi x, y s istom bojom i; npr. (x, yjeA(D). Neka je P 
usmjereni put duljine i koji starta u y. Tada P ne ide kroz x, jer D nema ciklusa. 
Stoga je (x, y)+ # put duljine i-+1 s početkom x, pa je d(x)>i+ 1. Primijetimo da u 
tom bojanju svaki put prolazi kroz vrhove koji su različito obojeni. 

Neka je sada A'=(€,,...,6,,) najmanji skup bridova čijim odstranjivanjem 
nestaju svi (usmjereni) ciklusi u D. Tada je D' = D— A" acikličan i ima k-bojanje kao 
gore. Kako D' +e, nije više acikličan, on ima ciklus koji prolazi kroz e;. Dakle, D* 
ima put koji spaja krajeve od e, Prema gornjoj primjedbi, krajevi od e, različito su 
obojani. 

Stoga je k-bojanje od D“ jedno pravilno k-bojanje i od D, Prema tome je 
vsk. m 


Ovaj Teorem je najbolji mogući u smislu da svaki graf G ima orijentaciju u 
kojoj je najdulji usmjereni put duljine 1— 1. Naime, ako je v=k,a (P,,..., My) k- 
bojanje od G, onda orijentiramo brid uv u luk (u,») ako je ueV,, veV,, i<j. Očito 
diput u takvoj orijentaciji od G ne može sadržavati više od k vrhova, jer nikoja dva 
vrha takvog puta nemaju istu boju. 


Turnir je orijentirani potpun graf. Naprimjer, turniri s 4 vrha su na slici 173. 
m 3 4 3 4 3 4 3 
1 Zod 2/1 2. 41 2 


Si. 173. 


Svaki od njih se može smatrati da pokazuje rezultate igara u kružnom turniru 
od 4 igrača (npr. tenisa, šaha (bez remisa), ping-ponga itd., gdje svako igra jedan 
meč sa drugima) s time da je npr. na prvoj slici igrač 1 pobijedio igrače 2, 3, 4, a 
igrač 3 je pobijedio 2 itd. 
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Usmjereni Hamlltonov put u D je usmjereni put koji sadrži sve vrhove, Naredni 
Korolar izravna je posljedica Teorema 43, a prvi ga je direkino dokazao Redei 
1934. 

KOROLAR 28. Svaki turnir dopušta usmjereni Hamiltonov pu, 


Dokaz, Ako je D turnir, onda je yeev. #4 


Jedno druga. važio svojstvo turnira je da uvijek postoji vrh iz kojeg se sw: 
drugi vrh može doseći u najviše 2 koraka. 


TEOREM 44 (V, Chvatat, L. Lovisz, 1974). Svaki digraf Đ ima nezavisan skup 
V(D) tako da se svaki vrk iz D može doseći iz S usmjerenim putem duljine najviše 


loa. 


Dokaz. ladukcijorm po v, Za v==1 tvrdnja je trivijalna. 


Neka je v&V(D) i neka je N* (v) skup svih vrhova w za koje je (v,w)e4 (D). 
Prema pretpostavci indukcije, u digrafu 2 ==D— (N* (v)Ufv)) postoji nezavisan 
skup S“ iz kojeg se svaki vrh iz D'\Š' može doseći usmjerenim putem duljine £2. 
Ako je 81 (0) nezavisan, onda je traženi skup S== SU (v). 

Ako pak SUfu) nije nezavisan, onda postoji weS“ tako da je w susjedan sa v. 
Budući da wgN" (0), to je (%,v)sA(D). Stavimo S== 5". Vrh ue (DJNS 
S u najviše 2 koraka prema definiciji od S“, a ssM* (o) sa me 


wotu, gal 


KOROLAR 25 
putem duljine najviše dva. 


2 svaki urh može doseći usmjerenim 


Dokaz, Ako je D turmir, onda su maksimalni nezavisni skupovi jednačlani.  ## 


Usumjerena Bulerova igra na D je usmjerena tura koja prede svaki luk iz D 
“no jednom. 


Nije teško pokazati da vrijedi sljedeći analogon Teorema 12, 


TEOREM 45. Digra/ D sadrži usmjerenu Eulerovu iuwu == D povezan i 
d“ (oled (0), Vost(D). M 


Usmjereni fumiltonov ciklus u D je usmjereni ciklus (ili diciklus) koji sadrži 
svaki vrh iz D. 


TEOREM 46, Furnir je dipo 


H> sadrži usmjereni Hamiltonov ciklus: 
Dokaz. Ako turnir ima usmjereni Hamilionov ciklus, onda je jasno dinovezan. 


Neka je D dipovezan turnir, a C=(U,,...,0) maksimalni diciklus u D (takav 
posioji jer aciklički tumir nije dipovezan). 

Pretpostavimo da € nije Haraiitonov pa neka je u vrh koji rije u €. 

Neka je upr. (0, uJeA(D). Ako je (u,v,jeA(D), onda še (moa... 0) duži 
diciklus. Dakle (0,1)sA(D). Slično je | (u,YJeA(D), i=1,2,...,k. Neka je 
Ua: (usV (DI, uJeA(D)). Tada je (npujsd(D), VusU kao gore. Neka je 
(u, w)JeA(D) luk za koji je ualJ, wglJ (takav postoji jer ima lukova u A (D- U). 
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Tada wžC pa stoga wžU povlači (w,m)e4(D). Na tada je (u, w, Up, Be) diciklus 
duži od €. M . 
Slično se dokaže 


TEOREM 47, Svaki vrh dipovezanog nwnira D, v=3 sadržan je u usmjerenom 
&-ciklusu, za svako k 3gkgv. # 


Mnogo je teže dokazati sljedeći 


TEOREM (3. Bondy, 1977). Ako je D dipovezan digraf, onda D ima usmjeren 
ciklus duljine barem y. 
Analogon Diracovog Teorema 14 jest 


TEOREM 48. Ako je D strikran i min(87,8"12v, 
usmjeren Hamiltonov ciklus, 


, onda Do sadrži 


Dokaz prepuštamo čitaocu (v, zad, 1Ib). #4 


Primjena na rangiranje igrača turnira 


igra točno jedan meč protiv g 
i igr £ zukatima koje su postigli na 
srač A pobijedio B, & pobijedio €, a € A, slijedi 
da nije hvijek moguće rangirati igrače tako da je na toj rang-listi igrač na nekoj 
poziciji pobijedio sve igrače na sljedećim mjestima, Prema Korolaru 28, uvijek je 
moguće napraviti listu igrača tako da je svaki igrač pobijedio sljedećeg igrača s te 
iste. Naprimjer, pogledajmo turnir na sl, 174. 

jedan mogući takav usmjereni Hamiltonov pui je (3,1,2.4,5,6), no ima i drugih 
usmjereni Hamiltonovih putov. ,1,4,6) itd. 


turniru. Budući da može biti da | 


Drugi je pristup rangiranja taj da se izračumaju uspjesi (broj mečeva koje je 
dobio svaki igrač 1,2,3,4,5,6 redom) i da ih se usporedi, Tako se za primjer sa sl. 
174. dobiva vekter uspjeha 


u, >(4,3,3,22,0 


Nedostatak tog pristapa je da taj vektor uspjeha ne razlikuje igrače 2 i 3, prerada je 
igraš 3 pobijedio igrače većeg uspjeha nego što je to učinio igrač 2. 
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DI 


Šaš 


ite 


iss 


EZ 


dai 


Stoga idemo dalje na vektor uspjeha drugog nivoa u, =(8,5,9,3,4,3), u kojem 
je uspjeh svakog igrača suma uspjeha igrača koje je pobijedio. Sada je igrač 3 prvi 
na rang-listi (tj. ima najveći broj bodova, 9). Nastavimo li taj proces, dobivamo 
dalje vektore uspjeha viših nivoa u,y=(15,10,16,7,12,9), u, =(38,28,32,21,25,16), 
u, = (90,62,87,41,48,32), ue == (183,121,193,80,119,87), u, =(407,286,384,206,280,193) 
itd. Vidimo da se rang-lista malo mijenja; pobjednik je uglavnom ili igrač 1 ili igrač 
3, Pokazat ćemo sada da, ako je turnir dipovezan i ima bar 4 vrha, taj proces 
konvergira prema nekoj čvrstoj rang-listi, To će onda i dovesti do metode rangi- 
ranja igrača turnira. 

Ako je D dipovezan graf, onda se duljina najkraćeg usmjerenog (u,v)-puta 
označava sa KA (u,v) i zove usmjerena udaljenost od u do v, Usmjereni dijametar od D 
se definira kao 

d:=max d, (uv). 
“veš 

TEOREM 49. Neka je D diporezani turnir, v>5, a A matrica susjedstva od D. 

Tada je A**?>0 (svaki član pozitivan), gdje je d usmjereni dijametar ad D. 


Dokaz. (i,j)ti član od A* je broj usmjerenih (v,v,)-putova duljine k u D 
(vrijedi, naime, očiti analogon Propozicije 1). Treba, dakle, pokazati da za svaka 
dva vrha vv; (možda i identična), postoji usmjereni (v;, v,)-put duljine +3. 

Stavimo dy: =d, (6,0). Tada je GKd,<dgv-i, pa je 3<d-d,;+3<v+2. 
Ako je d-dj,+3<v, onda, prema Teoremu 47, postoji diciklus C duljine d—- d;+3 
koji sadrži v,. Neka je P (v,,v,)-diput duljine di, Tada je traženi (v,, v;)-diput duljine 
d+3 jednak P+C. . 

Ako je d—d,j+3=v+1, onda opet, prema Teoremu 47, postoji (v—2)-diciklus C, 
kroz u; (jer je v25), pa je traženi diput P+C,. 

Za d>dy+3=\+2 opet postoji (v— 1)-diciklus C, kroz v, i postoji 3-diciktus 
C, kroz v,. Traženi (v,,9))-diput je P+C,+C;. 1 


Realna matrica M je primitivna ako je za neko k, M*>0. 


KOROLAR 30. Matrica susjedstva A turnira D je primitivna ako i samo ako je 
D dipovezan i vz4. 


Dokaz. Ako D nije dipovezan, onda postoje vrhovi »,v, u D tako da nema 
usmjerenog, recimo, (e, v,)-puta u D. Stoga je ((,j)-ti član od A* nula za svako k, pa 
A nije primitivna. 

Obratno, neka je D dipovezan. Ako je v2>5, onda je prema Teoremu 49, 
A%*3>0 pa je A primitivna. Samo je jedan dipovezani turnir na tri vrha (sl. 175.a)i 
samo jedan dipovezani turnir s 4 vrha (sl. 175.b). 


a) b) 
St. 175. 


23 KOMBINATORIKA 
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Neposredno se vidi da je matrica turnira s 3 vrha primitivna, a također da je deveta 
potencija turnira s 4 vrha pozitivna. If 


Vratimo se problemu rangiranja. Ako sa J označimo jednostupčanu matricu od 
samih jedinica, vidimo da je K-ti vektor uspjeha #,=A"J. Ako je A primitivna, 
onda, prema Teoremu Perron-Frobeniusa (vidi npr. P. Lancaster, Matrix Theory, 
Acađemic Press, N. Y., 1969), svojstvena vrijednost od A s najvećom apsolutnom 
vrijednošću je pozitivna (usp. S 1, zad. 15. u 4. skupini zudataka) te postoji 
lim (l;r AJ =u, gdje je u pozitivan svojstven vektor od A pridružen svojstvenoj 


k-o 

vrijednosti r. Tada, prema Korolaru 30, za dipovezan turnir D s bar 4 vrha postoji 
normalizirani vektor uspjeha # (suma svih članova je jednaka 1) koji daje relativni 
uspjeh igrača u D. U našem primjeru nalazimo (približno) r=2,232, te #=(0,238; 
0,164; 0,231; 0,113: 0,150; 0,104). Prema toj metodi, igrači su rangirani redom: 
1,3,2,5,4,6. 

Ako turnir nije dipovezan, onda se njegove dikomponente D,,..., D,, mogu 
linearno urediti tako da taj uređaj čuva dominaciju. Sudionici turnira sada se mogu 
rangirati sljedećim postupkom. 

Korak |. U svakoj dikomponenti s 4 ili više vrhova rangirati igrače sa 
svojstvenim vektorom uspjeha #. U komponenti s 3 vrha rangirati sva tri igrača 
jednako. 


Korak 2, Rangirati dikomponente linearnim uređajem, koji čuva dominaciju 
D,,Da,--. Diu ti. za i<j, svaki luk s jednim krajem u D,, a drugim u D, ima 
početak u D,. 


Objašnjenje za taj linearni uređaj, koji se zove dominacija dikomponenti, dano je 
sljedećom Propozicijom čiji (lagani) dokaz prepuštamo čitaocu. 


PROPOZICIJA 1. (i) Neka je D digraf bez diciklusa, Tada je 8" =0 i postoji 
(linearni) uređaj vrhova V,,Vo,- ++, €, 0d V (D) tako da za 1<k<v, svaki luk iz D s 
krajem u v, ima početak u (tt... Wh (ii) Neka su D,,D,,...4D,, sve 
dikomponente digrafa D. Neka je D digraf s vrhovima w,,W,...,W U D imamo luk 
s početkom w, i krajem w, ako i samo ako u D imamo luk s početkom u D, i krajem u 
Dj. Tada je D bez diciklusa. Il 

Napomenimo da postoje i druge metode rangiranja. 


Primjena na jednosmjerni promet ulicama 


Zadan je sistem ulica. Kako se taj sistem nlica može učiniti sistemom jedno» 
smjernih ulica tako da promet teče što je više moguće glatko? 

Očito je to problem orijentacije grafa. Pogledajmo sljedeće primjere na slici 
176.4) i 176.b). 
Bez obzira kako se graf G, orijentira, ta orijentacija ne daje dipovezan graf, tj. 
promet se ne može slobodno odvijati. Problem je u tome što G, ima rezni brid. S 
druge strane, G, ima orijentaciju D, (slika 176.c) u kojoj je svaki vrh dostižan iz 
svakog drugog vrha (u najviše 6 koraka), tj. D, je dipovezan. 
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em daje nužan | dovoljan uvjet da na G postoji dipovezana 
orijemacija. 
TEOREM 50 (4 Robbins, 1939). Neka je G graf. Tada 
G dopušta dipovezanu orijentaciju ++ G 2-bridno povezan. 
Dokaz, =>: Ovaj je smjer više-manje očit. Neka je D dipovezan digraf dobiven 
nekom orijentacijom od G. Neka je (u, vjed (0). Tađa postoji usmjereni put u D od 


vdon Tada je (u,v) sadržan u ciklusu od G (čak i od D), pa tvrdnja slijedi iz 
Teore 


ridno povezan. Tada G sadrži ciklus G,. Deliniramo 
induktivno niz 6,,0,,.., povezanih podgrafova od G ovako. Ako G, (i=1,2,...) 
nije razapinjuči podgraf od 5, neka je vje (G— G,). Tada, prema bridnom analogo- 
a Whitneyevog teorema 19. (vidi Korolar 35), postoje dva bridno-disjunkina puta 

Pu 0; od u do G,. Definirajma 6, =GUPUQ, Budući da je v(G,.,)>v(G), taj 
niz mora završiti s razapinjućim podgrefom G, od G. 
ada €, orijemtiramo tako da prvo orijentirao G, kao usmjereni ciklus, put P, 
jemtiramo kao put s početkom s, a put Q, kao usmjereni put s jem 9. Očito j je 
tada svaki ći, pa stoga i 6, orijentiran tako da postaje dipovezan. Kako j# 6, 
razapinjući podgrač od G, slijedi da i G ima dipovezann orijentaciju. #4 

C. Nash-Williaras je 1960. g. generalizirao Robbinsov teorem, dokazavši da 

svaki 2k-bridno povezani graf G dopušta k-lučno-dipovezanu orijentaciju. iako je 
dokaz tog teorema k, specijalan je slučaj kada G ima Fulerova stazu 
jednostavan. 


ve 


TEOREM 5 
3 edlopušta keluč 


« Neka je G 2k-bridno povezan graf koji ima. Kulerovu stazu. Tada 
o dipovezanu orijentaciju. 


Bokaz Meka je dočiVi + BB Bulerova staza u G, Orijentirajmo G tako da 
svaki brid e, s krajevima 0,_,,0; postane luk a; s početkom ,.., i krajem w, za 
. Neka je [5,5] mebridni rez od 6. Razlika između broja koliko usmjerenu 
AZ U. .00, pređe iz S u S i broja koliko puta prede iz S u S je najviše 
jednaka 1. Budući da ta staza obuhvaća sve lukove iz D, onda oba skupa (£,Š)i 
(Š, 8) sadrže barem 11/2] tukava, Odavde odmah slijedi tvrdnja, (Inače očite da npr. 
Potersonov graf nema orijentaciju u kojoj je za svako S g P, (S, 5)|- KS, S) jlsij m 
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Sragsporine nr 


U ovoj ćemo se točki baviti jednim važnim pojmom, narošito za primjenu, 
Naime, usmjereni ovi shu O model za unslizu protoka robe od 
proizvođača (vi vora«) do nekih unaprijed utvrđenih odredištu (»ponora«). Tako 
npr, to može biti protok te u naftovodu, prenošenje ielefonskih poziva u 
komunikacijskora sistemu, transport proizvodnih artikala do trgovačkih središta 
jtd. Gu luka u takvom usmjerenom grafu može se interpretirati kao maksimalni 
kapacitet upr, količine nafte koja že proteći nekim dijelom aaftovoda, kao 
maksimalna brzina prijevoza artikla itd, Te ćemo ideje sada formalizirati. 

Transpovtaa mreža (ili kraiko zareža, engl. network) N je povezani digraf bez 
petlji (koji se zove pripadni digraf mreže) za koji vrijedi: 


1) postoji jedinstveni vrh i 4 instupnjem d" (i) =0, koji se zove izvori 
2) postoji jedinstveni vrh p s outstupnjem d* (2)=0, koji se zove ponor; 


3) svakom luku a=(u,»)e4 (M) pridružen je realni broj s(a)=e(u,") 20, koji se 
zave kapacitet od a, Ako ne postoji luk (u, »), stavljamo e (u, v): ==0, 


A(N)>R“ Koja 


Protok (kaže se još i tok, engl. flow) mreže N je funkcija 
svakom liku a==(t,) pridružuje broj f(a)=/(u,») tako da vrijedi 


Jlns)jgelu, o (ij 
XS X Sf(0.0), Vuki po (2) 
D340 reViMI 


(isto kao za kapa , ako ne postoji luk od u do 1.) Vrijednost fla) 
može se interpretirati kao brzina prijevoza (ili količina) artikla na luku a za protok fi 

Uvjet (1) zove se ograničenje kapacitetom i znači da količina robe d 
ne može prela Kapacitst od a. Uvji zove se avi 
količina robe pristigla u vrli v jednaka k 
izvor i ponor. lUočimo da na transporinoj mreži N uvij 
Fla)=0, vaeA (NJ) 


Primjer 35, 


vitia », osita za 
raamo protok, npr. 


Da obje mi y pri čemu je ze (0) kapacitet od u, dok je 
sef(a) vrij »dnost neke funk ije f na 4. je cfa)ix/(a) na svakom luku a. Ma slici a) je 
protoke u vrh », jednak 5, a »protok: 24224, pa stoga / nije protak. Na slici b) funkcija / 


zadovoljava oba uvjeta (1), (2) pu je f protok mreže u: bo 
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Vrijednost protoka f na mreži N je val()= X f(i.v). Tako je u gornjem 
ka pa ba rePiNI 
primjeru b) vrijednost protoka val ()=/f(.1)+/f(,0)=3+5=8. No pitanje je 
postoji li protok /; za koji je val (/,) > 8? Određivanje najvećeg protoka je i osnovno 
pitanje kojim ćemo se baviti. Prvo uočimo da za protok /f iz primjera b) vrijedi 


val(f)=X/(60)=8=4+4=f(0.p)+/(0p)= NJ(0,p). 
te Cid 


Dakle, vrijednost protoka koji napušta izvor i jednak je vrijednosti protoka koji 
ulazi u ponor p. To je intuitivno jasno, a mi ćemo dokazati da vrijedi općenito. 

Kažemo da je protok f* maksimalan na mreži N ako ne postoji protok fu N za 
koji je val(f) > val(f*). Za S, TE VP(N), (S, T) je skup svih lukova s početnim vrhom u S, 
a krajnjim u T. 


Vršni cez (ili kratko rez, engl. cut) u N je skup oblika R=(5,5). Kažemo da rez 
R separira izvor i od ponora p, ako je ieS, peS. Kratko kažemo da je takav rezi—p 
rez. Kapacitet c(R)=c(5, 5) reza R definira se kao X c(tu,"). Za protok fi takav 


pa tarjeR _ 
rez sa f(5,S) ili f* (S) označavamo sumu protoka svih lukova iz (S,S), a 


S Sk=/(8, 9) X > 

U primjeru sa sl. 177. b) imamo rez (S, Š) za koji je S= (i,9,), S=10,,43,22), 
a pripadni lukovi iv,,u,b,, 9%. Stoga je e(S.S)=c(i,p,)+c(o,,o)+e(u,u)=17, 
ISS) =f(60)+f(0,, 0) + f(0,,04) 10, a f(5.5)=/f(0,,0)=2. 


TEOREM 52. Za svaki protok f i svaki ip rez (S.5) transportne mreže N 
trijedi val (= /f(S,5)- f(5. 8). 
Dokaz. Iz definicije protoka i vrijednosti protoka slijedi 
val(/), za u=i 
(uv) ZfG6,u i , 
ž/ ži j 0, za ueS\(i). 
Sumiramo li te jednakosti po svim ueS, dobivamo 


Xr/fuv)- X) X fi a)=val tf). 


veš reK uzS pel“ 


Na lijevoj strani se sumandi f(u,9) i —f(v,ul za ueS, veS pojavljuju točno jednom, 
pa se međusobno poništavaju. Nakon toga preostaje 


LLfo)- ZZ feu=val, 
uešreš KES neš 
pa je f(S,5)-/(G, S)=val(N. m 
KOROLAR 31. Za svaki protok fi svakii-p rez R=(5.S)u transportnoj mreži 


N vrijedi val (f)<e(S, 5). Jednakost vrijedi ako | samo ako je f(S,S)=c(8,5) i 
I(S, S)=0. 


Dokaz. Budući da je /,0)20, Yu, onda iz Teorema 52 slijedi da je 
val()==f(8,5)1— (5, S)</(S, S)<e(S, 5). Druga tvrdnja također je jasna. IE 


36! 


KOROLAR 32. Vrijednost protoka koji izlazi iz izvora mreže jednak je vrijedno- 
sti protoka koji ulazi u ponor. 


Dokaz. Za S= (i), S=VN (i), te S = V\(p), 5 = (p) imamo, prema Teoremu 
52, da je 


f(S,5)-/(5, S)=val (D=/(S', 5) 1(87, 8). 
No budući da je d“ (i)=0, onda jef(S, S)=0, a zbog d* (p)=0jef(F, S)=0. m 


Kažemo da je i—p rez R mreže N minimalan ako ne postoji i—p rez R' u N za koji 
jec(R')<c(R). 


KOROLAR 33. Neka je f protok na N, a R i-p rez za koji je val(f)=e(R). 
Tada je f maksimalni protok, a R minimalni rez. 


Dokaz. Neka je f* maksimalni protok, a R* minimalni i-p rez na N. Iz 
Korolara 31 slijedi val(f)<val(f*)gc(R*)gc(R). No prema pretpostavci je 
val(f)=c(R) pa svuda vrijedi jednakost i slijedi tvrdnja.  Mf 

Sada prelazimo na dokaz osnovnog teorema da je vrijednost maksimalnog 
protoka ustvari jednaka kapacitetu minimalnog reza. 

Neka je f protok na mreži N, a P=uo4,4402.. 4014+ Gjitjo (lg, M4J-PUt U 
pripadnom (neorijentiranom) grafu mreže. Brid a,=u,_,4; puta P je direktan luk 
puta P, ako je luk a,=u;., ujeA (N), a inače obrnuti luk puta P. Za put P definiramo 
A(P)= min A(a), gdje je 

acA (PI 
K BEKA ako je a direktan luk 
(= fla) , ako je a obrnuti luk. 


(A(P) je, ustvari, najveći iznos za koji se protok f može povećati duž P, tako da još 
uvijek vrijedi (1).) Kažemo da je taj put frzasićen ako je A(P)=0, a f-nezasićen ako 
je A(P)>0. Drugim riječima, f-nezasićen put je onaj koji nije iskorišten do punog 
kapaciteta. f-rastući put je frnezasićeni i—p put. Prema tome, /-p put P je frrastući 
ako i samo ako je A(P)>0. 

Egzistencija f-rastućeg puta P u mreži N je važna jer tada znamo da / nije 
maksimalni protok. Naime, vrijedi 


LEMA 10. Ako postoji frastući put u mreži N, onda f nije maksimalni protok, 
Dokaz. Neka je i—p put P frrastući. Definirajmo tada novi protok f' formulom 
f(a)+A(P), ako je a direktni luk od P 
f(a)=4 f(2)-A(P), ako je a obrnuti luk od P 
f(a) , inače. 


Tada se odmah vidi da je f' također protok i da je val(f')=val(f) +4(P), pa zbog 
A(P)>0 slijedi val(f')> val(/), pa / nije maksimalan. 1 

Protok f" konstruiran u Lemi 10 zove se izmijenjeni protok od f obzirom na 
put P. 
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Pelmjer 36. Za mrežu i protok na akiei 177.6) iz pretkodnog primjera promotrime put Pee ivo. 
Cu 85 dop, boy gp direktni kukovi, a p,u, obrmuli luk na P. Pi ? je podebljsn na sl. 178.4), 


Minješ, Ale, o)e3, Alto 


A(03,7)=54, pa je A(P)==2:0, Prema toma je # frastući puti 


žemijenjeni protok F5 obzirom na put P prikazan je na sl, 178.6), Uošimo da smo povećali svo direktne 
lukove iz P za A(P), sva obrnute lukovs iz P smanjili za A(P) a svim ostala Iukovimu ostavili prijašnji 
protok. #4 


SE 178. 


Sljedeći teorem pokazuje da ulogu rastućih puieva u isoriji protoka igraju 
uvećani putevi u teoriji sparivanja (usp. Teorem 31). 


TEOREM 53. Protok j mreže N je maksimalan < N na sudi 


rastući put, 


Dokaz. =>; Ovaj smjer je dokazan u Lemi 10. 


Pretpostavimo da M ne sadrži rastući put. Neka je S skup svih vrhova iz 
N do kojih se iz izvora | može doći fenezasićenim putem. Tada je iš, a ponor pe 
jer u M onema furastučih putova. Stoga je R=($,5) rez u NM, Pokažimo da je 
val(f)==2(5, 8). Tira ća biti dokazano (Korolar 33) da je / maksimalan protok, a 
(5, S) miniraalan rez. 


Promotrimo luk a=uwe(S, 5). Kako je ue$, stijedi da postoji f-nezasićeni (i, u)- 
put P. Luk a mora biti fezasićen jer bi inače mogli njime proširiti P i dobiti 
frnezasićen (i, v)-put, što je nemoguće, jer je veš. Analogao se vidi da ae(5,5) 
povlači f(4)==4. Dakte, f(5,5 >) 1f(S, S)=0. Stoga je, prema Teoremu 52, 

val(f)=/(8,5)-—/(Š, 8)=0(8,3). 


Prema Korolaru 33 je, dakle, / maksimalni protok, s (8,5) minimalni 


me sro i dokazali sljedeći 


TEOREMA 54 (omaxešlow 
noj je mreži vrijednost maksi 
reza. Za 


teguie, L, ord, ID, Kuškerseun, 1956). U iranspori- 
malnog pratoka jednako kapacitetu minimalnog 


Kaj teorem je od osnovnog značaja u teoriji grafova i mnogi teoremi mogu se iz 
tijega izvesti pogodnim izborom mreže, kapaciteta i protoka na njoj. Meke od njih 
čemo i mi izvesti malo kasnije. 
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FordeFuikersonov algositam označavanja 


Sada ćemo konstruirati algoritam zu nalaženje maksimalnog protoka tran- 
sportoč mreže. Taj uigorilam osniva se na prethodnoj teoriji. Algoritam se sustoji 
od dvije etape. 

U prvoj se etapi pomoću metode označavanja, polazeći od protoka /, provjeri 
da li postoji rastući pui, Ako lakvog nema, onda je, prema Teoremu 53, protok / 
maksimalan. U profivnome, prelazimo na drugu etapu, u kojoj se, koristeći se 
označavanjem iz prve etape, konstruira fvastući put P i izmijenjeni protok j' a 
obzirom na put P, Tada je val(f')>val(f) pa se vratimo na prvu etapu. 

U prvoj se etapi svakom vrhu v pripiše oznaka (1, *rvi simbol (, ukazuje 
na vih iz kojeg je » dobio oznaku, Na to također ukazuje i smjer označavanja: 
direktno ili obrnuto. Kasnije će biti jasno da ako vrh » dobiva oznaku, znači da 
postoji f-nezasićen i--p put Pi da je za njega A(P)=1.,, 

Prva etapu počinje označavanjem izvora (—,<o). Tu je vrijednost l, nebitna. 
Oslali se vrhovi označavaju poštujući sljedeća dva pravila. 

Pretpostavimo da je vrh u već označen, a vrh e nije. Neka su oni incidenini s 
lukom a, 


Direktno označavanje, Ako je a=(4, 0), onda je direktno o načavanje v iz u duž 
luka a moguće ako je c(a)>f(a). U tom slučaju u dobiva oznaku (u",1.,), gdje 
bala (L,,c(e)-/(e)). 


Obrnuto označavanje, Ako je a==(v,u), onda je obrnuio označavanje u iz u duž 
a raoguće ako je f(4)>0. U tom slučaju v dobiva ozaaku (u",2,) gdje je 
iva (£,J(0). 

U prvoj etapi vrhovi se označavaju samo jednom. Ta se etapa završava kada 1) 
vrh p dobiva oznaku ili 2) vrh p nije označen i nijedan se vrh više ne može označiti. 
Ako je p označen n prvoj etapi, onda iz pravila označavanja slijedi da postoji 
zastući put Pi A(P)eL, U drugoj se etapi put P prolazi u obratnom smjeru 
(astraške), s pomoću simbola 1, i konstruira se izmijenjeni protok f' s obzirom una 
put P. Nakon toga se opet primijeni prva etapa na protok /'. Ako se prva stapa 
završila a da se nije označio ponor p, onda to znači da ne postoji f-rastući put pa je 
trenutni protok maksimalan. 


Ford-Fulkersonov algoritam za nalaženje maksimalnog protoka mreže 


Korak 1. Odabrati neki protok f/ na mreži N; npr. f(a)=0, za svako aga (N), 


Korak 2. (Počinja 1. stapa.) Označiti i: s (—,< 


. Ako postoji neoznačen vrh mo označiti direktaina ili obrnutim 
označavanjem, onda odaberimo takav vrh », označimo ga i prijeđimo ma 
korak 4. U protivnome, ston (dobiven je maksimalni protok). 


s 
o 
ž 
EH 
E 


Korak 4. Ako je ves, prijeći na korak 5. (Time je 1, stapa završena.) U pro- 
tivnome, prijeći na korak 3. 
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Go 


ina 


bod 


Korak 5. (Počinje 2. etapa.) Neka je (1,,2,) oznaka vrha v. 
Ako je l,=u*, zamijeniti /(u,c) sa f(u,0)+L, 
Ako je d,=u", zamijeniti f(0,1) sa f(0,u)L,, 

Korak 6. Ako je u =i, izbrisati sve oznake (završena 2. etupa) i prijeći na korak 2., 4 
ako usi, onda s postaje u i prijeći na korak 5. 


Primjer 37, Ford-Fulkersonovim algoritmom označavanja nađite muksimalni protok mreže N nu 
slici 179.4). (Svaki luk a noši Šznaku e (e), f(aht na početku Je f(01=0, VaeA (N).) 


u 50 vo 40» 


Rješenje. 


Na stici b) je prva primjena algoritma. Izabran je ponor p za označavanje, isto tako, odabrali smo 
za njegovu oznaku (z*,2) umjesto (w*,3). (To pokazuje da uvijek imamo više izbora, a mi odaberemo 
bita koji mogući, što onda vodi i na možda različite maksimalne protoke.) Sada gledamo unatrag odp 
da y do x do 1 te uvećamo protok na svakom luku na tom putu P za A(P)=2,=2, čime dobijamo novi 
protok na desnoj slici b). Na slikama €), d), €), 9) dalje zu primjene algoritma. Na slici c) gledamo 
unatraške put Paefuvwp, su A(P)=3, na slici d) Paluwwzp, B(P]=1, na 6) Paiuvyrp, A(P)=1 tena [3] 


ufi*2) 50 vluss) 40 wlv+4) u 80 vo 40. 


ia 40 te 50 zi) 


io,7) SO vlu+s) 4,0 (vse) 


ed 52 2002) 


ulta 53 vlut2) 43 wivtt) 


slo) 42 ove 62 
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ulta) 54. vl) 44 izra) 
: —_— 
t-,o0)a piz+,t 
22 
: X e) 
kut) 2.2 ylvti) 5.2. zd 
ulit2) 55 vlysih 44 wir) 
i 
(-,coja piziti 
22 
xlu+,1) La gyl) 53 zivi) £) 


utist) 58 ov kb 


g) 
SI. 179. 


Peiuxyzp, A(P)=1. Posljednja primjena algoritma daje transportnu mrežu na stici g). Tu se vrh 7 ne 
može više označiti. Stavimo li S=(i,x), S= (x,wy,w,2,p), imamo 


ci S)ec(i,x)4 cl sl+e(u,o)=24+1+5=8 =f(1,p)+f69p), 
što je protok koji ulazi u ponor, Tako smo dobiti maksimalni protok, 1 


Treba napomeniti da se problem određivanja maksimalnog protoka u 
transportnoj mreži N može napraviti i malo općenitije kada umjesto jednog izvora i 
jednog ponora imamo skup izvora ] i skup ponora P, tako da se taj problem 
reducira na prethodni sljedećim postupkom. Dodamo takvoj mreži N dva nova 
ekstra vrha i',p' i konstruiramo mrežu N' ovako: spojimo i" sa svakim vrhom iz / 
jednim lukom s početkom i' kapaciteta oo, a svaki vrh iz P lukom kapaciteta co s p' 
(s krajem u p'). Sada #',y" postaju jedinstveni izvor i ponor od N“. 

Ako je f protok u N tako da iz svakog izvora iz [ izlazi, a u svaki ponor iz P 
ulazi nenegativan protok, onda definiramo funkciju f' formulom 


F(a), ako je a4 (N) 
f'(a)=5 (u) f" (u), ako jea=(#,1), ue] 
f- (u) -f* (u), ako je a=(v,p"), veP. 


Lako se vidi da je f' protok na N“ i val(f')==val(/). Obratno, restrikcija protoka s 
mreže N' na mrežu N daje protok na N s istom vrijednošću. 
Koncizan zapis Ford-Fuikersonovog algoritma označavanja je ovaj. 
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Ford.Raikersna 


[Na mroži MN 5 izvorom 1, ponorom p te su zadanim kapneitetom ELA(NJ>#* pronslazi 
maksimuini protok /.] 
zi svakd aa (N) 
fia)+0 
povećan +<istinu 
sra dok je povećan 
povećan «laž 
5(-,0) (ll, 4.) je oznaka vrha xeP(NY] 


sve dok je »:6p | postoji aeoznačen vrh susjedan označenom sedi 
odaberi neoznačen vrh susjeđan označenom i nazovi ga e 
označi v Tdicektnimt ili obrati označ 
sko je vmp 
onda sve đak ja uski 


Slmojeflo 1) 


Vesti 
izbriši 


1f je ranksinatni protok) 


Napomenimo da FordeFulkeronov algoritam nije dobar (zad, 41), ali su 
njegovom malom modifikacijom J. Edmonds i R. Karp 1972. g. konstruirali jedan 
dobar algoritam označavanja transporine mreže složenosti G (vs?) Više o toma i 
drugim modifikacijama, te uopće o digrafovima, a napose o teoriji transportnih 
mreža i razale primjenama u optimizaciji, linearnom programiranju, operacijskim 
istraživanjima itd. nrože se naći u [2], [3], [19], [26], 141) [45] [67], 1704 [761 

3, [97], [197]. [110], (1361, [158 1166), [169], (1731, [l84], [188], (1964, 
12131, [2161 ili 2321. Mi ćemo sada izvesti samo neke posljedice i primjene teorije 
digrafova i transportnih mreža. 


Topološko soritranje, parcijalni uređaj i neki maxraln tegrerai 


Aciklički digraf je onaj koji ae sadrži dicikluse, Npr, aciklički digraf možemo 
dobiti tako da orijentraro neko stabla, Osnovni rezultat koji ćemo doke 
da se vrhovi acikličkog digralo D sa m 
vrhova mogu urediti tako da ih se može 
Označiti sa 1,2,3,...,1, tako da (i j\jaA(D) 
povlači i<j. Takav uređaj vrhova zove se 
šopološko sostiranje. Tako su npr. vrhovi 2 
acikličkog digrafa na sl. 180. topološki 
sortirani. Mogučnost topološkog sortira 
mija osniva se na sljedećem Keoremu. 
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TEOREM 55, U acikličkom digrafu D postoji bar jedan vrh instupnja nula i bar 
jeden vrh outstupnja nula, 


Dokaz. Neka je P=9,0,...v, usmjereni put u D maksimalne duljine. Dokaži- 
mod“ (njeđid* (v,)=0. Kad bi, naime, bilo g" (0) >0, onda bi postojao vrh w, 
tako da je (wo, JeA(D). Ako jewfn,i=1,2,.. 2. onda bi postojao usmjereni put 
Pisa wWĐy...D, koji sadrži sve lukove iz P, što se protivi maksimalnosti od P. 
Pretpostavimo stoga da je w=v, za neko i Tada bi D sadržavao usmjereni ciklus 
C =D. .Vd;, ŠTO se protivi s time da je D acikličan. Stoga ne postoji luk (w,#,), pa 
je d" (0) =0. Slično se dokaže da je d* (0,)=0. ša 


Topološki se sortira na acikličkom digrafu BD s a vrhova 
Odabere se vrh sa d* (»)==0. Takav postoji prema Teoremu 55. Taj se vrh označi sa 
a. Nakon izbacivanja tog vrha (zajedno s njemu incidentnim lukovima), preostaje 
opet aviklički digraf D, pa u njemu opet postoji vrh čiji je outstupanj . Taj 
vrh označimo sa n—1 itd. Taj postupak ponovljamo sve dok ue označio sve 
vrhove od D. Odmah se vidi da taj postupak daje topološko sortiranje vrhova od D, 

Zanimljiva primjena digrafova i teorije sparivanja odnosi se na vezu s parcijsl- 
no uređenim skupovima. Svaku binarnu relaciju p x Y na disjunktnim skupovi. 
ina X, Y možemo gledati i kao (usmjereni) bipartitni graf D (X, Y; p) s biparti 
vijom "pri čemu su svi lukovi od D orijentirani iz X u Fi [€957 
peVFilx, yep. 
Neka je (P, <) konačan parcijalno uređen (kratko: P.u.) skup. Kažemo de 
natkriva xeP (ili da je x načktiven sa y), u oznaci xy ili y>xakojexay (ij 
#y) ine postoji zeP, za koji je x<z<y, ij. segmeni [x,y]= 
Hlasseov dijagram od (P, <) je digraf D sa P(D)==P, a (x, y)e 
natkriva x), 


x 


38. Konstnisajte Ha 


sm od a) Pua(1,24,5,10.20) weden s sijeljivo: 


Rješenje. 


a) 


Škic ea sodtiranjem ti parcijalni uredaji mogu pr = Ri 
imože proširiti do =<, tako da zlyex=dy. Taka se npr. dobiva 1-£2-45-44-419-420. 28 


Sada ćemo teoriju transportnih mreža iskoristiti za to da se pu, skup P razbije 
na najmanji mogući broj lanava s obzirom na originalni uređaj << (tj. na totalno ili 
linearno uređene podskupove u kojima su svaka dva elementa usporediva), Particija 
na lance se očito može postići tako da se za svaki element x nade slemeni y koji 
ga natkriva, pa element koji natkriva y itd., sve dok ne iserpemo cijeli P. 
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fee 


ia 


iva 


koja 


Sed 


Prirodno se nameće pitanje: na koliko se najmanje lanaca može particionirati 
P? Podsjetimo da je antilanac u P podskup u kojem nikoja dva elementa nisu 
usporediva, a maksimalni antilanac onaj s najviše elemenata (usp. Spernerov teorem 
u V. poglavlju). Odgovor na gornje pitanje daje sljedeći vrlo važan teorem u 
kombinatornoj teoriji, koji je tipa max-min. 


TEOREM 56 (R. P. Diiworth, 1950). Neka je P konačan p.u. skup. Najmanji 
broj disjunktnih idnaca na koje se P može particionirati jednak je broju elemenata 
maksimalnog antilakča ti P. 


Teorem vrijedi i malo općenitije za lokalno konačne p.u. skupove. Dokaz 
Teorema može se provesti indukcijom po |P|, ali ćemo ga mi provesti pomoću 
Kšnig-Egervaryjevog teorema. 


Dokaz. Neka je P' druga kopija od P. Formirajmo bipartitni graf G s 
biparticijom (P,P'), te xy'sE(G):ex<y u P. Neka je L=(L,,L,,...) familija 
disjunktnih lanaca čija je unija čitav P. Tada je skup M = (xyeE(G)|aLeL,x< 520) 
natkriva x) u L,) očito jedno sparivanje u G. Obratno, ako je M maksimalno 
sparivanje u grafu G, onda mu je pridružena particija L od P na disjunktne lance 
tako da je |[M]|-+ 1] =|Pi; jer ako je duljina i-tog lanca l,, onda je 

u I 
IPl= X G+l)= 5 telži=1M|+lLI. 
dei ii 

Neka je C=(x,,...,xp)UL91,..-.)23 minimalni pokrivač grafa G. Svi elementi 
iz C međusobno su različiti. Naime, uzmimo da je npr. x,=y;. Budući da je € 
minimalni pokrivač, postoje x£C i y'#C tako da je xyeE(G) i x,y'eE(G). Zbog 
tranzitivnosti od < je tada i xy'eE(G), što je u kontradikciji s time da je C 
minimalni pokrivač. Stoga su svi elementi iz C međusobno različiti, Skup A= P\C 
očito je antilanac u P i vrijedi [C|+]|A4|=|P|. . 

Prema Konig-Egervaryjevom teoremu 34 je |M*] = |Č]. gdje je M* maksimalno 
sparivanje u G, a Č minimalni pokrivač. No tada je i | 2] =[Al, gdje je 2* pripadna 
particija od P na disjunktne lance, a A pripadni antilanac od Ć. No |A slLI za sve 
Ai sve L jer nikoja dva neusporediva elementa ne mogu biti u istom lancu. Stoga je 


max |4|==minjZi. i 
4 t 


Zanimljivo je da vrijedi i obratno, tj. Dilworthov teorem povlači Kčnig- 
Egervaryjev. Treba samo bipartitnom grafu G(X, Y) pridružiti relaciju parcijalnog 
uređaja na XUY ovako: x<y:exyeE(G). 

Dilworthov teorem može se interpretirati i ovako. Uočimo prvo da je Hasseov 
dijagram svakog konačnog p.u, skupa aciklički digraf. Neka je D aciklički digraf. 
Particija od D na disjunktne usmjerene putove je particija od V(D) i A(D), čiji su 
blokovi usmjereni putovi. Particija s minimalnim brojem takvih putova zove se 
minimalna particija od D. Reći ćemo da je vrh y veći od x (y>x) ako postoji 
usmjereni (x, y)-put. Dva vrha x, y acikličkog digrafa neusporediva su (ili nezavisna) 
ako ne vrijedi ni x>y ni y> x. Dilworthov teorem sada se može izreći ovako. 


24 KOMBINATORIKA 
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KOROLAR 34. Maksimalan broj medusobno neusporedivih vrhova u acikličkom 
digrafu D jednak je broju usmjerenih putova minimalne particije od D. I 


Sada ćemo dokazati još jedan važan teorem tipa max-min. To je Mengerov 
teorem (v. 8 4, Povezanost) za grafove i usmjerene grafove, U dokazu ćemo se 
koristiti Ford-Fulkersonovim teoremom max-flow min-cut, Prvo nam treba sljedeći 
rezultat (zbog općenitosti ovdje čemo dopuštati da izvor i ima d" (i)20, a ponor 
p.d* (p)>0). 


TEOREM 57. Neka je N transportna mreža s izvorom i, 4 ponorom p, u kojoj 
svaki luk ima kapacitet 1. Tada vrijedi sljedeće, 
a) Vrijednost maksimalnog protoka u mreži N jednaka je maksimalnom broju q lučno- 
-disjunktnih usmjerenih (i, p)-putova u N; g 
b) Kapacitet minimalnog reza u N jednak je minimalnom broju r lukova čije izbaciva- 
nje prekida sve usmjerene (i, p)-putove u N. 


Dokaz. a) Neka je f* maksimalni protok u N, a N* mreža dobivena iz N 
izbacivanjem f*-nula lukova. Budući da je svaki luk u N kapaciteta 1, to je 
f*t)=1, VaeA(N*). Stoga je dili dpO)=val(PJ=di(p)-de(p) oi 
dj. (0)=4;. (0), YeP(N)N(i,p). Odavde se lako zaključi (zadatak 13) da postoji 
val (f*) lučno-disjunktnih usmjerenih (i,p)-putova u N* pa stoga i u N. Stoga je 
val(f*)<a. 

Neka je 1), P2..--,P,) Skup od q lučno-disjunktnih usmjerenih (i, p)-putova u 
N. Definirajmo protok f na N sa 


Tad 


0, inače. 


1, ako jea luk nekog P, 


Lako se provjeri da je f zaista protok i da je val(f)=g. Kako je f* maksimaini 
protok, slijedi da je val (f*)>q. Time je u) dokazano. 

b) Neka je R* minimalni ip rez u N. Nakon izbacivanja R*, u N— R* nema 
usmjerenog (i, p)-puta. Stoga je c(R*)=]R*|2r. S druge strane, neka je REA(N) 
skup od r lukova čije izbacivanje prekida sve usmjerene (i, p)-putove u N, a 
SE V(N) skup svih vrhova koji se mogu doseći usmjerenim putovima iz i u digrafu 
N—R. Budući da je ieS, peS, slijedi da je Ž:=(S, S) jedan ip rez u N. Prema 
definiciji od S, N— R ne sadrži luk iz K, pa je RER. Kako je R* minimalan rez, to 
je (R*)ge(R)<|R|=r. Time je b) dokazano. #8 


TEOREM 58. (K. Menger). Neka su i,p dva vrha digrafa D. Tada je maksimalni 
broj lučno disjunktnih usmjerenih (i, p)-putova u D jednak minimalnom broju lukova 
čije odstranjivanje prekida sve usmjerene (i,p)-putove u D. 


Dokaz. Konstruirajmo iz D transportnu mrežu N s izvorom i, a ponorom p, 
tako da svakom luku pridružimo kapacitet i. Tada tvrdnja odmah slijedi iz 
prethodnog teorema i max-flow min-cut Teorema 54. Mi 

Neorijentirana varijanta tog Teorema je 


TEOREM 59. Neka su i, p dva vrha (neorijentiranog) grafa G. Tada je 
maksimalni broj bridno-disjunktnih (i, p)-putova u G jednak minimalnom broju bridova 
čije odstranjivanje prekida sve (i, p)-putove u G. 


370 


Dokaz. Neorijeniiranom grafu G pridružimo asocirani digraf D(G) tako da 
svakom bridu (G) pridružimo dva suprotno orijentirana luka incidenina s 
krajevima od 2. Tada nije teško vidjeti da postoji bijekcija (putovi u G)+—(usmje- 
roni putovi u D(G)) (u. zad, (7). [sto se tako lako dokazuje da je za svaka dva vrha 
i, peV(G), minimalan broj bridova iz G čije izbacivanje prekida sve (i, p)-putove u G 
jednak minimalnom broju lukova čije izbacivanje prekida sve usmjerene (ip) 
putove u D(G). Sada tvrdnja odmak slijedi iz Teorema 58. 

iz definicije kobritlić povezanosti i Teorema 39 odmah slijedi 


KOROLAR 35, Graf G je k-bridno povetan ako i samo ako su svaka dva 
(različita) vrhu u G povezana s baren k bridno-disjunkinih putova. #4 : 


Vršni analogoni Teorama 58, 59 i Korolara 35 su sljedeći Teoremi. 


TEOREM 60, Neka su i, p dva nesusjedna vra digrafa D. Tada je maksimalni 
broj uwmutarnje«disjunktnih usmjerenih (i pjeputova u Do jednak minimalnom broju 
vrkova čijim se izbacivanjem prekidaju svi usmjereni (i, Drputovi u D. 


Primijenimo li Teorem 60 na asocirani digraf D(G), dobivamo odmah 


TEOREM 61 (K. Menger), Neka su i, p dva nesusjedna vrha grafa G. Tuda je 
maksimalni broj uwmwutarmje disjunkinih (i p)«putova u G jednak minimalnom broju 
tbacivanjem prekidaju svi (i p)putoviu G. 38 


iz delinicije kepovezanosti | Teorema 61 slijedi odmah već najavljeno (u S 4) 
poopćenje Whitneyevog teorema 19. 


KOROLAR 36. Graf G sa v>k+1 je k-povezan ako i. samo ako su svaka dva 
različita vrha od G povezana s barem k unutarnje disjunktnili putova. 88 


Dokaz Teorema 60. Iz digrafa D konstruirajmo novi digrać D' ovako, 


. Svaki 
(0 


ojemo ih luk: 


2. Zamijenimo svaki luk iz D s krajem veV(D)\ (1,7) novim lukom s krajem v',a 
svaki luk iz D s početkom (DIN(5,7) zamijenio novim lukom s požetkora »“. 
Ma slici a) prikazan je D, a na slici b) digraf D, 


pa i 


SE O182. 


Sada se lako dokazuju sljedeće tvrdnje o vezi digraf Di D. 


a) Svaki usmjereni (i, p)eput a D“ odgovara jednom usmjerenom (i,p)-putu u D, 
koji se dobije kontrakcijom svih bridova oblika (0',v") i obratno, svaki usmjete- 


za 


3H 


"10. Dokužite 


ai G,p)eput u D odgovara usmjerenom (i,; 
svih vrhova (sti, p) tog puta. 


“putu u D' dobivenom cijepanjem 


b) Dva usmjerena (i,p)-puta u 2 su obridno«disjunkina ako i samo ako au 
odgovarajući putovi u Đ vršno-disjunkani. 
iz b) slijede e) i d) 
€) Maksimalni broj bridno-disjunkinih usmjerenih (i, p)eputova u 0" jednak je 
maksimalaom broju vršno-disjunkinih usmjerenih (i, p)-putova u D, 
€) Minimalni broj bridova, čije izbacivanje prekida sve usmjerene (i, p)eputove u 9“ 
jednak je minimalnom broju vrhova čije izbacivanje prekida sve usmjerene (i, p)- 
putove u D. 
iz tih tvrdnji odrsah slijedi tvrdnja Teorema. ši 
Napomenimo da su spomenuti teoremi tipa maxe«min zapravo ekvivalentni. To 
su Hallov ieorem 32, Kčnig-Bgervaryjev teorem 34, pa Teorem 40 (ili Korolar 26), 


Dilwortkov teorem 56, Mengerov teorem 58 i Ford-Fulkersonov izozem 54. Više o 
tome čitalac može naći u [31, [76]. 


Zadani 


i. Koliko ima sirikinih digralovu čiji je skup vrhova Ke (u,ur]1A sko je |H[sa 107 


2 N 


iko se načina može orijentirati jedaostavni graf Gt 


3. Dokažite da je X dr (o) 
sek 


i. Korijen digrafa D je Vrh u, takav đa za sva vrhove vsf», postoji usmjereni put u D od ca de u. Ako zu 
svaki vrh veku, postoji jedinstveni usmjereni (v,, #)-put, onda se D zove stabljika (engl. arborescencej s 
korijenom u. Dokažie da je pripsdni zrač stabljike stablo. 


5. Dokažite ovaj analogon iKorolara 3, Svaki pove 
stabljiku (ti. stabljiku D, sa V(Doj= V(D), a A(Do)E 


2 s korijenom u, sadrži razaplajuću 
A()) s korijenom v. 

8. Dokežite da je digraf D dipovezen VS: V(D) 
postoji lux s početkom u ŽNS i krajem u S. 


, postoji luk s početkom u Si krajem u KVNSi 


7. Dokašite da digraf D nema usmjersnit ciklusa uko i samo ako gostoji 
D, tako da je svaki luk iz D oblika (v,,v)) i<j. Dokažite da ja tada & 


8. Neka je D striktan digraf, a max (67,8%) E, Do 
b) Ako je £>G, onda D sadrži usmjereni ciklus duljine 


uređaj vrhova rit...) 0, od 


a) 2 sađrži usmjereni put dvijine barem £; 
ukat 


ica 


2, deka suo, vrhovi digra 
Su broj Jukava u D s početkom », a & 
usmjerenih (v,v,)Satnji duljine X u D. 


D, Mistica susjedstva od Đ je (vx v).-ma: 
jem #,. Nokašite analogon Propozicije 


del. pri čemu je 
Jiina od a* ja broj 


Se bridovi grafa Go moge orijentirati tako da u dobivenom digrau Do vri 
ves#. 


dd" (3-7 bo) 


ii. Dokažite a) Teorem 45; b) Teorem 48. 

(Dokaz b) ide kontradikcijoma. Neka je Cer(0,0,,..0,0,) najduži diciklus u, Tada je prema zad, 8, 
#2>vf2. Neka je 2 najdulji (u,oh-diput u D- V(€) duljine m. Tada je vek d,opa je meevja. 
Promotrite skupove £=<(110,,,1)ed), Te [iKuojed) i pokažite SATa f4, |SUTI ak mati 
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12. Dokažite, ako turnir nije dipovezan, da se promjenom orijentacije samo jednog brida može postići 
da postane dipovezan. 


[3, Neka u orijentiranom grafu D vrijedi: 2" (u)—4" (ulek=d" 0) 4" (0), a za sve ostale vrhove 
xeV(DI\(u,0), d? (x]ed" (x). Dokažite da u D postoji k lučno-disjunktnih usmjerenih (e, v)-putova. 
(Koristite se Teoremom 45.) 


14, Dokažite da dipovezani digraf Koji sadrži neparni ciklus, sadrži i usmjereni neparni ciklus. 


15. Pomoću Teorema 43 i Korolara 13 dakažite da svaki graf G ima orijentaciju u kojoj je svaki 
usmjereni put duljine <A, Pokušajte dokazati tu tvrdnju i izravno. 


16. Netrivijalni digraf D je kdučno-povezan, sko za svaka Se V(D), S 4 G vrijedi (S, S)I>k. Dokažite da 
je netrivijalni digraf D 1-lučno+povezan <» Đ dipovezan. 


17. Neka je G graf, a DIG) asocirani digraf od G dobiven tako da se svaki brid ee&(G) zamijeni s dva 
suprotno orijentirana luka s istim krajevima kao e, Dokažite 


a) Postoji bijekcija između pulova u G i usmjerenih putova u D(G: 

b) D(G) je k-lučno-povezan < G k-bridno-povezan, 

18. Neka je D povezan digraf, Dokažite da D sadrži usmjeren Eulerov put 1) 3u,veP(D), 
2 (d=d" (+1 a7 (247 (0)+1 12) VreV(D)\[u,0), 2? (xi=d" (x). 


19. Dokažite da je broj usmjerenih Eulecovih putova u digrafu sa €>2v paran broj. 


20. Dokažite da, ako za striktan digraf D vrijedi d* (v) +4" (0)>v—!, WweP(D), onda D ima usmjeren 
Hamiltonov put, 


21. Neka je D digraf, V(D)=(0,,...,0), A(D)=(e,,...,6). Neka je M:=M(DI:=[ag] (vxe) 
matrica fucidencije digrafa D, tj. ag=1 ako je u, kraj od e, a;,= — 1, ako je v; početak od e,, 4;,==0 inače. 
Neka je M, matrica M bez nekog retka. Dokažite da je broj razapinjučih stabala r(D) od D jednak 
z(D)adet(M,MI). Što su članovi od M,M72? (usp. Matrični teorem o stablima $ 2). 


22. a) Neka je D digraf s kromatskim brojem pripadnog grafa y(D;>mn, te neka je f: V(D)»R neka 
funkcija. Neka se D, i D, razapinjući poddigrafovi od D tako da je A(D,)= ((u,vjeA (Du) <f(e)) 
A(Da)= ((u,vjed (D)f(u)>f(0)). Dokežite da je ili v(D,)>m ili r(D,i>"; 


b) Dokažite pomoću a) i Teorema 43 da D sadrži Hi usmjereni put dunu,-.., 40) sa 
flu)sfin)£...gfla,) ili usmjereni put (y,%....)0,) sa fiwoi>fW)>...>f(v (\. Chvatal, I. 
Komičs); 


6) Dokažite da niz od mn+1 različitih realnih brojeva sadrži ili rastući podniz ad m+1 članova ili 
padajući podniz od n+1 članova (usp. III, Teorem 7). 


23, Neka su (8,5), (TT) minimalni i-p rezovi u transportnoj mreži N. Dokažite da su tada i (SUT, 
SUT), (SAT, SNVT) također minimalni ip rezovi u N. 


24. Dokažite da ako u transportnoj mreži N ne postoji usmjereni (i,p)-put, onda su vrijednosti 
maksimalnog protoka i kapaciteta minimalnog reza u N jednske nula. 


25, Ako su kapaciteti mreže N cijell brojevi, dokažite da postoji maksimalni protok / čije su sve 
vrijednosti /(a), aeA (N), cjelobrojne. 


26. Primijenite algoritam označavanja Ford-Fulkersona za nalaženje maksimalnog protoka mreža na si, 


183. a), b), c). Nađite i odgovarajuće minimalne rezove. (Na sl. b) i c) protok je fm0, a na sl. c), na 
neusmjerenim bridovima isti su kapaciteti u oba smjera.) 
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Sl. 183, 


27. U transportnim mrežama na si. 184. a1 i b) tvornice (izvori) i,,i, šalju svoje proizvode na iržišta 
(ponore) P,,P2. Na sl. b) i,,i, proizvode svaka 7 jedinica, a iržišla p,,p, zuhtijevaju 6 jedinica, 
Algoritmom označavanja odredite maksimalne iznose koje moraju slati tvornice da zadovolje zahtjeve 
tržišta: 


28. a) Pretpostavimo da je svakom luku ssA(N) mreže X pridružen broj b(a)«c(a). Kako treba 
modificirati algoritam označavanja zu nalaženje maksimalnog protoka f na N, pod uvjetom da je 
fta)>b(2), VazA(N)? 

b) A ako su dane gornja i donja međa &, (e)<f(a)<b,(a). YasA(N\? Dokažite da tada maksimalni 
protok ima vrijednost jednaku min (8,(5.51- 8, (S, SMS. S1i-p rez u N). (8, (5, 5) je suma vrijednosti 
od b; na (8,5) 

29. Svakom vrhu osti, p mreže N pridružen je broj Hv)eN,. Primijenite algoritam označavanja na mrežu 


N' dobivenu kao u dokazu Teorema 60 i kapacitetom i(v) za luk (9,9) da pokažete kako se određuje 
maksimalni protok f na N, tako da protok u svaki vrh osi. p ne premašuje i(0). 


38. Dokažite tvrdnju iz zad, 22.6) pomoću Dilworthovog Ieorema 56. 
31. Dokažite da je parcijalni uređaj < na konačnom p.u. skupu P presjek svih svojih linsarnih 
proširenja. 
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Pokažite kako je uz sljedeći problem vezan Dilworthov teorem. Autobusno poduzeće treba obavljati 

iči nusioriranih s 1,2... 01 Pritom treba poštovati red vožnje koje daje polazno vrijeme 
svaku liniju. Neku je 1;; vrijeme potrebno da se autobus prebaci iz mjesta 
polaska ni li o daje parcijalni oreduj linija: #- 
najmanje autobusa trebu to poduzeće 1G. Danizig. D, Fulkerson)? 


el; +U, <p, Koliko 


93. Dokažite pomoću Dilvworihovog msorema Spernerav teorem (V pogl. Teorem 4) 


Dokažite da je broj elemenata maksimalnog lanca (s duljina + 1) u konačaov pu. skupu P jednak 
najmanjem broju disjunkinih antilanaca na koje se P može particionirati. 


, Neka je Po p.u. skup. Neka je G graf sa Pi xyaE(Gleex<y IH yes. Dokažito da je 
r(G)m=ed(G), gdje je :1(6) maksimalni broj vrhova u kliki (tj. potpunom podgrafu) od G. Dokažite du to 
vrijedi i za komplement 6' od 6. 


36. Izvedite Konig-Egervaryjav Ioorem 34 iz Mengorovog izoreina 61. 


M. Neka je digraf D komunikacijska rareža, i, paV (2). Dokažite da je maksimalan broj vršno-disjunktih 
usmjerenih (i, p)-putova (to je (i phpovezanost) jednak minimalnom broju vrhova (+1, f2N bacivanje 
prekida veru između hp (to je (i plnepouzdanost), Dakle, maksimalna povezanost =minimalna 
nepouzdanost. 


38. Neka ja G grala S, Te V(6), SN T= G. Dakužite da je rauksimalni broj vršno-disjunktajh putova u 
G s jednim krajem u S, u drugim u 7 jednak minimalnom broju vrhova čijim se izbacivanjera separira S 
od T (1. nakog izbacivanja nema komponente koja sadrži vrh iz S i vrh iz 7). 


39, a) Dokužito da Korolar 26 vrijedi i za nenegativne matrice, Toši 
inettica sa ab. d aksimakni broj pozttivnih članova ad / od k, 
jednak minimalnom broju lis ije sadržavaju sume pozitivne članove; 


u] onxn) 
ih nikoja dva nisu ne istoj liniji 


4) Dijagonala kvadratne (a x s)-matrice A niz je olemenata đuge+ ++ Gia TAKO da nikoja dva nisu na istoj 
liniji. Neka je A nenegetivna (nx n)-matrica, Dokažite da svaka dijagonala od A sadrži nulu ako i samo 
sko postoji (p x gh-podmatvica od A. koja se sastoji od samih nula, gdje ja p4+g2n+1 (Frobenius). 


40, Meku je G kepovezan graf 
nekom ciklusu u G. Obrat ne vrijed 


3. Dokažite da je tada svakih & vrhova od G zajedno sadržano u 


44. Fromoltiite transportnu mreži 
nije dobar. 


p 
M >“ 
ICH op 
bh" 
HNB 
u 


operaciju za provedbu algoritma na mreži funkcija od M, pa može biti po volji velika, 1j. nije omeđena 
nekom funkrijem od vi £.) 


42. Nacrtajte dijagram toka Ford.Fulkersonovog algoritma Gznačavanja i napišite program za taj 
algoritam u programskom jeziku na izboru. 
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X. POGOVOR 


Kao što smo već istakli Predgovoru, anumerativna kombinatorika 
(prebrojavanja) i teosija grafova i danas čine najveći dio kombinatorike. U 
poglavljima 1V-1X. uglavnom smo se time i bavili. U taj »klasični« materijal utkani 
su na pojedinim mjestima neki pojmovi, ideje i tehnike iz kombinatorike, koji su u 
nekoliko posljednjih desetljeća izrasli u samostalna kombinatorne discipline. Sada 
ćemo se ukratko upoznati s još nekima od njih ili nadovezati na već spomenute, 
Dokaze nećemo provoditi, nego ćemo katkada dati neke primjere i upozoriti na 
literaturu, I ovdje ćemo, dakako, napraviti određen izbor materijala, 


£ 1. Pariicije | simetrične fuukošio 


Opći problem u aditivnoj teoriji brojeva jest da se za dani skup SSM zadani 
prirodni broj n napiše kao 


m. 


pri čerau su svi 2,8 5. Općenito je ž=(4,4,...,4,) muktiskup koji se zove (linearna) 
particija broja a u r dijelova s obzirom na S. Sa p,(n,r) označimo broj takvih 
particija, ie 


Da (1) e pg (a1, 2). 


Ako je S==N, pišemo kratko p(n,r) i p(n), i tada se radi o običnim particijama 
brojeva (v. stranicu 212 i dalje). Pri prebrojavanju particija poredak dijelova nije 
važan, pa se obično zapisuju u nerastućem poretku A,zA,2... 24,>0. Ako je 
A particija od a, to zapisujemo kao Au, a ako želimo skupiti istoimene sumande, 
zapisujemo A u obliku 


EICH 


h)a>a>..., 


ER ža, 


a 


Kao što znamo (VIII, Teorem 3), funkcija izvodnica za niz (pg (n)) dana je sa (uz 
pslO):=1): 


o 
IId-x9'=[1(1+x+x%4+...)= S Pelm)x". 
«s sg anno 
Tipični član ovog razvoja je 
domače 
T 


što odgovara particiji (..,21 15) odn= Xr. 
EJ 


Općenitije, ako imamo restrikcije na broj pojavljivanja dijelova, uvodimo 
funkciju 
m 1, ako se s može pojaviti j puta 
Pi 1 o, inače. 


Tada je odgovarajuća funkcija izvodnica 


Es 
TICZ p,(5) x!) 
5 je0 
Znamo da je particiju A korisno opisati Ferrerovim dijagramom ili dijagramom u 
kojem su u svakom kvadratiću jedinice. Particiji A tada je pridružen posve određeni 
oblik od A. Naprimjer: 


ideja particije može se proširiti na više dimenzija, ali čemo se mi ograničiti 
samo na ravninske particije. To je matrica N =[n,;] nenegativnih cijelih brojeva, tako 
da za svako ij vrijedi 


(i) svaki redak je nerastući, tj. 1,;2 11,413 
(ii) svaki stupac je nerastući, tj. 1, 2>1;41); 
(ili) broj pozitivnih članova po recima je nerastući. 
N je tada ravninska particija od =X/n,, 

LJ 
Obično se nule u toj matrici ne pišu, pa se 
ravninska particija može reprezentirati dijagra- 
mom sličnom linearnoj particiji, ali s prirodnim 


brojevima (dijelovi) koji ne moraju biti samo 
jedinice. Naprimjer, v. sl. 187. 
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Pojam oblika particije direktno se prenosi na ravninske particije i svaki redak 
ravninske so jest linearna particija, Obratno, linearna particija 
A=(X,,24,...)4) može se smatrati ravninskom particijom s jednim retkom 
X,M.-.2, 5li pak kao ravninska particija sa r redaka čiji su svi dijelovi jednaki | 
Raina particija ima striktne retke ako članovi u svakom retku strogo padaju (tj. 

Ny>ijei) a analogno striktne stupce. Ravninska particija čiji su dijelovi 
12. ...m, za neko m zove se Youngov tableaux. (Ustvari, često se u literaturi 
zahtijeva da dijelovi u recima i stupcima Youngovih tableauxa rastu, ali 
transformacijom s+m- s+1 dobivaju se ekvivalentne teorije bez obzira na to koja 
se od tih definicija uzme.) Danas se znaju mnoge funkcije izvodnice za ravninske 
particije. U idućoj tablici dajemo neke od njih. lako izgledaju vrlo jednostavno, 
dokazi nekih nisu nimalo trivijalni (vidjeti [1), [97, [123], 11521, [2093). 


Tip ravninske particije 


= : Funkcija izvodnica 
koji se prebrojava 


e 
Sa <1 redaka (tj. linearne particije) I[(l-x) 
ns) 
Sa <1 redaka i <2 stupaca LO -x)(1— 2]? 
Stupci striktni, svi dijelovi iz S ula -x) III a-x9I 
tueš 
Simetrične TI (E— ži) (1 — xn, 
k=1 
Stupci striktni sa «ce stupaca i mom gojetiti-i 
najveći dio Sm TI Nr JET 
i=rj=i 
kol H 
Sa <r redaka I[G-x)rm49 
k=) 
Bez ograničenja ILa-x)* 


Na kraju iskažimo dva osnovna rezultata. Prvi daje broj Youngovih tabjeauxa 
danog oblika u terminima duljina kuka. Duljina kuke (engl. hook iength) hy na (i,j)- 
tom mjestu definira se kao broj kvadratića desno i ispod, uključujući i sam taj 
kvadratić na (i, j)-tom mjestu tableauxa. 


TEOREM (formula kuke). Broj Youngovih tableguxa danog oblika je jednak 


gdje je n ukupan broj kvadratića. 
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Primjer. Nadita broj Youngovih tableanza oblika: 


s [_ 


51.188. 


St. 189. 


4) Odgovor je iHf8-6 


PREBEG H> 1je2:4620, S 


Drugi osnova Youugovih tableauxe, 


mlacija i 
TEOREM (Kmuth-Sehsastodova korespondencija). Posoji bijekcija između 
skupa svih permutacija skupa (1,2,...,63 i skupa svih uređenih parova Youngovik 
zableauxa (P, Q) istog oblika i s dijelovima 1,2,...,1. Ako pri toj bijekciji <+(P, đ) 
onda je F7* +»(Q,P) 


Svakoj particiji : možemo pridružiti razne simetrične 
fuakcije. Meka je ( .-.3 skup varijabli, pri čemu je IX|>>u, no budući da 
uglavnom ne ovisi o a, pogodno js uzeti ix . Ža konačan skup X, sume i 
produkti koje čemo promatrati naprosto se okraje (tj, stavi sa da su ostale varijabis 
nula), 


Monomijalna simetrična fmkolja m, definira ge formulom 


m : 
DEDE Ra 

gdje se sumira po svim podskupovima (1,,2,..)L,jeN i po svim germutacijama 
od dipol... 46,3 koji pridonose različite sumande (imajući na umu da brojevi 4, no 
moraju biti međusobno različiti). Često se za te fumkcije koristi i oznaka da se 
particija stavi u okrugle zagrade. Naprimjer: 


muy=(D)=9.x, 


io) 2 ije Var, Hoću 
oj 


35719 


Posebno su važno monomijalae simetrične funkcije za particije (12) i dir 


Ema 
2, 


Papo, s=415) 


1,9 =(1) 


Te funkcije smo več susreli u VI, € 5. Općenitije, za 
Elenentsras skmotričns faakeija definirana je sa e, is 
:=4, 8,4, (kaikad se suma potencija bilježi sa p,), Često je važno znati kako se 
jedna vrsta simetričnih funkcija izražava pomoću dragih. Maprimjer: 


AKO Aron definiramo e, i s, 
&,,...4, 2 Suma potenolja 


ix+y+z +/xa ee 


zapravo znači 


bh 3 E Še. 
žlomogena (ili potpuna) simetrična funkeija A, definirana je također kao 
Moskha,--H) dže je 


[v. Vii zad, 876) da je 


Označimo sa A, Skup svih simetričnih golinoma stupnja # od beskonačno 
sanogo varijabli s racionalnira koeficijentima, Tada je A, vektorski prostor nad £2. 
Familije 2, m, 5, 4, kada A varira po svim particijama od u, čine bazu od A,, pa je 
dima A, =p(n). Još jedna vrlo važna baza prostora A, je sljedeća. Za ravninsku 
particiju n koja ima », dijelova jednakih s označimo 


Ma 


gdje se sumira po svim ravninskim particijama x koje su strikine po stupcima, a 
oblika su A. 


Žskujer, Neka je = (21). Odredite pripadan Schuroviu fumkolju. 


u četiri 


Hješenje, Po atupolma striktne ravninske particije oblika (ZI) mogu se podije kupine: 


Ha gm opa og 


SL 190. 


gdja & cd. Stoga Imamo 


ha az dop). EE 


heb 


ia 


će 


šo 


ina 


Geek 


Drugi opis Schurovih funkcija dan je kao kvocijent dviju determinanti. 
Nazivnik je obična Vandermondeova determinanta, a brojnik poopćena u kojoj ne 
dolaze redom potencije kao u običnoj. Pokažimo to na slučaju zadnjeg primjera. 
Prvo dodamo particiji 2+1 nul-dijelove da dobijemo particiju s tri dijela A, =2, 
A,=1,24;=0 (i, općenito, dodamo toliko nula da dobijemo n-particiju od n). Sada 
pogledamo kvocijent 


det (A*"-')/det(>7-/). 
U našem je slučaju to 


PP vlei 11 

x2— 2) (xŽ— x2)(xž— 22 
odolio mos RE ZAETe 
lodod | [dodo jA 


=(X, +X,) (X; +X3) (x + Xg) XP, PX PIK PX FIX + ŽKK ka 
= My + ŽIMy 


Dobili smo, dakle, izraz kao u prethodnom primjeru, ali se oni ipak razlikuju. 
Naime, u tom primjeru radi se o funkcijama od beskonačno varijabli x,, a ovdje o 
funkcijama od x,,x2,x,- No to ne smeta jer se svaka simetrična funkcija može 
izraziti kao kombinacija monomijalnih simetričnih funkcija (nad 2), a one su 
definirane za konačno mnogo x; ili beskonačno. Drugim riječima, svaka simetrična 
funkcija od n varijabli na jedinstven se način može proširiti do simetrične funkcije u 
beskonačno varijabli. 

Općenito, za particiju A+-n, vrijedi 


5, == det (y*"-')/det (x7-/). 
Za manipuliranja i računanja sa simetričnim funkcijama vrlo su pogodne 
njihove funkcije izvodnice, pa ćemo dati samo mali izbor njihovih svojstava. U 


nekima će doći i drugi skup varijabli Y= (y,,y,,...), pa da bismo naznačili o kojim 
varijablama se radi, pisat čemo npr. m, (X), m, (Y) itd. 


TEOREM. (1) Z(t):= D el= fi (L+x4); 


n=0 imi 
(i HQ):= bi ka'= TIG-a0-i 
n=0 i=1 
nama sara Ed, E GH 
(ili) sO=x Sud" '=q 988 0)=2) Su: IogE(-t)= rar 
TEOREM. o TI (-xo)'=Xm Rk O)=280)8M= 
n 1 


=),9 98 (PL r12 11...) 
a 
gdje je A=(... 2:193, a sumira se po svim particijama A. svih prirodnih brojeva; 
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ći) TPa +xy)=km KJa(W)=X15(0)8. 0, 
E 


ija x 
gdje je X konjugirana pariicija od X (0. VIJI, zad. 30); 
(ili) Ia-xy "11 xx J=X5: 

t I<j x 


(io) T[G-xx)'=)5,, 


ie) 
gdje u prolazi svim particijama čiji oblik ima stupce samo parnih duljina; 
(e) TIO 2) ' [10 -xe)'=X8, 
[3 < ad 
gdje se sumira po svim particijama v čiji su svi dijelovi v, parni; 
(vi) TITO - «9110 -sadl=X% 8, 
i i<r A 
gdje je 
u ako je NEW (1j. X nije samokonjugirana) 
192, ako je X samokonjugirana, hn, s Durfeejevim k x k kvadratom. 


(Ta tvrdnja je analogon Eulerovog pentagonalnog teorema, usp. VIII, zad, 30, 36, 
38.) 
Napomenimo na kraju da, ako je 
s=Xxu Sp 
pra 

onda koglicijenti x čine tablicu karaktera simetrične grupe S,, O tome i raznim: 
drugim primjenama particija i simetričnih funkcija čitatelj može naći u [9], [150], 
(152), [209] a djelomice i u idućem $ 2. 


82. Hammondovi operatori i problem razmještaja 


Za probleme razmještaja (koje ćemo formulirati malo kasnije) potrebno je 
znati prikazati tj. razviti neke simetrične funkcije pomoću drugih (v. 81). Stoga 
ćemo pokazati jednu tehniku (Hammonđovi operatori) koja omogućava računanje 
koeficijenata takvih razvoja. 


Neka je A=(af ag...) particija, tih A=(a,,...,0,,89,.-.,82,. 
e daistdnj a sijika., 


DR m 
Nađalje, neka je F simetrična funkcija razvijena po monomijalnim funkcijama 
F=.,.+c(apaž..)J+... 


Koeficijent c može se računati tako da se na F primijeni Hammondov operator 
D:=DpD7..., gdje je D, operator koji nalikuje operatoru parcijalne derivacije, 
ali s ovim svojstvima: 


382 


(1) Da m; 


(2) Dim, ==0, ako i nije jedan od dijelova od A; 

(3) Di to ako je t dio od A, pri čemu se x dobije iz A tako da se moltiplicštet 
dijela 2 smanji za jedan. (Naprimjer, 0,(3221?) : 
D, (32217) (3512), D, (27212) (32212), D,(3*21* 

(4) (Pravilo produkta) D,(P,F,)= %, DFD,,F,). 


neo 


Prdmjee. izračunajmo D,D,D7 (215) (17). 
Bješonje, Budući da poredak u kajem se primjenjuju operatori nije važan, primijenimo prvo D,. 
DZ) (0, (ZUMD LU + (6, QED, ća 
g ZIDA GD (IŠ ČI GZ) 
DD, (21) (Je 4(D,(2D, (PI (1) 
D,D;D (PD, (PJ 2D,A(HHD, Gj 20), 
D4,D0, (21H) e020, (Jee2 M 


Prhajer. Razvijte 4 pa monomijalnim Punkcijama. 


Rješeni 


if oj 


DAO, baD,D,(=0, ee DHL) 0, (D, (12, (95 =(0, (DV 
1(D, (dt D1 (UD, 12(0, (1) (0, Gl=2, 

D,(17))(9, ( DA (1207 LG ČJA(DČIee20, K1)42 (1jeeć 

(2%) +2 (21%) 4-6619). za 


Pritom je 


Do db čar 
DS, 
"10, ir, 


pri čemu je +0 (keN), te 


Dhj)=hh,,th 


Problem razmješisja jest do se odredi broj načina razmještaja a obojenih 
kuglica u 2 obojenih kutija. Kuglicama je pridružena pariicija boja 
pito vanno sh Xd (tj. Ma), gdje je 1, broj kuglica ite boja (kuglice iste 


boje se ne razlikuju), Slično imamo particiju u=(p,,4,...,4.) pridruženu ovim b 
kutija, gdje je 1, broj kutija jste boje, j==1,2,...,m. Kutija koja (nakon zazmještaja 
kuglica) sadrži v, kuglica jedne boje, v, kuglica druge boje itd. ima pridruženu 
particiju razmještaja Vi Va.) To one daje poilpumu infomaaciju o sadržaju 
kušija, jer npr. s tri boje, crvenom, plavom i bijelom, sadržaji p*b, obfp, bje 
odgovaraju particiji (2213. Te probleme razmatrao je već MacMahon. 

Mi smo se u knjizi doticsli nekih specijalnih slučajeva, a sada navodimo opće 
ićoremae, 
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TEOREM. Broj tučina du se a kuglicu s particijom boje X razmjesti u b različitih 
kutija (2j. s particijom k = (1%) jednak je koeficijeniu monomijalne fimkcije m, 
izraza: 

(GE. NE mea Hy Sdić su VA Va... V, particije razmještaja za prvu, drugu, ...,betu 
kutiju redora; 


Fa b ki 

dil) Mit da, Belje Su vj, Va...) Va SBe različite particije razmještaja i 
LUPI 

 AVARSRE- A 


Gli) (a, 4em, +... 400,), gdje svaka kutija ima jednu od particija VaM. Va ZA 
particiju razmještaja. 


svaka od n, kutija ima parti 


Primjer. Tri grvene, ti bijela i dvije plava kuglice treba razmjestiti u 5 (rasi 
particije razmještaja (21), (21) i (1) redom, Ma koliko je to nečina moguća 


Rješenje, Tu je A= (392), v, = 
Taj je koeficijent jednak 


ite) kutije 


21%. vo == (17). Stoga je rješenje koeficijent od (332) u (217 (17), 


DID,(20 (10,0, [2 GGJU +2 RD 


QDI Da ZO PR6UP A A QJJee6 gđa i0. ME 


ako a, kutija sadrži w, kuglica, i 


(i) (e, rela be. ke 
W+Hx 


ra 


3%, ako svaka kutija s 


ea 


i bilo koji broj kuglica između w 1 


TROREIVA. Broj načina da se a kuglica s particijom boja X razmjesti u b različitih 


kutija jednak je kogficijentu od m, izraza 


Ao Oko u ito) kutiji traa w, kuglica i==1,..,,b1 

me e Ž ; kugi 

(i he hih ako m, kutija sadrže w, kuglica 
Biz Ha, HHRa.. Ha/ 

i > >Wzl; 


(ii) (he = ako svaka kutija sadrži bilo koji broj 


iw+x 


kuglica između w 


TEOREM, Broj načina sla se a kuglica s particijoma boja & razmjesti u b kutija s 
pripadnom pariicijom (Peć Bo) S jednom kuglicom u svakoj kutiji jednak je 
kogficijemu od m, uh, 


Ovo je zapravo tvrdnja o broju sparivanja između dva disjunktoa. raultiskupa 
(kuglice i kutije) iste veličine. Štoga je koeficijeni od za, u h, jednak koeficijentu od 
j 
hum 
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oni 


Primjer. Koliko ima (0, 1)-manrica tipa 3 x 4 ai: su sume redaka 2,2,1,1 redom, a suma svakog 
stupcu jednaka 27 


Rješenje. Ovo je problem broja razmještaja kuga u kutije ako na stupce mislimo kao na kutije, a 
na retke da odgovaraju kuglicama četiriju boja. €ijt+t 'lan js jednak 1 ili O već prema tome stavljamo li 
ili ne kuglicu boje i u kutiju s brojem j. Po tvrdnji : :rugog teorema traženi je broj jednak koeficijentu 
od (2712) u ed. Taj je broj jednak 
DŽDK12)=3030, (12 )=3D3 [07420 HIŠ Je 1 [UP +2 +41] 351 +4] 15. 

*U tom se duliu mogu formulirati i mešiti razni problemi prebrojavanja, kao 
npr. IV, zad, 63, ali su predloženi algorizni za njihovo rješavanje dosta složeni. 
Razne metode enumerativne kombinatorir2 mogu se naći u [1]. [3], [9], [Sf], 
[68], [78], [82], [87], [89]. [105], TI31]. 1), [149]. [150], [161], [164], [165], 
171], [1751 [179], [181]. [189], [190]. 1217, [193], [200], [203], [209], [211], 
[215], [218]. 


$ 3. Neka poopćenja Pdlya-Redfieldove teorije 


Podsjetimo da je u P6iya-Redfieidovo: -soriji (v. VITI, 4) grupa G djelovala na 
skup D tako da je svakom geG korespozsrala permutacija m, od D. Djelovanje 
permutacije n, na element deD kratko ćem: zapisivati kao g(d). G-orbita od deD je 
O(d=(gldigeG). Označimo li Fix(g)= 2:Dig(d)=d) — skup fiksnih točaka od 
geG, Burnsideova lema kaže da je : 

i 


broj orbita ra x IFix (g)|. 


NM. G. de Bruijn uveo je u razmatranja finsku funkciju M Ako G djeluje na 
skupu D, onda je težinska funkcija napros:: preslikavanje W:D—A, gdje je A skup 
koji nosi neku algebarsku strukturu i to da je W konstantna na svakoj orbiti. 
Takav tipičan A jest skup polinoma ili fonalnih redova potencija s racionalnim 
koeficijentima ili općenito neki komutativ— prsten koji sadrži racionalne brojeve. 
Težina orbite W(O (d)) jest težina bilo kojeg slementa u njoj. 


Težinska verzija Burnsideove leme. 


Suma težina orbita dana je formulom 


LWe)==< x wd 


Fir(g) 


Ako je W(d)=1 za sve deD, dobiva se (0! ) Burnsideova lema. 


Djelovanje grupe G na skupu D inčicira djelovanje od G na skupu svih 


“ preslikavanja R?=(f:D-+R) dano sa ;./>fg7', gdje je fg' definiran kao 


funkcija (tj. element od R?) formulom /1"'\(d)=/f(g7'(d)). Jedna od verzija 
POlya-Redfieldova teorema dobiva se iz gorzje leme tako da se umjesto D promatra 
R? (i u tom slučaju F će biti oznaka za orbi koja sadrži f), te da se uvede težinska 
funkcija W na R* formulom 


W=] PU) (* 


25 KOMBINATORIKA 
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TEOREM (težinska verzija Polya-Refieldova teorema). 


Neka je w: RA bilo koja funkcija, a W(f) definirana sa (+). Tada se suma 
težina orbita X. W(F) djelovanja grupe G na R? dobiva tako da se u ciklički indeks 


F 
grupe G koja djeluje na D uvrste s,= 9, (w(r)). 
reR 


Pretpostavimo sada da na skupu R djeluje grupa H (neovisno o djelovanju 
grupe na D). Dvije funkcije f,,/,€R" sada ćemo smatrati ekvivalentnim ako postoje 
geG i heH tako da je f,g=hf,. Svakoj funkciji feR" pridružimo funkciju 
multipliciteta m,:R>N,, definiranu sa m,(r)= |(deDlftd=r)l. Nadalje, 
pretpostavimo da se R raspada na k disjunktnih podskupova R=R,UR,U...UR,, 
tedaje H=H,xH,x... x H, direktni produkt grupa tako da svaka H, djeluje na 
Ri Zai=1,2,...,k, de Bruijn promatra težine 0; Ng >A i definira težinu funkciju 
fkao 


W=TITI &(0m,G) 


Hora 
Da nađe X) W(), de Bruijn supstituira u svakom cikličkom indeksu Z,,, varijablu 
š 


s, kompliciranim izrazom u obliku reda potencija u varijablama z,,z,,... i tađa 
uzima produkt tih cikličkih indeksa. Također uvodi diferencijalni operator 
2 
Ze (> =) taj operator primijeni na dobiveni produkt i tako dobiveni izraz 
ži 2%, 
izračuna za ,=2,=...=0. 
Mi nećemo izreći opći teorem, nego dva specijalna i korisna slučaja. U prvom 
je teoremu (O) =&(1)=i, bQ)=9(3)= 0, pa je W(f)=1 ako je f bijekcija i 
W(f)=0 inače. Za drugi teorem je b(n)=1! za sve n, pa je W(f)=1 za svaku 
funkciju fi W()=1 za svaku orbitu. 


TEOREM (prebrojavanje orbita za bijekcije). 


Neka je |R|=|D]. Tada je ukupan broj orbita bijekcija f: D>R inđuciranih 
djelovanjem G na D i H na R jednak 


a a 8 
=> JZ pode 
uleme Va eo2203tn 


izračunat u z,=0,i=1,2,3,.... 
TEOREM (prebrojavanje orbita za sve funkcije). 


Ukupan broj orbita funkcija f: D—>R induciranih djelovanjem grupe GuDi 
grupe H na R je 


8 80 
slot Jalonlp)=b7o)anb7o).) 


izračunat u z,=0,i=1,2,3,.... 
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Alternašivno, taj je broj jednak 
l 
i 


> Zal (09.8,(6)....) 


udje je s(h)==X.)0,(06), a (e, (h), e, (4),...) ciklički tip od h, Gli znači da j dijeli fi. 


livo jednog jednostavnog pri 


kako se ovo može primijeniti. 


Prunjez. Treba prebrojiti koliko imu ogrlica od & posli dviju boja  orvene i plava, pri čemu 
simatranio da su ogrlice akvivalentno ska se jedna dobiva iz druge ne samo rotacijom ili preokretanjem 
nogo i zamjenom boja neri. 

Rješenje, Bez posljedujeg uvjeta to bi bia tipičan problem za primjenu Polya-Redfjeldova teorema. 
Ovdje na skup podli D djetuje tv. diedvalna gropa D, (Gj. grupa izometrija pravilnog šesterokuta kaja se 


sastoji od svih rotacija oko njegova eentra koje provoda taj šesterokut u samog seba i refleksija). Na skup 
K boja djeluje grupa F5, izmjenjujući boje, Za slemonte grape H=S, = 11)(29, (12) (1, 2) imamo 


bid)», ( 2, dok je s (hee (h)=s, (Bija... =*0,5, (a0, (Jess, (B)= 


5 (id 


Stoga je traženi broj prema prethodnom teoremu jednak 


20,(2,2,2,.3+20,(0.2,8,2.. 91. 


izilralno gropa D, da 


s NEI 
žoddusaza, 


i 


sdjeje 


( LETNA, u neparan 


a 
| GUP A, u paran, 


ci čemu je «o Bulerova fm 


%. VE, 1). Lakim računom dobiva se da je traženi broj 8, Bex zamjene 
imali bismo 2,,(2,2, di 


=13. Bi 


Razne druge generalizacije i primjene ove teorije te upute u literaturu IQOgu s 
naći u [180]. Spomenimo i knjige [3], [17], [311 [S1], D051 [186]. 


iči 
Ks 


Blok-dizajni, konačne geometrije, hipergrafovi 


U proučavanju razcih kombinatoraih konfiguracija ili dizajna aaročito su 
važni blokedizajni, Historijski važan primjer je Kirkmenov“ problem 15 nšenica, a 
glasi ovako: LJčitelj svakog dana šalje u šetnju svojih 15 učenica, One šeću u 5 
grupa, u svakoj po 3. Može li se napravili raspored šetnji za tjedan dana teko da 
učenica u toku tit sna bude točno jednom u istoj grupi sa svakom od 
preostalih učenica? (Općenitije, učitelj ina 6n-+3 učenica, a one šeću 3n+1 dana 
Zzaredomuj Za rješavanje ovog i niza drugih problema iskristalizirao se kao važan 


387 


pojam uravaotsžena nepstpuna blok-skema (engl. balanced incomplete blosk design), 
koji ćemo kratko zvati blokedizajn. 

Neka je V skup od » elemenata. E 18, B,...,B,) podskupova 
iblokova) od # je Blokedizajn ili 2-(0,b,1,k, 2)-dizaja ako vrijedi 


() 1Bi=k, za 


<p čvrst broi, 


svaka i, gdje ji 


(2) Svaki element xeV nalazi se u točno r(«<b) podskupova By 


(3) Svakih £ različitih slemenata iz # nalaze s dno u točno A 


8 


Parametri v,b, k,r,A\ nisu posve neovisni jer vrijedi 
Me 11), bezorjk, bo (+ 


Majzanimljiviji je slučaj £==2, pa se tada govori o (v,b,r,k, A)-dizajnu. U daljnjem 
čemo samo takve i razmatrati. 

Kako su svi ti brojevi cijeli, zaključujemo da neki skupovi brojeva ne mogu bitt 
psramoti. No problem određivanja koji skupovi su mogući i spzistencija 
(aeizomorfnih) blok-dizajna vrlo su teški. Biok-dizajnima se koriste statističari u 
kaeitanju eksperimentalnih dizajna i problemima planiranja, a koriste ih i u 
poljoprivrednim eksperimentima. Evo tipičnog eksperimenta (đogustacija vina): Od 
# vrsta vina treba degustacijom izabrati najbolje. Vino isprobava b degustatora. Iz 
razumljivih razloga ne može se zahtijevali od svakog degustatora da proba sva vina. 
Stoga treba degustaciju organizirati tako da svaki degustator proba isti broj vina 
k(<v), da svako vino bude isprobano isti broj puta r i da svaki por vina bude 
jednako mnogo puta uspoređen, ij. da ih proba isti broj degustatora 4. 

IJravnoteženost dizajna čini konstantnost parametra A jer se u općim 2+ 
dizajnima definira broj 2,, za svaki par x, yaX. Nepotpunosi dolazi odatle što se ne 
gleđaju sve k-kombinacije od v glemenata (nego samo njih b blokova). 

Ako je k=3 121, radi se 0 tzv, Stelnerovom sistemu trojki. Odmah se vidi da 
mora biti vl ili 3 (mod 6), još je Kirkman 1847, (iko ne sasvim korektno) 
dokazao da je to i dovoljan uvjet egzistencije Steinerovih sistema trojki. Kirkmanov 
problem 15 učenica ekvivalentan je problemu egzistencije Steinerovog sistema trojki 
s parametrima ve«15, b==35, 7==7, k=3, A=1, uz dođatni uvjet »rješivosti« (vidjeti 
dalje). Takav blok-dizajn postoji. Općenitije, pokazalo se da ako su ispunjeni uvjeti 
»ejelobrojnosti« (+) za & i r, onda postoje blok-dizajni sa k==3 za sve moguće 
vrijednosti o i A. Taj projekt (tj. dokaz) završen je tek 1961. g., a i danas se još radi 
na pojednostavljenju konstrukcija. 

Od posebnog su interesa simetičet dizajni, tj. blok-dizajni kod kojih je b=v (pa 
stoga X). Za elemente od V kaže se tada da su točke, a blokovi pravci, Na 
svakom pravcu tada leži & točaka, a kroz svake dvije različite točke prolazi točno A 
pravaca. Takav dizajn kraće zovemo simetsičal (0, k, X)-blok-šivaja, Pokazuje se da 
za takve dizajne vrijedi dva ra: ku se u točno A. točaka 
Najvažniji teorem 0 egzistenciji simetričaih 


TEOREM. (ruck-Chowla-Ryser, 19503. # 
(2, &, Meblokedizaja (2. za koji je 1<k<v- iji neka je nik 
prijedi: 


<) podskupova 


dizajna jest 


1 postoji netrivijalni 
(rod dizajna). Tada 
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od 


te 


dg 


se 


casa 


ear 


(a) Ako je v paran, onda je red dizajna n potpun kvadrat. 
(b) Ako je v neparan, onda diofantska jednadžba 2? =nx? +(— 1f'-"72y? ima rješenje 
u cijelim brojevima x,y,z koji nisu istovremeno nula. 


Za A=l, (v,k, 1)-dizajn se zove konačna projektivna ravnina. Ustvari, u tom je 
slučaju n=k-1 njezin red, pa je konačna projektivna ravnina blok-dizajn s 
parametrima vebenč+n+l,r=k=n+liA=1. Odavno se zna (Veblen, 1906) da 
postoje konačne projektivne geometrije čiji je red m potencija prostog broja, a 
konstrukcija se provodi nad poljem reda n slično kao i konstrukcija realne 
projektivne ravnine nad poljem R: točke su klase ekvivalencije trojki (x,y,z), gdje 
su (x,y,z) i (kx, ky, kz) ekvivalentne za k #0, a pravci su dani linearnim homogenim 
jednadžbama. S druge strane, za n==6 Bruck-Chowla-Ryserova jednadžba postaje 
224) =62', a za nju se lako vidi da nema netrivijalnih rješenja. Stoga ne postoji 
projektivna ravnina reda 6. Prvi neodlučiv slučaj jest stoga n= 10. I zaista se'danas 
ne zna postoji li projektivna ravnina reda 10. Štoviše, danas se ne zna postoji li 
projektivna ravnina reda koji nije potencija prostog broja. Konačna afina ravnina je 
blok-dizajn s parametrima v=n7, b=m+n, r=n+1, k=n, A=1 (za neko neN). 
Ona se dobiva iz projektivne ravnine tako da se odstrani jedan njezin pravac i sve 
točke tog pravca. Obratno, ako je dana afina ravnina, uvijek se može dodati 1+ 1 
novih točaka tako da se dobije projektivna ravnina, Stoga su ove dvije klase blok- 
dizajna u 1— 1 korespondenciji, lako se mnogo toga ne zna o blok-dizajnima, ima i 
mnogo »obećavajućih« rezultata. Tako je npr. nedavno dokazano (Mills) da postoji 
blok-dizajn za A=1, k=6, za sve u koji zadovoljavaju nužne uvjete cjelobrojnosti, a 
koji su veći od v=11 151; samo 165 njih još je u pitanju. 

Najjači opći rezultat u tom smistu jest sljedeći: 


TEOREM (R. J. Wilson, 1975). Za zadane k i X postoji vEN takav da za svaki 
v>v postoji blok-dizajn s parametrima (v,b,r, k, 2) čim su ispunjene relacije (+). 

Drugim riječima, za dovoljno relik broj točaka u nužni uvjeti (*) za postojanje 
dizajna ujedno su i dovoljni. 


U eksperimentiranju i traženju dizajna uvelike pomažu brzi kompjuteri. Na 
Kirkmanov problem 15 učenica može se gledati i tako da se blokovi dizajna sa 
v=15,b=35,r=7,k=3,A=1 moraju raspasti u klase (zvane »rezolucije«), tako da 
svaki objekt pripada točno jednom bloku iz svake klase, Takvi blok-dizajni se onda 
zovu rješivi. U rješivom dizajnu ukupan broj objekata mora biti djeljiv s veličinom 
bloka; za k=3, to daje v=3 (mod 6). Prva generalizacija Kirkmanova problema jest 
da sa pitamo koji su to prirodni brojevi v za koje postoji rješiv blok-dizajn s 
parametrima k=3, A=1. Ray-Chaudhuri i Wilson su 1968. g. pokazali da su svi 
brojevi »=3 (mod 6) dobri. 

U Uvođu (Poglavlje 1) spominjali smo latinske kvadrate i skupove ortegonalnih 
latinskih kvadrata. Napomenuli smo da su korisni za konstrukcije blok-dizajna. U 
tu svrhu pogodno je promatrati skupove međusobno ortogonalnih latinskih 
kvadrata. Odrnah se vidi da može biti najviše n— 1 takvih kvadrata nx". Skup od 
n— i međusobno ortogonalnih latinskih kvadrata tipa n x n zove se potpun skup. 


TEOREM. Konačna projektirna ravnina reda u postoji ako i samo ako postoji 
potpun skup međusobno ortagonalnih latinskih kvadrata tipa nxn. 
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Tu je vezu lakše opisati pomoću afine ravnine nego s projektivnom. Ako je dan 
potpun skup latinskih kvadrata, onda su točke pripadne afine ravnine svih u? 
uređenih parova (ij), i,jeN,, Za dani latinski kvadrat Z=([4,;] pravac čine n točaka 
(ij) za koje je aj=k, gdje je kell,2,...,n) čvrst. n pravaca dobivenih za sve 
različite vrijednosti od & je paralelno. Svaki latinski kvadrat daje jednu klasu 
paralela. Skup svih parova (i,j) za čvrsto i također je pravac, a isto tako za čvrsto j. 
Ovih n+n pravaca (i 1% točaka) tvore afinu ravninu. Geometrijska svojstva slijede 
iz ortogonalnosti latinskih kvadrata. Ova konstrukcija se lako obrne. 

Napomenuli smo da postoje parovi ortogonalnih latinskih kvadrata reda n=2 
(mod 4), 1>6. Općenito se može pokazati da za svako k postoji »peN takav da za 
sve n>n, postoji k međusobno ortogonalnih latinskih kvadrata tipa nx n. Gornji 
rezultat kaže da je za k=2, n,=6. Zna se da je za k=3, n,€(6,10,14), Drugim 
riječima, skupovi od tri međusobno ortogonalna latinska kvadrata tipa nxn 
poznati su za sve n>7 osim 10114. 

Proučavaju se i mnoge generalizacije u teoriji dizajna, latinski pravokutnici i 
Roomovi kvadrati. Zatim su tu razne varijacije dijelova definicije blok-dizajna, 
Naprimjer, u parovima uravnoteženi dizajni (s varijabilnim veličinama blokova), 
parcijalno uravnoteženi dizajni (kod kojih je uvjet »konstantan A« modificiran), pa 
ciklički dizajni, dizajni na grafovima itd. Vrlo korisnim pokazala se veza između 
teorije kodiranja i blok-dizajna. 

S druge strane, blok-dizajni su specijalni slučaj vrlo općenitih struktura. Sistem 
incidencije je uređena trojka (X, X. p) gdje su X i Y neprazni (konačni) skupovi, a 
pSX x Y (binarna relacija sa X u Y). p se zove relacija incidencije, elementi od X 
vrhovi, a elementi od Y blokovi sistema inciđencije. Za (x, yjep se kaže da je vrh x 
inciđentan bloku y i piše xpy. Najčešće se svaki blok sistema incidencije identificira sa 
skupom vrhova koji su s njim incidentni. Stoga imamo ekvivalentnu definiciju 
sistema incidencije, kao uređene trojke (X, Y,/) gdje su X, Y neprazni konačni 
skupovi, a f: Y>?(X) preslikavanje. Veza p i f je ova: fO)= (xeX|xpy), 
xpy<>xef(y). Dva sistema incidenvije (X, Y,/) i (X", Y',f0) su izomorfna ako postoje 
bijekcije p:X X" i g: Y-+ 1" tako da je P(g)ef=f00, gdje je P (g): P(X)-P (X) 
inducirano sa 0, tj. 2(0)(A)=0(4), za AGX. Blok-dizajn je sistem incidencije koji 
ima » vrhova i b blokova (uz prije navedene uvjete). Praktički svi kombinatorni 
objekti koje smo promatrali mogu se smatrati sistemom incidencije. 

Budući da f: Y+& (X) definira familiju podskupova od X indeksiranu skupom 
Y, to sistem incidencije možemo shvatiti kao (X,E), gdje je E neka familija 
podskupova od X. Tako shvaćen sistem incidencije zove se onda skupovni sistem ili 
hipergraf. Elementi od X hipergrafa (X,E) se zovu vrhovi, a članovi familije E 
hiperbridovi. Ako se E sastoji od dvoelementarnih podskupova, dobivamo graf. Ako 
se još uz to svaki član familije E pojavljuje samo jednom u £ dobijamo jednostavan 
graf. Dakle, hiperbrid »povezuje«, općenito, više od dva vrha,dok brid u grafu 
povezuje samo dva vrha. 

Iako se hipergraf H ne može lijepo interpretirati crtežom kao graf, ipak mu 
možemo pridružiti bipartitni graf G ovako: G ima dvije vrste vrhova. Jedna vrsta su 
vrhovi od H, a druga hiperbridovi od H. Bridovi od G spajaju samo vrhove 
različitih vrsti, i to: vrh prve vrste spojen je bridom u G s vrhom druge vrste ako i 
samo ako je odgovarajući vrh hipergrafa element odgovarajućeg hiperbrida, Tako 
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se teorija hipergrafova može formalno svesti na teoriju (bipartitnih) grafova, ali ova 
redukcija nije jako pogodna jer se njome često gubi kombinatorna pozadina 
problema, 

Mnogi pojmovi iz teorije grafova mogu se prenijeti na hipergrafova, apr. 
i , minimalni pokrivač, kromatski broj itd. Isto tako se onda i mnogi 
rezultati mogu interpretirati kao rezultati o hipergrafovima, Naprimjer, Ramseyeva 
čeorija kod koje se traže manokromatski podskupovi specijalan je slučaj igorije 
kromatskih brojeva hipergrafova. 

O blok-dizajnimi | konačnim geometrijama postoji opsežna literatura, a meko 
od knjiga su [16], [27], [313 [37], [43], [54], [102], [108], [11], 1197, f1897, 
12001, [203], [2191, [227]. O hipergrafovima vidi nps. [24], [146]. 

Kad se na skupu X promatra istovremeno nekoliko binargih relacija, koje 
jovoljavaju neke prirodne uvjete presijecanja, govori se o shemi relacija ili 
ocijativnoj shemi, Njihovo algebarsko proučavanje posredstvora njihovih matrica 
iscidencije dovodi u vezu kombinatoriku s teorijom grupa i drugim algebarskim 
strukturama. Tako se mogu proučavati i kombinatorne strukture u grupama koje 
već implicite u njima postoje. Time se otprilike bavi algehaxska kombinatodika (v, 


113). 


8 5, Wiatroidi 


T mairoida li »kotbinsiome gsometrije« postaje sve važnija u 
korabinatorici, računarskim znanostima i primjenama. Prvi poticaj toj teoriji dao je 
Ho Whitney 1935. g, a nazivom matroid sugerirao generalizaciju pojma matrice. 
ideja je da mnoga svojstva linearne zavisnosti u vekiorskim prostorima ne ovise o 
definiciji zavisnosti, nego samo o nekim aksiomima tzv, »apstraktnim svojstvima 
linearne zavisnosti«, Stoga se katkad ta teorija zove »bezkoordinatna linearna 
algebra«. Kasnije s# uvidjelo d i i vrijede za relaciju zavimosti i u drugim 
područjana, kao što je tsorij Š ž 


Mairold M na konačnom skupu S je uređeni par (5,8), gdje je 8 familija 
podskupova od 5 za koju vrijedi 


(BI) Jednakobrojnost. Za svaka dva elementa 8, B'eB je iBl=|8" 
(32) Aksiom zamjene. Za svako 8, B'a8 i svako xeB, postoji 
yeB' tako da je (B\(xHU(y)e8. 


Blementi od £ zovu se baze matroida IM, a podskupovi baza nezavisni skupovi od 
MA Rang matroiđa M je broj elemenata » (Il) bilo koje baze. 

Tipični primjer matroida je konačni skup S vektora u vektorskom prostoru, a 
baze čine maksimahni liacarno nezavisni skupovi vektora iz $. 


Prlaijev, Pramotrimo matricu 


Pi odi 
dio Li 
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štupol od A, ža podskup 165, peku je A, podimutrica od A ko 
i. Femtiiju 8, = [612,31 (1,24), (1,3,63, (1.3.3). 1,451, 
24,57. 43,4, 51) čine buze matrolda My, sm skupu Ni 

Mairoid MA, kao u gomjem primjeru, zove se matrold stapaen matrica A. 
Stupci od A; čine bazu prostora stupaca od A, Slično se, naravno, može provesti za 
retke matrice A, 

Meka je S a-člani skup, a za ka, #,(5) svi k.člani podskupovi od S, Kada je 
očito (S, &,(S)) matroid koji se označava sa Ugo ši U,,, 5 zove kounštormui. Ze 
k=n U ove slobodni matroid na S, 

Dva matroida M=(8,8) i M ==(5,28") su izomorfan u oznaci Mai ako 
postoji bijekcija f:5-> S" takva da je /(B)e0"< Bes. 

Neka je M==(8,8) matroid, a s, <s,<.,.<s, linearni uređaj na skupu S, Tada 
36 (mx jmatrica A s elementima iz polj ve mairična reprezentacija 
da Mi s obelrom na uređaj s, <s. ..<S,; ako je preslikavanje f;S-—>MN 


m 


.i=1,2,....1, izomorfizam matroida BA i matroida stupaca M, matrice A. 
AKO postoji takva matrica A nad poljem F, onda kažemo da je Mi reprezentabilan, 
Ako je M ranga &, obično se uređaj odabere tako da (s, 52...) bude baza od 
M. r “i 


: na Ih ori . 
Tako npr, matroid i , gdje 
O doox 
svakim poljem osim nad pol 
pćenito je u šeprezentabi 


genul polinom u varijabilama 2, tj. ne.nul slement u polju 
Q(z,) pa je svakih X stupaca matrice Z linearno nezavisno; stoga je matroid 
stupaca matrice Z izomorfan matroidu U, Dakle, svaki unimorfni matroid je 
reprezentabilan nad nekim poljem. Postoje matroidi koji nisu reprezentabilni. 

Katkad je pogodnije aksiomatski zadali mairoid s nezavisnim skupovima, 
katkad s rangom, ka opera: varanja, kaikad s izv, 
hiperravainama a katkad s izv, ciklusima. Svi ti načini zadavanja matroida su 
skvivalenini. Ta je tvrdnja sadržaj sljedećeg teorema. 


TEOREM. Neka je S konačan skup. Tada ja u svakom od narednih slučajeva na 
S definiran mairold, ako je još zadano: 


(a) Nezavisni skupovi. Pamilija $ podskupova od S za koju vrijedi 
(ND) es, 

(N2) Yef,XaYekeč, 

(M3) X, Fes, \Kl<|Fl=dyeY\X, tako da je KUlyjes. 


2 


(b) Aksivmi ranga. Funkcija r: P(S)->N, za koju vrijedi 
(RI) O<riK)< [X], VXE2P (8), 
(R2) XEF=r(K)qrlY), "X, 
(R3) riKU FJarRNPariKJ ar (PD), VA, Fe? (9) (semimodularnost) 


* (5) (monozonost) 
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da 


čina 


(e) Operacija zatvaranja, Preslikavanje cl: P (S) >? (S) za koje vrijedi (cl dolazi od 
engl. closure) 


(CLN X qet(K), YXe2 (5), 

(CL2) Xq& Y=el(Xjsel(YN 

(CL3) cl(eH(XN=c!(X), VKe? (S), 

(CL4] x, veS, Xe9 (5), yEcl(X), pec (XU(x))=xeel(XU(y)). 


(dj Hiperravnine. Familija 92 pravih podskupova od S za koju vrijedi 
(HI) HH, HEHEH, 
(H2) H,Hešf, HEH, x€H ,UH,=aH jes, H,y2(H,NANU(x). 


(e) Ciklusi. Familija € podskupova od S za koju vrijedi 


(CN Ci. Cqe6, O EC;C EC, 
(C2) Ćy, Cpe€, €, £C,, ZEC, NC, =aCje€, C,s(C,UC)\(2). 


(Dakako, tamo gdje u ovim aksiomima nema znaka V, trebalo bi ga pisati na 
početku; nadamo se da ovo izostavljanje neće zbuniti čitatelja. 1 


Skup X € S za koji je clX =X zove se zatvoren skup (ili ploska, engi. flat), a ako 
je ciX=5S, razapinjući skup. Objasnimo ukratko veze među svim navedenim 
pojmovima. U slučaju (a), bazu čine nezavisni skupovi s najviše elemenata. U 
stučaju (b) dokaže se da funkcija ranga ima svojstva 


(RI) r(D)=0, 
(R2) »(K)griXUulyhjgr(X)+1, vXeP (S), Ves, 
(R3) r(KU(y)=r(KUzp=rg)=riKUlyJju(z))=r(X) 


i da su ta svojstva (zajedno) ekvivalentna sa (R1), (R2) i (R3). Skup B je baza ako je 
on minimalan skup za koji je r(BU(x))=r(B), VxeS. Za reprezentabilne matroide 
rang r (X) je rang podmatrice čiji stupci odgovaraju skupu X. Ako imamo zatvorene 
skupove, onda je skup X SS nezavisan ako x$cl(X \(x)), VxeX. Ako je matroid 
zadan pomoću ranga, onda clX = iyeSir (KUly)]]=r(X)). Ako je matroid zadan s 
operacijom zatvaranja, onda je hiperravnina definirana kao zatvoreni skup H # S za 
koji je cl(HU(x])=S, Vx€H. Obratno, ako imamo hiperravnine, zatvoreni skupovi 
su S, sve hiperravnine i svi mogući presjeci hiperravnina. Ako je M =(5,#) matroid 
ranga k, onda je hiperravnina zatvoren skup H g S ranga k—1. Napokon, ako je 
matroid zadan s ciklusima, onda je skup nezavisan ako ne sadrži nijedan ciklus. 
Obratno, ako je matroid zadan s nezavisnim skupovima, onda su ciklusi svi oni 
skupovi C koji nisu nezavisni, ali postaju nezavisni nakon uklanjanja bilo kojeg 
elementa, tj. ciklusi su »minimalni zavisni skupovi«, Ako je M reprezentabilan, 
MaMy iako je C=(x,,X....,x,) ciklus tako da x, odgovara istom stupcu 
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matrice A, onda (nakon pogodno odabrane baze) se A može zapisati (za neke 
0,,...,4,#0) u obliku: 


Xr OKE kia 
0 0 a * 
o 1 0 a * 
A= 
0 boa, * 
o 


Osnovne konstrukcije novih matroida iz »starih« su sljedeće. Dualni matroid 
M* matroida M =(5,#8) je matroid M*=(S,8*), gdje je 8* =(S\B|Be#). Ako 
je M reprezentabilan, onda je to i M*. Direktna suma M,&M, matroida 
M,=(5,,28;), i=1,2, je matroid M =(5,U5,, 8,U2,). Unija matroida M,=(S, 5), 
i=1,2 zadanih s nezavisnim skupovima je matroid M=(5,.7), gdje je 
Sd UJ JES, J,652). Restrikcija matroida M =(5,5) na podskup T&S je 
matroid MIT 71, gdje je Xesl,<Xes. Kontrakcija matroida M=(5,5) 
obzirom na podskup TES je matroid M!,=(S\T, $ |), gdje za X E&S\T vrijedi; 
Xej lr XUCE.S, vCes, CST. 


Baze, ciklusi i rang dualnog matroida M* zovu se redom kobaze, kociklusi i 
korang od M. Č* je kociklus od M (nad 5) ako i samo ako je C*==SN\H, gdje je H 
hiperravnina od M. Stoga su ciklusi i hiperravnine dualni pojmovi. Isto tako su i 
restrikcija i kontrakcija dualne operacije na matroidima jer vrijedi MI; =(M*/,)* i 
Mj, =(M*|,)*. Još jedna važna konstrukcija bazira se na ovom teoremu, 


TEOREM (J. Edmonds). Neka je f:P(S)>N, funkcija za koju je f(D)=0 
i koja je monotona i semimođdularna (tj. vrijede (R2) i (R3) iz navedenog teo- 
rema). Neka je familija S E€9(5) definirana sa XeS :e|A\<f(A), VASX. Tada 
je $ familija nezavisnih skupova nekog matroida na 5. Rang skupa X je 
r(K)=min ((4)+ |K NA]). : 
dsX 


Neka je G=(V(G), E(G). g) povezan graf. Tada mu je pridružen tzv. ciklički 
matroid M; =(5(G), 2), gdje je tipičan član od 8 (tj. baza od M4) skup bridova 
nekog razapinjućeg stabla od G (usp. IX 2. zad, 23). Ako je graf G nepovezan, onda 
je Me direktna suma matroida pridruženih svakoj komponenti povezanosti od G. 
Grafički matroid je onaj koji je izomorfan nekom ML. Nezavisni skupovi od M; 
jesu bridovi podšume od G, rang od M, je broj bridova bilo koje razapinjuće šume 
od G, ciklusi od Mg su upravo skupovi bridova ciklusa grafa G, zatvarač skupa 
bridova E“ grafa G je skup E' zajedno sa svim bridovima od G čija su oba kraja u 
istoj komponenti od G [£'], a zatvoreni skup u M, je skup £“ sa svojstvom da je 
svaki brid od G s oba kraja u istoj komponenti od GTE“], sadržan u £'. Rang 
podskupa E'SE(G) je r(E)=|V(G)|-o(G[Z']). Ako je M(=M4) grafički 
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matroid, onda se M“ (2; Mi) zove kografički matroid. Njihove su baze koraplementi 
.razapinjućit. stabala (ako je G povezan), ij. kostakla (v. 1X, 2). U, < je najinanji 
šegrafički matroid. 

Ohrafički matroidi su reprezentabilni nad svakim poljem. 

Ta činjenica omogučava razne veze između teorije grafova i linearne algebre, € 
druge strane, mnogi rezultati iz teorije grafova mogu se interpretirati u terminima 
inatroida. Tako npr. restrikcija i kontrakcija matroida odgovaraju izbacivanju 
bridova (ij, € 4%) odnosno kontrakcijama bridova u grafu, 

Neka ja pe.X x Y relacija incidencije. Za ASK, označimo p(A):= ijeYlixsA, 
(x. ylep). Ovo preslikavanje pi: P (X) >? (Y) ima svojstva p(D)=0, 
AgBeXepldjepiB) i p(AUBij=p(A)JUp(BL PLANBJEP(ANP(B), VA,BEX. 
Odatle proizlazi da funkcija 19 (X)>M,, f(A):=|p(A)| zadovoljava uvjete 
Edmondsovog teorema, pa stoga indugira matroid koji se označavu sa (X, fp). 
Skup TeX je nezavisan u tom matroidu ako i samo ako je 


iSlslp(s)i. vssT. 6) 


Ako na relaciju p gledamo kao na sistem incidencije (v. $ 4), pri ćemu su elementi 
od .X točke, elementi od Y blokovi, a relacija p kaže da li je neka točka u nekom 
bloku ili nije, onda se vidi đa je (+) zapravo uvjet iz Hallovog teorema (VII, 
Teoremi 32,33). Sloga nezavisni skupovi matrioda T(X, Xp) odgovaraju 
roijalnim) transverzalama. o sa svald matriod izomorfan s nekim F(X, 5, 9) 
iransverzaini mateoid, U terminima teorije matrioda mogu sa time dobiti 
značajne generalizacije Hallovog teorema koje vode na teoriju transverzalnosti, 

Spomenimo na kraju vezu matrioda i tearije rešetaka, Podsjetimo da je rešetka 
pu. skup u kojem svaki par elemenata ima jedinstvenu najmanju gornju među 
(supremumj i najveću donju među (infinum). Takve su npr, rešetka particija skupa 
ili rešetka vektorskih potprostora (v. VI, 5). Svakom matriodu je pridružena 
rešetka ploski matioda s inkluzijom kao uređajem. Takva klasa rešetki, izv. 
geometrijske rešetke imaju lijepa geometrijska svojsiva. I obratno, svaka geo- 
imelrijska rešetka definira matroid koji se zove jednostavni matrold (ili kombinatoraa 
žeometrija). Time se dobiva veza između projektivne geometrije, teorije rešetaka, 
ieorije grafova i teorije p.u. skupova. 

Sa stajališta kombinatorike također su zanimljivi matroidni algoritmi i veza sa 
strukturama podataka, kao i složenost matroidnih algoritama. O matroidima 
također postoji, opsežna literatura, a neke od kajiga su: [31, [29], [391, [60], [91], 
[924 FT), 1371, [160], [173], 1871, [1991, [227], [230], [233]. 


46. Završne bilješke 


Kažimo na kraju da sa kombinatorika strukturalno može podijeliti na nekoliko 
(nedisjunktnihj područja ovako: 


1. Klasični kombinataral problemi 


Ovamo pripada uglavnoni enumerativna kombiastorika, koja se staluo oboga- 
ćuje novim metodama i primjenjuje na nova i nova područja. 
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2, Kosfiguracije 

U ovo područje mogu se uvrstiti blok-dizajni i konačne gčometrije, teorija 
grafova i hipergrafova, grupe permutacija, teorija kodiranja, Ramgseysva teorija 
i drugo. 


3. Uređaj 


vova području pripadaju konačni paroijalao uređeni skupovi, teorija rešetaka, 
ieorija matroida, teorija transverzala itd. 


4. Alpoditrai 


U ovo područje mogu se uvrstiti kombinatoraa optimizacija, složenost i 
analiza algoritama, NP-potpunost, greedoidi itd, 

Dosada smo se susreli s većinom navedenih potpodručja. Za preostale 
navodimo odgovarajuću literaturu. O teoriji kodiranja vidjeti [10], [141], [151], o 
teoriji rešetaka [55], [91], o analizi algoritama [94], [1224], [232], a o NP. 
poipunosti i uopće o suvremenim problemima »teorijskog« računarsiva te oko 
kombinatornih i drugih algoritama vidjeti [2], [26], [36], [42], [49], [70], [77], 
[81], 1837, [85], [97], [109], [110], [1221, [1231], [126], [127], (137], [147], [166], 
ČIST), 1173), (177), D188], 12161, [232], [234]. 

O vezi i primjenama kombinatorike u drugim znanostima uvrstili smo u popis 
literature sljedeće: iz elektrotehnike i računarstva [48], [56], [57], [39], [65], [107], 
[1581, [208], [2137, iz kemije i fizike [561, [57], [58], [99], 041, [135], (1801, 
1220], iz biologije [140], [159], antropologije [180], i iz općih primjena (uključujući 
računarstvo) [17], [20], [22], (231, [40], [41], [45], [46], (561, [71], [81], [80], 
(1213, L1697, [172]. (1761, [184], [195]. [22], [22], (2291. 

Kombinatorna rasuđivanja tradicionalno suo oprisulna u ogolovo svim 
matematičkim disciplinama. No pokazalo se da i mnoge grane nčiste« 
m tike ulječu na samu kombinatoriku. mo s li na pojedinim 
rajestima u ovoj knjizi (npr. IX, 5. zad. 36), a ovdje ćemo navesti literaturu. O 
vezama kombinatorike s algebrom i teorijom brojeva a napose o algebarskoj 
kombinatorici | algebarskoj teoriji grafova vidjeti [13], [28], [311, [521, [55], [57], 
I6tI, [917 1147, [136], [145], [157], [174], Dro7i Č1983, [210], (2151. O vezama 
kombinatorike s geometrijom i topologijom a napose o topološkoj teoriji grafova 
vidjeti [4], [14], [21]. [33], [62]. [67], [84], [96]. (97), (983, [116], [119], [138], 
[147], [167], [192], [2013, [217]. [231]. : 

Da ne nabrajamo o daljnjoj prisutnosti kombinatorike, citirajmo ns kraju 
misao što ju je izrekao poznati francuski matematičar i matematički erudit jean 
Dieudonnć: »l have ihe feeling that we don't understand at al! the extraordinary 
imterplay of combinatorics and what | would call “conceptual" mathematics« 
(imam osjećaj da uopće umijemo izvanrednu međuzavisnost kombinatorike i 
onoga što bih nazvao »konceptualnom« matematikom.) (Astćrisque 87-— 88 (1981). 
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geometrijska sredina 31 
geometrijski red 39 
gornja međa 24 

graf 5, 235, 245 

grafički matroid 394 


grafički niz brojeva 256 

gral n-permutacija 259 

graf poliedra 319, 325 

graf prestikavanja 24 

graf stabala 285 
Greenwood-Gleasonova nejednakost 66 
Grdizehav graf 304 

grupa automorfizama grafa 251 

gust skup 56 


Hudwigerova slutnja 309 
Hujosova slutnja 308 
Hailov teorem 330 

Hullov teorem o sistemu različitih predstavnika 
332 

Hamiltanov ciklus 288 
Hamiltonov graf 288 
Hamiltonov put 288 
Hammingova ograda 90 
Hammingova udaljenost 90 
Hammondov operator 382 
Hararyev teorem 302 
harmonijska sredina 32 
harmonijski braj 206 
Hasseov dijagram 368 
Haupivermutung 324 
Heawoodoy teorem 324 
Hellyev teorem 72 
Heronov algoritam 206 
Herschetov graf 289 
hiperbrid 390 

hipergraf 390 

hiperravnina matroida 393 
komeomorfni grafovi 320 
homogena (potpuna) simetrična funkcija 380 
homogeni polinom 37, 98 


identiteta (identičko preslikavanje) 24 
implikacija 17 

inciđentni vrhovi grafa 246 
inciđentnost strane 317 
inducirani podgraf 253 

infimum 23 

inkluzija 24 

instupanj (ulazni stupanj) 353 
interval p.u. skupa 24 

inventar skupa 239 

inventar skupa preslikavanja 230 
inverzija parmutacije 104 

inverz izjave 46 

inverzna slika 25 

inverzna šetnja 259 

inverzno preslikavanje (inverz) 26 
invotuclja 243 

injekcija 26 

istinita izjava 17 
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izjava 17 

izjavna funkcija 18 

izlaz 41, 44 

izmijenjeni protok obzirom na put 362 
izomorfizam grafova 247 

izomorfizam matroida 392 
izomorfizam p.u. skupova 153 
izomorfizam sistema incidencije 390 
izračunljiv niz 44 

izvor transporine mreže 360 


jednakost preslikavanju 24 
jednakost skupova 20 
jednosmjerni promet ulicama 358 
jednostavan graf 247 . 
jednostavni matroid 395 

jezgra preslikavanja 27, 150 
Jordanova krivulja 315 


kanonski rastav broja 138 

kapacitel luka transportne mreže 360 
kapacitet reza transportne mreže 361 
Kaplanskyev teorem 101 
karakteristična funkcija 25 
karakteristična jednadžba rekurzije 182 
karakteristični korijeni rekurzije 182 
karakteristični polinom grafa 261 
kardinaini broj skupa 26 

karika 278 

Kekulčova struktura 329 

Kirkmanov problem 15 učenica 387 
Klasa ekvivalencije 22 

Kleinova boca 326 

klika grala 305, 349 
Knuth-Schenstedova korespondencija 379 
Kobuza matroida 394 

kociklus matroida 394 

kodirana riječ 90 

kodiranje s ispravljanjem grešaka 90 
kodomena 24 

koeficijent formalnog reda 37 
koeficijent polinoma 35 

kografički matroid 395 

kombinacija bez ponavljanja 85 
kombinacija multiskupa 95, 139 
kombinacija skupa 85 

kombinacija s ponavljanjem 95, 211 
kombinacija s ponavljanjem zadanog tipa 221 
kombinatorna eksplozija 89 
komšbinatorna ekvivalencija grafova 320 
kombinatorna geometrija 395 
kombinatorni dizajn 10, 388 
kombinatorni dual grafa 323 
komplementarni graf 250 

komplement podgrafa 276 
komplement skupa 20 
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komponenta povezanosti grafa 260 
kompozicija preslikavanja 25 
korapozicija vektora 170 

konačan graf 246 

konačan skup 26 

konačnu afina ravnina 389 
konačnu projektivna ravnina 389 
kongruencija modulo n 22 
K&nig-Egervaryev Ieorem 335 
k&nigsberški mostovi 6, 287 
kontrakcija brida 277 

kontrakcija matroida 394 
kontrapozicija izjave 46 
konveksan skup 67 

konveksna ljuska 68 

konveksni a-terokut 68 

konveksni poliedar 157 
konvolucija 152 

konjugirana particija 168, 239 
konjunkcija 17 

korak indukcije 30 

korang matroida 394 

korijensko stablo 273, 274 
korijen digrafa 372 

korijen stabla 273 

kostablo 276, 395 

kotač 285 

kraj brida grafa 245 

krajnji vrh luka 353 

kraj šetnje 259 

kratnosi elementa 28 

kratnost nultočke polinoma 36 
kritični graf (u-kritični graf) 303, 304 
kromatski broj grafa 304 
kromatski polinom grafa 310 
Kroneckerova delta funkcija 152 
Kruskalov algoritam 282 , 

kubni graf (k-kubni graf) 247, 250 
Kuhn-Munkresov algoritam 343 
Kuratowski-Pontrjaginov teorem 320 
kvadratna sredina 32 
kvantilikator ograničenog djelovanja 19 
kvocijentni skup 23 

kvocijentno preslikavanje 25 


Lagrangeova formula inverzije 243 
Lagrangeov identitet 49 
lanac u pu. skupu £10, 368 
Laplaceova iransformacija 220 
latinski kvadrat 10, 166, 333, 389 
latinski pravokutnik 166, 333. 
lažna izjava 17 
Leibnizova formula 132 
leksikografski uređaj 84, 103 
linearne homogene rekurzivne relacije s konstant+ 
nim koeficijentima 181, 185 


linearni gral (puij 281 
linearni urodaj 23 
linija (0, Hamatrica 349 
linijski graf 28 
listovi korijenskag stabla 273 
iokalno konačan pu. skup 152 
Loviszov teorem 314 
lučna povezanost digrašu 
luk usmjerenog grafa 352 


313 


ijestva 285 


MacLancov teorem 323 
MacLaurinov red 38 
MacLaurinov transformat 220 
MacMahonov teorem 139 
mađarska metoda 339 
magična suma 8 

magični kvadrat 8, 49 
majorizirani niz 292 
smaksimalan nezavisan stup 348 
maksimalni antilsnac 110, 369 
maksimalni lanac 110 

maksimalni protok transporine nr: 
maksimalno sparivanja 329 
maksimum 2d 

M-alternirajuće stablo s korijenom 139 
M-alkternirajući put 330 

matrica inciđencije digrala 373 

matrica incidencija grala 251 

matrica relacija 50 

matrica susjedstva digrafa 353 

inatrica susjedstva grafa 231 
matričaa funkcija izvodnica za broj Setuji grafa 261 
matrična reprezentacija matroidu 392 

matrični teorem o stablima 279 

matroid 391 

matroid stupaca matric 
“maxeflov smin-cui“" tao1 
Mengerov teoremi 300, 370, 371 
“marga sort" 206 

rastada iteracije 206 
metoda suprotnog 18 
minimalna particiju avikliši 
rainirmalni 9-1o% transpostne mre; 
tuinimalni pokrivač grafa 334, 348 
minimum 23 

injehuričasto sortiranje 202 
ibiusova fonmala irtwer; 
Mobiusova formula inver 
MBbiusova funkcija pu. skupu i5; 
Mčbiusova funkcija u teoriji brojeva 154 
Moblusova traka 326 

nusment (£-ti monieni) 238 

monom 37 


produki 159 
33 


wonomijalna simetrična funkcija 379 
monotono preslikavanje 103 

mreža (transportna) 360 
Muirheadova nnjednakost 169 
multigraf 247 

raultinomni kosficijent 122 
muštinomni izorem 123 

multiplicitet slesaenta 28 
muttiplicitet grafa 306 

multiskup 28 


nudgral 252 

nadskup 20 

najmanja goroja međa (supremam) 

najmanji cijeli broj 24 

najmanji etemeni (miniraum) 23, 152 

najvaća donja međa (infimum) 23 

najveći cijeli broj 24 

najveći slament (matainnusa) 24, 152 

nalkrivanje elemenata p.u, skupa 368 

natkrivanje particija broja 169 

negacija 18 

neparna Komponenta grala 336 

napa permutacija 104, 244 

maplanaran graf 315 

nepouzdanost transporine mreže (i, pbnepouzda- 
nost) 373 

nepovezan graf 260 

neprekidni razlomci 176 

nesuglesne permutacija 166 

netrivijalan graf 247 

neusporedivi vrhovi acikličkog digrala 369 

Newtonova fonnula 160 

Newtonova metoda iteracije 206 

Nowionove nejednakosti 167 

nezasićen put (f-nezasišen put) 362 

nezavisan skup smatroida 394, 392 

nezavisan skup vrhova grafa 304 

nezavisna varijabla 24 

nezavisnost grafa 348 

niz 34 

niz inverzija permutacije 104 

niz stupnjeva grafa 256 

normirani polinom 36 

nul-polinom 36 

nuečka polinoma 36 

nužan i dovoljan uvjet 19 

nužan uvjet 19 


oblik particije broja 377, 518 
obojivost grafa (k-obojivostj 
obostrano jednoznačno pe 
obrat izjave 17, 46 
Obrazac (G-obrazac) 230 
obrsuti luk puta 362 


kaj 


obrnuto označavanje 364 
očekivanje 238 

očicu irinagulacije 258 
odozdo omeđen skup 23 
odozgo omeđen skup 24 
ograničenje kapacitetom 360 
omeđen skup 24 

omjer zlatnag reza 176 
opće rješenje linearna komogene rekurzije 182, 187 
opći binomni kosficijeni 120 

opći član niza 34 

opći položaj hiperravnina 173 

opći položaj pravaca 172 

opći položaj ravnina 173 

opći položaj skupa točaka 73, 88 

operacija zatvaranja matroida 393 

operator diferencije 205 

operator posaaka 205 

optimalna tura 293 

optimalni ciklus 295 

optimalno sparivanje 342 

optirsaino stablo 281 

orbita djefovanja grupe (G-orbito) 229, 385 
Ore-Bandyev teorem 292 

original skupa 25 

origisui točke (vlakno) 25 

orijentabitna ploha roda g 325 

orijentacija grafa 353 

ortogonuini latinski kvadrati 10, 383 

osnovni teorem algebre 36 
osnovni teorem ariumetike 75 
osnovni leorera o racionalnim (un 


jaraa izvodni. 


žezni stupanj) 353 


padajući faktorijet 77 
parcijalno uređen skup (p.u, skupj 23, 152 
pama komponsnta grafa 338 

parna permutacija 104, 244 

parni ciklus grafa 264 

particija acikličkog digrafa 369 

particija boja 383 

particija broja 168, 212, 239, 240, 376 
parti zmještaja 383 


pasti Ž1, 196, 225 
varticija skupa inducirana preslikavanjer 27, 150 
partikularno rješenje nehomogene rekurzije 188 


partitan graf (k-parlitan graf) 259 
partitivni skup 28 
Pascalova formula 107 
Pasealov trokut 198 
permanenta matrice 168 
permutacija multiskupa 91 
pormatacija skupa 77 

cijski izomorine grupa 234 
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pormutaciona matrica 346 
isGilov teorema 335 
Petersonov graf 290 
petlja grafa 246 
planiran graf 244, 315 
Platonova tije! 
ploska matr: 
početik šetnje 259 
početni uvjet rekurzije 171 


poddigraš 353 

podgraf 252 

padgraf jednakosti 342 

«podijeli pa ovladaj“ 206 

područje definicije preslikavanja 24 

područje vrijednosti preslikavanja 24 

podskup 20 

pohlepni algoritam 283 

Poincarćov teorera o povratku 72 

Poissonova slučajna varijabla 238 

pokrivač graf 334 

pokrivač skupa 165 

pokrivanje grafa 348 

polinom 35 

polinomski algoritam 46 

polinom sparivanja grafa 387 

Polya-Redfiidov teorem 232 

Polyia teorem 231 

ponavljanje elementa 26 

ponderirana sredina (aritmetička, geometrijska, 
harmonijska) 49 

ponor transportne uireže 360 

popločtvanje šatiovske ploče 3 

potpun bipartitni graf 247 

potpun graf 61, 247 

poipun ž-partitan graf 2: 

potpun skup ortogonalnih latinskih kvadsita 384 

pouzdana komunikacijska sareža 301 

povezan graf 247 

povezanost digrafa 353 

povezanost grafa (k-povozanost grafu) 260, 298 

povezanost transportne mreža ((i, p)-povezanost) 
375 

pravci simetričnog dizajna 388 

pravilna bojanje vrhova grafu 305 

pravila generalizucije 19 

pravilo oikidanja (modus ponsas) 19 

pravilo računanja 44 

pravi podgraf 252 

pravi podskup 20 

prazan graf 241 

prazan skup 19 

prebrojavanje grafova 235 

predikat 18 

predznak pesmutacije 104 

presježni broj grala 329 


ća 


at 


02) 


Gi» 


šema 


presjek skupova 20 

preslikavanje 24 

primitivna matilca 357 

Primov algoritam 286 

princip definicije indukcijom 34 

princip jednakosti 74 

princip matematičke indukcije 29 

princip matematičke indukcije za konačne sku- 
pove 33 

princip produkta 74 

princip produkta za funkcije izvodnice 208 

princip sume 74 

princip zrcaljenja 106, 195, 263 

pripadni digraf mreže 360 

pripadni graf digrafa 353 

prirodna projekcija 25 

problem četiri boje J1 

problem dimera 4, 334 

»prohlčme des mšnages« 145 

problem glasanja 195 

problem kineskog poštara 293 

problem najkraćeg puta 266 

problem 36 oficira 9 

problem optimalnog zapošljavanja 342 

problem razmještaja 383 

problem rekonstrukcije 254 

problem Simona Newcomba 170 

problem skladištenja 311 

problem skladnih brakova 347 

probiem spajanja 281 

problem trgovačkog putnika 295 

problem triangulacije n-terokuta 190 

problem zagrada 193 

problem zapošljavanja 329, 338 

»problem zečeva« 175 

proces označavanja 267 

produkt 34 

produki jednostavnih grafova 312 

profinjenje (usitnjenje) particije 158 

program 44 

programski jezici 43 

projekcija 25 

prosječna složenost algoritma 45 

proširenje preslikavanja 25 

protok transportne mreže 360 

Priiferov kod 285 

pu. skup (parcijalno uređen skup) 23 

put u grafu 260 


q-binomni koeficijent 161 
qrbinomni teorem 168 
q-Vandermondeova konvolucija 168 


računarski postupak 44 
račun izjava 17 


računska stanju 44 

Ramseyeva leorija grafova 351 
Ramseyev broj 61, 64, 65 

Ramseyev leorem 65, 70 

rangiranje igrača turnira 356 

rang matroida 391 

vraspored ispita« 311 

rastav permutacije u cikluse 227 
»rast stabla« 267 

rastući put transportne mreže (f-rastući put) 362 
ravninska parlicija broja 377 
ravninska triangulacija 327 
ravninski graf 315 

ravninsko smještenje 315 
razapinjuća stabljika 372 
razapinjuće stablo 276 

razapinjući podgraf 252 

razapinjući skup matroida 393 
razlika (diferencija) skupova 20 

red dizajna 388 

red veličine funkcije 45 

refleksivna binarna relacija 22 
regularan graf 255 

rekurzija binomnog tipa 197 
rekurzivna formula (relacija) 34, 171 
rekurzivna relacija (rekurzija) 6, 171 
relaciju ekvivalencije 22 

relacija incidencije 390, 395 

relacija parcijalnog uređaja 23 
relacija uređaja 23 

reprezentabiini matroid 392 
restrikcija matroida 394 

restrikcija (suženje) preslikavanja 25 
rešetka 170, 395 

rešetka particija 158 

rešetka ploski matroida 395 
rešetka p.u. skupa 170 

retrakcija 259 

Reuleauxov trokut 135 

rezni brid grafa 275 

rezni vrh grafa 277 

rez transportne mreže (Ći, p)-rez) 361 
Ricmannova zeta funkcija 224 
Ringel-Youngsov teorem 325 

rješiv blok dizajn 389 

Robbinsov teorem 359 

rod grafa 328 

rub strane rayninskog grafa 317 
Ryserova formula 168 


samodualan planarni graf 326 
samokomplementarni graf 250 
samokonjugirana particija broja 239 
»san brucoša« 125 

savršeno pokrivanje dominima 333 
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suvršeno sparivanje grala 329 
Schlaflijev teorem 174 

Schurova funkcija (S-funkcija) 380 
Schurov teorem 67 

segment p.u. skupa 24, 152 
semantička jednakost 18 
sepatabilan graf 323 

separiranje reza 361 

separiranje strana britom 317 
serija petmutacije 170 
Shannonov teorem 307 

shema relacija 391 

simetrična binarna relacija 22 
simetrična diferencija skupova 20 
simetrična funkcija 159 
simetrična grupa 79 

simetrični (v, &, Aj-dizajn 388 
simpleks 157, 251 

simplicijalan poliedar 158 
simplicijalna subdivizija (triangulacija) 257 
simplicijalni kompleks 251, 324 
sistem incidencije 390 

sistem različitih predstavnika 332 
skup 19 

skup od n elemenata (n-člani skup) 27 
skup ostataka modulo n 23 
skupovni sistem 390 

skup susjeda vrhova grafa 330 
slika skupa 25 

slobodni inatroid 392 

složena izjava 17 


teorija algoritama 44 

teorija rešetaka 395 

teorija transverzainosti 395 

tetiva podgrafa 321 

težina brida grafa 266 

težina orbite 385 

težina podgrafa 266 

težina preslikavanja 230 

težinska funkcija 266 

težinska sredina 49 

težinska verzija Burnsideove leme 384 
težinska verzija Poiya-Redfieldovog teorema 386 
težinski graf 266 

tip particije 158 

točke simetričnog dizajna 388 
topološki homeomorfizam 255, 324 
topološko sortiranje 367 

torus 57, 326 

vtotaina zbrka“ 141 

totalni uređaj 23 

Touchardov teorem 145 
transponirana malrica 50 
transportna mreža 36 
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transpozicija 227 # 
iransvorzala familije skupova 332 
transverzaini matroid 395 
tranzilivan graf po bridovima 251 
tranzitivun graf po vrhovima 251 
tranzitivna binarna relaciju 22 
triangulacija »-terokuta 190 
trivijalan graf 247 

turu na grafu 286 

Turanov teorem 351, 352 

turnir 354 

Tutteova slutnja 314 

Tutteov graf 314 

Tutteov teorem 336 


udaljenost vehova grafa 260 
Ulamova hipoteza 254 

ulaz 41, 44 

uniformni matrgid 392 

unija matroida 394 

unija podgrafova 253 

unija skupova 29 

unimodainost niza 109 
univerzalni kvantifikator 19 
unutarnja stabilnost grala 348 
unutarnje disjunktni putovi 299 
unutarnji vrh šetnje 259 
uravnotežena nepotpuna blok shema 388 E 
uređen par 2! 

usmjerena Eulerova tura 355 
usmjerena staza 353 

usmjerena šetnja 353 

usmjerena tura 3$3 

usmjerena udaljenost 357 
usmjereni ciklus 353 

usmjereni dijametar digrafa 357 
usmjereni graf 353 

usmjereni Hamiltonov ciklus 355 
usmjereni Hamiltonov put 355 
usmjereni put 353 

uvećani put sparivanja 330 

uvjet očuvanja 360 Ka 


valencija vrha grafa 254 

Vandermondeova konvolucija 115 
Yandermondeova marica i determinanta 183, 186 
van der Waerdenova hipoteza 168 

van der Waerdenov teorem 69, 76 

vanjska strana ravninskog grafa 316 

vanjski produkt grupa 244 os 
varijacija bez ponavljanja 77 

varijacija s ponavljanjem 91 

vektor uspjeha rangiranja 356 

Vennov dijagram 21 


visina korijenskog stabla 274 


Vizingov tegrem 30: 
vjerojatnosna funk: 


izvodnica 238 


vadeći kodicijent polinoma 35 
vrk grafa 235, 245 

vrhovi sistesma incidencije 390 
vrh poliedra 158 

vrijednost preslikavanja 24 


vrijednost protoka transporina mreže 381 


vašna povecanost grafa 298 
vašni rez grafa 298 
vršni rez transportna mrežu 361 


Waringova formula i60 
Whitnoyev teorem 299 


Wilfov teorem 308 
Wilsonov icoren (iz teorije brojevaj 185 
Wilsonov teorem o blok dizajnima 189 


Youngov tablezux 378 


3 put) 362 
ćen vrh sparivanjem 329 
zaivorenu šetnja 260, 264 
zatvoren skup matroida 393 
zatvorenić grafa 297 

zavisna varijabla 24 

Zerraclov teorem 48 

zeta čunkcija pu. skupa 153 
Zomova sma 48 
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